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PREFACE. 


Des  cbangemens  mtdtipliés ,  des  amélioratioris  ,  (les 
additions  nombreuses  .et  importantes ,  peuvent  faire 
considérer  cette  seconde  édition  comme  un  Ouvrage 
en  quelque  sorte  nouveau.  Si  ce  Traité  peut  faciliter 
d^autant  plus  l'étude  de  la  Trigonométrie  ;  si ,  par  la 
disposition  des  Tables  et  par  les  formule^  nombreuses 
qu'il  renferme ,  il  peut  être  d'un  usage  commode 'jpoiir 
les  Savans  ^  j'aurai  rempli  le  double  but  que  je  me  ëûi^ 
proposé.  J'espère  que-  les  Gjmmençans  me  sauront 
gré  d'avoir  très-souvent  sacrifié  à  la  clarté  l'élégance 
des  démonstrations.  Rien  de  plus  facile  sans  doute  à 
comprendre  et  à  pratiquer  que  les  substitutions ,  et  ce 
moyen  est  presque  le  seul  dont  je  me  suis  servi  pouEi 
établir  les  propositions  et  résoudre  les  problèmes ,  en 
partant  pour  l'ordinaire  d'une  construction  géomé» 
trique  :  car  représenter  une  questioja  par  une  figure  ^ 
c'est  soumettre  cette  question,  à  l'esprit  et  aux  jeigç 
tout à-la-Zois ;  et  û  d'ailleurs  on  fait,  pour  la  résoudre^; 
une  heureuse  application  de  l'analyse  y  il  résulte  de 
cette  méthode  mixte  des  démonstrations  plus  précises  y; 
des  figures  moins  compliquées. 

Quoique  les  Traités  de  Trigonométrie  soient  t^ès-< 
snultipHés ,  celui-ci  ne  paraîtra  peùt-étrè  pas  tout-à-» 
fait  dépourvu  d'utilité.  Ce  qui  surtout  m'a  déterminé 
à  le  publier ,  ce  sont  des  fonnules  nouvelles ,  qui 
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donnent  j  sous  des  expressions  txès-simples ,  les  diffé- 
rentielles finies  des  lignes  trigottométriques.  Parmi  les 
usages  nombreux  el  important  qu'on  peut  faire  de  ces 
formules  ,  je  me  contenterai  d'en  indiquer  ici  deux 
principaux. 

En  preDoier  lieu ,  s%  Van  emplme  ces  formules  pour 
différentier  une  équation ,  on  obtient  une  équation 
différentielle  finie ,  c'est^^à-dire  mathématiquement  ri- 
goureuse et  vraie»  queHe  que  soit  la  grandeur  des 
yariatioas  ou  diiférences.  D'où  il  résulte  ime  xKyuvellç 
ZBvïSse  d'équations  trigonométriques  qui  serrent  à  is^* 
coudre  autant  de  problèmes  qu'il  y  a  de  diverses 
<^antités  dans  ces  équations ,  puisque  chacune  de 
ces  quantités  peut  être  seule  inconnue.  Je  démontre 
par  les  exem}des ,  ^'en  effet  cette  classe  d'équations 
donne  une  solution  facile  de  bien  des  problèmes  ré- 
solus jusqu'à  présent  pax  des  voies  beaucoup  plu» 
pénibles. 

En  second  lieu ,  si  on  convertit  ces  mêmes  éqttations. 
tn  proportions,  et  qu'on  les  compare  ainsi  transformées 
avec  les  analogies  dif/èi'entielles  infinitésimales,  donr 
on  iait  un  si  grand  usage  dans  les  cas  où  les  variations 
sont  petites  à  la  vérité ,  mais  finies ,  et  non  pas  infini- 
ment petites  ;  on  parvient  à  connaître  avec  précision 
les  quantités  négligées  dans  les  analogies  infinitési- 
çialesji  et  l'on  a  un  moyen  l^dle  de  tenir  compte  de  ()es 
quantités  quand  elles  sont  d'ime  certaine  impdT^nçe.^ 
A  l'aide  de  quelques  exemples,  je  fais  voir  que  ks 
esreurs  des  analç^s  di/FérenUeUes  infinitésimales  ^ 
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dans  les  applications  jountàliôres  qu'on  en  fait ,  sont 
plus  grayes  qu'on  ne  le  croit  communément. 

■ 

lies  analogies  diSférentieUes  fondées  sur  l'hypothèse 
de  deux  parties  constantes  dans  le  triangle ,  peuvent 
encQre  s'appliquer  avec  autant  de  facilité  que  d'uJûUté 
aux  cas  où  cinq  parties  et  même  où  toutes  les  parties 
du  triangle  yarient.  Je  donne  à  cet  effet  une  médiode 
générale ,  à  l'usage  de  laquelle  concourt  particulière- 
ment l'emploi  des  signés  +  et  •"-  par  lesquels  j'ai  eu 
soin  d'indiquer  dans  la  construction  des  analogies ,  à. 
les  variations  des  diverses  paities  du  triangle  se  foai 
en  un  même  sens  ou  en  «ens  contraires. 

Pour  ce  qui  regarde  la  résolution  des  triangles  » 
principal  objet  de  la  Trigonométrie ,  mes  recherdies 
dans  cette  partie  n*ont  pas  été  non  plus  absolument 
infructueuses*  Sans  parler  des  formules  nouvelles  ^ 
que  le  Lecteur  distinguera ,  j'ai  cherché  deê  solutions 
commodes  poiur  les  cas  particuliers  ;  lorsque  ,  par 
exemple ,  au  Ueu  de  la  valeur  absolue  de  quelques 
parties  du  triangle  »  on  tie  connait  que  leur  somme  oa 
leur  différence  ;  ou  lorsqu'à  raison  de  leur  grandeur  les 
«nus  ou  les  cosinus  ne  peuvent  donner  avec  précision , 
eu  moyen  des  Tables  ordinaires ,  la  valeur  des  arcs 
cor7e6pon4ans.  J'épargne  au  Calculateur  la  considé- 
ration de  la  perpendiculaire  dans  les  triangles  sphé» 
riques  ;  et  pourvu  qu'on  observe  seuleihent  les  règles 
des  ngnes  pour  les  lignes  trigonométriqués  dans  les 
divers  quarts  du  cercle  ,  j'ai  disposé  les  solutions  dé 
«orte  qu'on  ne  peut  se  tromper  en  aucun  cas  sur  l'es-- 
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pèce  de  Tare  cherché  ;  c'est  irn  point  sur  lequel  deg 
Auteurs  célèbres  ont  donné  des  règles  inexactes ,  ainsi 
qu'il  me  semble  Tavoir  démontré.  J'ai  aussi  restreint 
les  limites  dès  cas  douteux ,  autant  qu'on  peut  le  faire 
par  la  seule  Trigonométrie.  Enfin  j'ai  rapproché  les 
triangles  sphériques  des  triangles  rectilignes ,  et  cette 
comparaison ,  si  je  ne  me  trompe ,  curieuse  autant  que 
neuve  ,  peut  avoir  encore  son.  utilité. 

Quant  à  la  pratique  de  la  Ttigpnométiie  sur  le 
terrain  ,  j'expose  avec  détail  ce  qu'il  y  a  de  plus  es- 
sentiel pour  mettre  l'ingénieur  ou  le  Géographe  en 
état  d'opérer  .avec  exaçtijcude.  . . 

:  La  Trigonométrie  fournit  des  moyesns  pour  se  servir 
commodément  des  logarithmes  dans  les  additions  et 
dans  les  soustractions  y  quels  que  soient  les  cas  et  les 
expressions.  L'idée  de  ces  moyens  n'est  pas  absolument 
neuve  ;  mais  faute  -d'une  méthode  générale  facile  à 
pratiquer ,  telle  que  la  méthode  cpie  je  propose ,  on 
n'a  point  imaginé  d'avoir  récours  à  ces  expédiens  dans 
une  infinité  d'occasions  où  on  peut  en  retirer  un  avan* 
taffe  réel. 

De  cette  méthode  générale  découlent  naturellement 
Ttes  solutions  de  toutes  les  équations  du  second  et  dtt 
troisième  degré  par  le  moyen  de  la  T^rigonométrie. 

Et  comme  on  parvient  avec  leur  aide  à  la  solution 
de  celles  du  quatrième  degré  f.  je  l'ai  de  même  insérée 
dans  la  présente  Édition.   Toutes  ces-  solutions  sont 

développées  de  manière  ^  ne  laisser  au  Calculateur 
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d'autre  peipe  que  de  substituer  aux  Içttres  les  nombres 
convenables ,,  et  de  fair^  les,  opérations  arithinétic[ue& 
qu'exigent  les  formules. 

* 

Je  trouve  aussi  que  le  Calcul  différentiel  conduit 
aisément  à  la  détermination  de  la  valeur  de  Tinconnue , 
quel  que  soit  le  degré  ou  la  nature  d'une  équation. 
Quoique  le  moyen  que  j'indique  ae  présente  comme 
de  lid-rmême  y  je  le  crois  nouveau.,  et  mes  Lecteur» 
jugeront  si  en  l'employant  ainsi  que  me  l'ont  suggéré 
mes  formules  différentielles  trigonométriques ,  il  ne 
mérite  pas ,  tout  bien  comparé  ,  la  préférence  sur  toute 
autre  méthode  connue  jusqu'à  présent. 

Et  comme  il  est  utile  •  dahs  les  recherches  de  cette 
nature ,  de  connaître  d'abord  les  limites  des  racines 
réelles ,  j'expose  dans  cette  seconde  Edition  une  marche 
très-JEacile .pour  arriver. à  cette  connaissance  ,  et  pour 
découvrir  en  même  temps  le  nombre  des  racines  ima^ 
ginaires  ;  ce  à  quoi  l'on  n'est  parvenu  jusqu'ici  que  par 
des  moyens  que  leur  extrême  longueur  rend  imprati- 
cables ,  quelque  ingénieux  qu'ils  soient  d'ailleurs  et 
dignes  à&s  grands  Géomètres  à  qui  ils  sont  dus.  r 

Il  m'a  paru  convenable  d'insérer  dans  ce  Traité  les 
premiers  principes  du  calcul  différentiel,  et  de  la  mé-' 
tbode  du  retour  des  séries ,  attendu  les  application» 
continuelles  que  j'ai  faites  de  ces  principes.  Je  me  suis 
attaché  surtout  à  les  e:<plLquer  avec  clarté ,  parce  qu^en 
général  je  suppose  le  Lecteur  seulement  initié  dans  les 
Idathématiques.  Il  peu{;  entreprendre  de  parcourir  cette. 
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Trigonométrie ,  pourra  qu'il  sache  résoudre  une  ^c|tia« 
âon ,  qu'il  possède  le  calcul  arithmétique ,  surtout  pour 
les  décimales ,  et  qu'il  connaisse  les  proportions ,  le» 
progressions ,  les  premières  propositions  de  la  Oéomé» 
trie ,  l'usage  et  la  théorie  élémentaire  des  Warithmesv 


Je  n'omets  pas  dans  cette  Edition  les  formules  tri-» 
gooonii^triques'  impliquées  d'imaginaires ,  parce  que 
^'ai  réussi  è.  les  construire  d'ime  manière  «ussi  ciairQ 
qu'abrégée. 

Elles  servent ,  les  unes  â  réduire  les  quantités  expo- 
nentielles imaginaires  à  des  sinus  et  cosinus  d'arcs  réels  ; 
d'autres ,  à  convertir  en  arcs  circulaires  les  logarithmes 
imaginaires  ;  et  d'autres  à  exprimer  les  sinus  et  cosinus 
des  arcs  multiples  y  qui ,  sous  cette  forme ,  sont  suS"» 
ceptibles  d'applications  utiles. 

Je  donne  encore  aujourd'hui  la  démonstration  di- 
recte (que  j'ai  publiée  en  1796 ,  dans  le  Tom.  VII  des 
Mémoires  de  la  Société  Italienne  ) ,  par  les  Toies  trigo- 
nométriques  les  plus  simples ,  des  formules  générales 
qui  développent  les  sinus ,  cosinus  et  tangentes  des  arcs 
multiples ,'  en  séries  des  puissances  des  sinus,  cosinus  et 
tangentes  des  arcs  simples,  et  réciproquement  ;  formules 
qui ,  à  l'exception  d'une  seule  à  laquelle  Euler  arrive 
par  des  moyens  plus  laborieux,  n'avaient  été  construites 
^u'empir^ue^^ent ,  c'est-à-dire  par  induction. 

.:  Je  parviens  de  même  ,  avec  lès  seules  forces  de  la 
Trigonométrie  ,  aux  sommations  connues  tant  des  sé-' 
si^  de  puissance  quelconque  des  sinus  ou  cosinus  d'arcs 


PRÉFACE.  vij 

en  progres^on  arithmétique ,  que  des  séries  des  tan- 
gentes ou  sécantes  d'arcs  en  progression  géométrique. 

J'ai  multiplié  les  applicatioxis  aux  problèmes  dd 
TAstronomie ,  science  dans  laquelle  la  Trigonométrie 
joue  le  rdle  principal ,  et  les  solutiona  que  je  donne  dQ 
la  plupart  de  ces  problèmes  sont  neuves  en  géi^ëaral.i 
ou  poux  la.  méthode ,  ou  pour  les  résultats.  C'est  sur»» 
tout  ici  qu'on  aura  lieu  de  reconnaître  l'utilité  du 
£rand  nombre  de.  formules  nouvelles  contenues  daxxs 
ce  Traité.  , 

Les  Tables  mises  à  la  fin  de  l'Ouvrage  ont  déjà 
obtenu  le  suffrage  des  MatJiématiciexis.  L'expénence 
a  démontré  (Qu'elles  sont  aussi  exactes  que  commodes. 
Dans  le  cours  de  ce  Traité ,  jç  jae  çer»,  pour  citer  cea 
Tables  ^  du  chiffre  romain  j  ie  ckii&e  arabe  à  la  suite 
indique  la  ft)rmnle.  Mais  Fusage  cju  chiffre  arabef  seyl, 
non  accompagné  de  caractères  romains ,  est  de  reiï.-! 
Yoyei:  aux  articles  de  ce  Traité  ,  ow  ae  troure  i^haqiM^ 
ccplicatioa  particulière*  

Au  moyen  de  formules  expéditives  qui  font  partie 
de  celles  que  j*ai  données ,  j'ai  calculé  les  logarithmes 
de  la  table  (BB),  depuis  le  logarithme  du  nombre  1 163.! 
Pour  être  sur  de  n'avoir  commis  aucune  erreur  dans 
leur  calcul ,  j'ai  formé  tous  les  logarithmes  des  nombres 
intermédiaires ,  et  j'ai  pris  jusqu'à  la  septième  diffé- 
rence. Cette  opération  m'a  fourni  l'occasion  de  vérifier 
l'exactitude  d'un  grand  nombre  d'autres  logarithmes 
de  la  même  Table. 

Je  ne  nomme  point  ici  les  Auteurs  desquels  j'ai 
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emprunté  ce  qne  j'ai  jugé  ne  pouvoir  être  mieux.  Il 
m'a  paru  plus  à  propos  de  leur  faire  hommage  de  ce 
qui  leur  appartient ,  dans  le  cours  même  de  l'Ourrage. 

Je  crois  n'avoir  omis  que  des  méthodes  compliquées 
et  inutiles  à  la  Trigonométrie  ;  ensorte  que  ce  Traité 
peut  être  regardé  comme  complet.  C'est  ce  dont  on 
se  convaincra  en  parcourant  la  Table  des  matières.  A 
la  suite  de  cette  Table  est  la  liste  dés  numéros  des  ar-^ 
ticles  nouveaux  de  cette  Edition ,  pour  la  commodité 
de  ceux  qui ,  ayant  la  première ,  désireraient  de  les 
çoimaitr/e.  (*)         ' 


1  .  ■  - 

(*)  Coimt^e  cette  seconde  Édition  française  de  la  Trîgono-! 
tnétrle  de  Cagnoli  diflfère ,  en  plusieurs  passages ,  de  l'original 
italien ,  ]e  crois  devoir  observer  ici  que  l'Auteur  m'a  communiqué 
div^rs^  cbangemens  ou  additions ,  et.  que  quelques  autres  modifia 
cation^  proviennent  des  observations  de  M.  Delambre  ^  cette  nou--. 
velle  Édition  ajant  eu^  comme  la  première^  l'avantage  de  passer 
sous  les  jQux  de  cet  habile  et  savant  astronome ,  k  mesure  que 
les  feuilles  ont  été  livrées  &  TimpressioD*  {Note  du  Traducteur*)^ 
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a88  ;  3o4  à  5ia -,  3i4  à  Sig  ;  553  à  557  -,  ^y  564  à  366-  5^i') 
579  à  585 i  391  ;  401  i  4o5  à  4ii  j  4i6  à-  $187  457  v  445  i  4^^ 
484  à  489;'  491  i  495  à  497  -,  5oo  à  5a8j  548  j  568  -,  586  j  589  -, 
591  à  600;  607  J  6i3  à  6i5;  618  ;  6ao ,  6ai  )  6a4j   635,  636  ; 
649  J  663  ;  677  à  679;  68a  ,  683  J  686;  689  ;  7163  801  j  842  ; 
843  *;  846  à  958  j  941  ;  949  j  972  >  973^  ipo8  J  io4i  ;  107/^;  io83; 
1087',  1091  3  1098;  ixor  ,  iioa  ;  1107-^  1II.2  ;.  11.18;  sia:i^  ii34> 
1129;  1159;  1145  à  «i49  î  1157  à  iiôa;  ïi74v  ir75*,  ï2r5;  mSSj 
i3o7;  î3i33  i56o;  i366;  1577 j  i594;  14^2;  1426 j  i449f  i45o; 
1452;  1466*,  1474*9  ^4799  ^49^  ^  i494v  i5o6j.i534»  r535;  .i543t 
à  1549;  i55i  ;  i556j  i56i  à  i585j  1590' à  i595;  iSgg^-^rôôôj' 
1602  J  1606  J  1618,  i6i9>  1660  J  i7io>  ^711;  1713. 


^'} 


Fautes  essentielles  à  corriger. 


Articles.     Lignes. 

io5....«»    4* -'*«-***  w4)> 

499 5 tang.*A 

597 i...«.^..  cot.  ~ 

5S6 7.* 4^c.    , 

6o3 1... fprmulQ 

■ 

717 3 l'Ouvrage  (5a4) 

797 16 (700) 

818 3 méthode  ^ 

g58 3 (nsin.a) 

1068 â sa 

5 il 

i4o3. .....    â constant 

1489......     5 XX 

1490 3 R* 

i5iieti5ia     (K) 

1639  etsuiv « .  4ft 

i563 6... irne 

i58o 3 Ia49* 

i58i 10 doit  guider 


Corrections. 
(34)  . 

tang.  5A 
^  A 

donc  -, 

youtei^ . .  • .  (  et  cette  remarque 
s'applique  aussi  aux  deux  solu- 
tions suivantes  )  et  supprimez 
cette  phrase  à  la  fin  de  l'article. 

les  Tables  trigonométriques 

(737) 

méthode , 

(»  sin,  a),  .       I 

cette 

le  demi-aro 

constans 

(J) 

un 

49' 

servira 


AVIS  AU  RELIEUR. 

Les  8  planches  des  Figures  doivent  être  placées  à  la  fin  du  Volume. 

Les  Tables  numérotées  depuis  I  jusqu'à  IX^  se  placeront  de  même  i  la  fin  ^ 
avant  les  Planches. 


TRIGONOMÉTRIE.' 


CHAPITRE   PREMIER. 


Définitions  et  Notions  préliminaires. 


I.  iRiGOKOMéTRiE^  mot  tiré  du  GreCj  signifie  mesure  des 
triangles.  Étant  données  quelques  parties  d*un  triangle,  la  Trigo-i 
nomérrie  enseigne  les  moyens  de  trouf^er  la  valeur  de  chacune 
des  antres.  Cette  opération  s'appelle  résolution  des  triangles.  Les 
parties  que  la  Trigonométrie  considère  dans  le  triangle  sont  les 
angles  et  les  côtés.  La  mesure  des  surfaces  renfermées  entre  les 
cotés  des  triangles,  est  du  ressort  de  la  Géométrie  plutAt  que  de 
la  Trigonométrie. 

2.  Il  est  aisé  de  concevoir  combien  la  Trigonométrie  est  une 
science  utile  et  même  agréable;  puisqu'au  moyen  de  ses  calculs  on 
mesure ,  avec  autant  d'exactitude  que  de  facilité ,  les  distances 
accessibles  et  inaccessibles  :  par  exemple ,  la  largeur  d'un  fossé  ^ 
^'un  fleuve,  d'un  lac;  la  hauteur  d'un  clocher,  d'une  montagne; 
les  dimensions  d'un  bastion ,  d'un  retranchement  ;  les  distances 
respectives  des  lieux }  enfin  celles  des  astres  et  leurs  divers  mou- 
vemens  dans  Timmensité  de  l'espace. 

3.  Le  triangle  formé  par  des  lignes  droites  appartient  à  la  Tri- 
gmiométrie  plane  ou  rectiligne.  Si  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercle 
considérés  ou  décrits  sur  la  surface  d'une  sphère ,  la  résolutioni  du 
triangle  est  alors  Pobjel  de  la  Trigonométrie  sphérigue. 
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4*  Je  suppose  le  lecteur  instruit  de  la  division  du  cercle  adoptée 
par  les  géomètres  -,  en  36o  parties  ou  degrés  égaux  ;  de  celle  de 
chaque  degré  en  60  minutes  ou  minutes  premières ,  de  chaque 
minute  première  en  60  secondes,  de  chaque  seconde  en  ôo  tierces, 
et  ainsi  de  suite.  Pour  abréger^  si  Ton  veut  désigner,  par  exemple ^ 
un  arc  de  six  degrés  vingt-sept  minutes  quarante-huit  secondes , 
on  écrit  ô*»  37'  48\ 

'  5.  La  Trigonométrie  fait  usage  de  quelques  lignes  auxquelles  on 
a  attribué  les  dénominations  suivantes. 
^6-  >•  Étant  donné  un  arc  tel  que  BD,  moindre  que  de  90%  terminé  par 
les  rajons  CB,  CD  :  si  de  Tune  des  extrémités  de  cet  arc,  du  point  B, 
par  exemple,  on  mène  la  perpendiculaire  BA  sur  le  rayon  CD;  BA 
s*appelle  le  sinus ,  AC  le  cosinus  et  AD  le  sinus  verse  de  Tare  BD 
ou  de  Tangle  ACB»  La  perpendiculaire  est  donc  le  sinus;  la  partie 
du  rayon  comprise  entre  cette  perpendiculaire  et  le  centre  est  le 
cosinus;  et  la  portion  du  rayon  qui  reste  entre  la  perpendiculaire 
et  Parc ,  c'est-à-dire  la  di£férence  entre  le  rayon  et  le  cosinus,  est 
le  sinus  verse,  qu'on  nomme  aussi  là^èôhc. 

6.  Comme  la  valeur  d'un  angle  est  la  même  que  celle  de  Tare  qui 
le  mesure ,  nous  emploierons  indifféremment  l'un  ou  l'autre  :  or  (5) 
i'arc  appartient  à  la  Trigonométrie  sphérique ,  et  Tangle  formé  par 
deux  lignes  droites  à  la  Trigonométrie  plane;  tout  ce  que  nous  dirons 
des  lignes  irigonométriques  convient  donc  également  à  ces  deux 
espèces  de  Trigonométrie.  Aussi  avons-nous  jugé  inutile  de  diviser 
cet  ouvrage  en  deux  parties* 

7.  Des  définitions  précédentes  il  résulte  que  si  BE  est  perpendicu- 
laire à  CF,  B£  sera  le  sinus ^  CE  le  cosinus,  EF  le  sinus  verse  de  Pare 

'BF.  Supposons  que  BF  8<Âle  complément  à  go*"  de  Parc  BD,  ou^ 
ce  qui  revient  au  même ,  que  ACE  soit  un  angle  droit  ;  BE  sera 
parallèle  et  égale  à  AC,  CE  sera  parallèle  et  égale  à  AB  ;  c'est- 
à-dire  que  1»  sinus  de  BF  ss  le  cosinus  de  BD  =:  le  cosinus  de 
(90* — BF),  et  que  le  cosinus  de  BF = le  sinus  de  BD = le  sinus  de 
(qo"*— 'BF),  Donc  le  sinus  d'un  angle  est  égal  au  cosinus  du 
complément  de  cet  angle,  et  le  cosinus  est  égal  au  sinus  du  com^ 
plément.  D'où  il  suit  que  le  sinus  jde  4^''  =  le  cosinus  de  4^\  Ce 
qui  est  d'ailleurs  évident,  puisqu'alors  le  triangle  auquel  ce)  deux 
lignes  appartiennent  est  isosc^le  et  rectangle» 


ET  KOTIOWS  PRÉLIMINAIRES.  S 

8.  EF  se  nomme  le  cosinus  verse  de  BD  ^  et  AD  le  cosinus 
verse  de  BF.  Le  cosinus  verse  n'est  que  la  différence  entre  le  sinuc 
et  le  rajon. 

9*  Si  la  perpendiculaire  (5)  était  menée  de  l'autre  extrémité  D 
sur  le  rayon  CB>  il  en  naîtrait  un  triangle  égal  absolument  à  ABC; 
puisqu'il  aurait  de  même  un  angle  droit ,  que  l'angle  C  serait  com- 
mun ^  et  l'hypoténuse  BC  de  l'un  f  égale  à  l'hypoténuse  CD  de 
l'autre*  Donc  la  nouvelle  perpendiculaire  serait  égale  à  BA ,  et 
diviserait  BC  en  deux  parties  respectivement  égales  à  AC  et  à  AD. 
Les  résultats  sont  donc  les  mêmes ,  quelle  que  soit  celle  des  deux 
^extrémités  d'un  arc ,  d*où  l'on  fasse  partir  la  perpendiculaire. 

io«  Si  de  l'extrémité  D  de  l'arc  BD  ,  on  élève  une  perpendi^^ 
culaire  DG  sur  le  rayon  CD^  jusqu'à  la  rencontre  d'un  autre  rayon 
CB  ipoc^longé  j  la  perpendiculaire  DG  se  nomme  la  tangente,  et 
le  rayon  prolongé  CG  la  séàante,  de  l'arc  BD. 

1 1 .  La  droite  FH  étant  de  même  la  tangente  et  CH  la  sécante 
de  BF  complément  de  BD ,  la  première  se  nomme  cotangente  et 
la  seconde  cosécante  de  l'angle  ACB.  Par  la  même  raison  DG 
est  la  cotangente  >  et  CG  la  cosécante  de  BF* 

.'  12.  Pour  abréger,  on  écrit  R  au  lieu  de  rayon ,  sin.  au  lieu  de 
sinus,  COS.  pour  cosinus;  tang.  i  cet.,  séc.>  coséc.^  au  lieu  de  tan* 
gente,  cotangente,  sécante,  cosécante i  enfin  sin.  v.  et  cos.  v., 
pour  sinus  verse  et  cosinus  verse.  Par  exemple ,  sin*  BD  signifie 
le  sinus  de  l'arc  BD  ,  et  sin.  BCD  le  sinus  de  l'angle  BCD« 

iS.  Nous  écrirons  aussi  log.  au  lieu  de  logarithme,  oo  au  lieu 
de  Vinfini}  a^b  signifie  a  plus  grand  que  b ,  et  a < 2^  signifie 
a  moins  grand  que  b. 

i4*  Enfin  nous  emploierons  le  signe  ^  (i8i),  pour  indiquer  la 

variation  (19a) ,  finie  ou  infinitésimale^  d*nne  grandeur  j  l'abrévia- 

,  tion  compl.  pour  signifier  le  complément  arithmétique  (4^0) }  et 

le  signe  co  ^  emprunté  de  Gardiner ,  pour  exprimer  la  différence 

positive  entre  deux  quantités ,  c'est-à-dire  pour  indiquer  que  la 

f)lus  petite  doit  être  soustraite  de  la  plus  grande.  Par  exemple, 

a^y^b  signifie  a-^^b  quand  on  a  a >> ^^  et  b'-^a  quand  on  B,a<Cbm 

Ainsi  a^nb  se  prononcera  la  différence  positive  de  a  et  de  A  >  et 

a^b,  la  somme  ou  la  différence  positive  de  a  et  de  b. 

i5«  Enfin  je  désigne  souvoit  un  angle  par  une  s^ule  lettre,  lors 
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même  que  son  sommet  est  commun  à  d'autres  angles.  Maïs  alors 
dans  la  fi^re  je  place  entre  les  deux  côtés  de  cet  angle  la  lettre  par 
laquelle  je  le  désigne.  Par  exemple^  fig.  i ,  Tangle  C  est  la  même 
cliose  que  Taugle  AGB. 

i6.  Nous  prévenons  les  Gommençans  que  nous  ferons  un  usage 
continuel  des  transformations  suivantes^  dont  il  serait  trop  long^ 
et  trop  ennujeux  pour  ceux  qui  sont  plus  avancés^  de  donner  à 
chaque  fois  le  développement.  Si  quelques  lecteurs  ne  connaissent 
pas  assez  Talgèbre  pour  entendre  ces  transformations  et  se  les  être 
rendu  familières  ,  la  meilleure  roie  pour  y  parvenir  prompte-* 
ment ,  et  pour  vérifier  la  justesse  de  ces  transformations  ,  est  de 
substituer  aux  lettres  des  nombres  à  volonté. 

17.  On  ne  change  pas  la  valeur  d*un  rapport  géométrique  >  Iors« 
qu'on  le  multiplie  ou  qu'on  le  divise  par'une  même  quantités  Ainsi 

en  général,  a  :  £  ::  i  :  -  ::  j  :  i  ::  am  :  ^m  ::  -  :  -• 

i8.  Toute  fraction  est  un  rapport  géométrique.  Ainsi  ^  est  là 

même  chose  que  a  :  b.  De  ces  deux  manières  d'écrire ,  quelques 
Auteurs  préfèrent  la  dernière. 

De  là  il  suit  que  la  règle  donnée  pour  les  rapports  convient  à 
toute  fraction» 

19.  Les  proportions  géométriques  admettent  toutes  les  fransfor-* 
mations  qui  n'altèrent  pas  l'égalité  entre  le  produit  des  termes 
moyens  et  celui  des  extrêmes.  Ainsi  la  proportion  al  b  i:  c  i  d 
peut  éprouver  les  changemens  suivans  : 

a+b  :  a — b  ::  c+d:c — d 

adtb  l  a  ::  czkid  :  c 
adsb  :  b  ::  cdzd  :  d 

a  :  adtb  ::  c  ;  czhd 

b  :  adcb  ::  d  ;  cttd. 

30.  Le  signe  double  db  signifie  que  si  Pon  adopte  le  signe  -f-  dans 
le  premier  rapport  d'une  proportion ,  il  faut  aussi ,  dans  le  second 
rapport^  prendre  le  signe  positif.  H  en  est  de  même  du  signe 
négatif. 

£q  général ,  dans  les  équations  et  les  proportions  $  lorsqu'on 


L 
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frouve  répété  le  signe  double  dby  on  zfi,  il  indique  que  si  l'on  prend 
le  signe  supérieur  dans  l'un  des  termes,  il  faut  prendre  de  même  le 
signe  supérieur  pour  chacun  des  autres  termes.  On  en  doit  dire 
autant  du  signe  inférieur. 

21.  La  proportion  fondamenfale  a  ib  ::  c  :  d,  pourant  se  chan- 
ger en  celle-ci ,  a  :c  ::  b  i  d,  i\  en  résulte  que  les  transformations 
ci-dessus  (ig)^  ont  encore  lieu  en  mettant  c  au  lieu  de  b,  et  b  au 
lieu  de  c. 

a^^  Nous  avons  supposé  le  premier  terme  plus  graud  que  le  second^ 
et  parconséquent  le  troisième  plus  grand  que  le  quatrième.  Quand 
le  contraire  aura  lieu,  comme  dans  cette  proportion,  ^  :  4  *•  ^  :  6, 
on  renversera  la  proportion ,  et  on  écrira  6  :  3  ::  4  :  ^  ;  alors  en 
la  comparant  avec  la  proportion  générale  a:  b  ::  c  :d,  c'est-à- 
dire  en  faisant  a=6,  b:=5,  etc. ,  on  la  trouvera  susceptible  de 
toutes  les  transformations  indiquées  ci-dessus. 

a5«  Enfin  si  deux  proportions  ont  ou  les  deux  mojens ,  ou  les 
deux  extrêmes  communs*,  si  on  a  ^  par  exemple,  a:  â  ::  c  :d,  et 
a:m  ::  n:  d,  alors  bc^smn,  et  parconséquent  b  :m  ::  n  i  c f 
Ga  m  \  b  V.  c  \  n. 

st4*  Si  Ton  multiplie  on  qu'on  divise  deux  proportions  Tune 
par  l'autre,  terme  à  terme,  les  produits  ou  les  quotiens  sont  en« 
core  en  proportion.  En  combinant  de  ces  deux  manières  l'analogie 
m:n  ::  p  :q,  avec  l'analogie  (19)  a:b  ::  c  :  d,  on  aura 

Par  la  même  raison ,  on  aura  a*  :  ^  ::  c^i  d^ ,  et  parconséquent 
y^a  :  |/3  ::  \/c  :  \/d. 

a5«  Multiplier  ou  diviser  une  équation  par  une  même  quantité, 
ajouter  une  même  quantité  à  chacun  de  ses  membres ,  ou  l'en  sous- 
fraire,  n'altère  point  l'équation.  Soit  adzs^bc)  on  aura  amdsszbmc, 

et— ;=-^,  etad^mzssbc^ms  et  ad--^n=:bc'^n^ 

36.  Pour  introduire  un  facteur  Sous  le  signe  radical ,  il  faut 
l'élever  k  la  puissance  indiquée  par  l'exposant  du  radical ,  et  le 
multiplier  par  tous  les  termes  contenus  sous  le  radical.  Récipro- 
quement, si  l'on  veut  faire  sortir  une  quantité  contenue  sous  la 
radical ,  il  faut  diviser  par  cette  quantité  tous  les  termes  sous  le 


am  ;  bn  ::  cp  :  d/ ,  et  —:-::-:  -,  ou  bien  —  :?•:?•> 


am 

b 
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radical,  et  faire  précéder  le  radical  par  la  racine  de  cette  mêmd 
quantité.    Par  exemple  ,  j   y/m^  +  n'  =  j  v'a*  m'  4-  a*  n^ 

37.  Si  la  quantité  i,  faire  sortir  était  un  diviseur ,  on  multi«> 
plierait  Texpression  sous  le  radical ,  au  lieu  de  la  diviser. 

Ainsi  |/^m»  +  ^  =  i  \/m*r*  +  n\ 

a8.  J'ai  vu  des  Commençans  arrêtés  à  de  certaines  transforma^ 
tions^  parcequ*il»  s'e£forcent  de  les  concevoir^  au  lieu  de  penser  à 
les  vérifier.  Je  suppose ,  par  exemple^  que  nous  ajons  substitué  ai 

à  la  quantité  Ç^       j  —  ^^""   j  ;  en  effectuant  les  quarrés  qui  n» 

'sont  qu'indiqués ,  et  faisant  la  soustraction ,  on  reconnaîtra  qu'en 
efiêt  cette  expression  composée  se  réduit  à  o^.  On  reconnaîtra  de 

même  que  a'  -f-  ^  est  la  même  chose  que  2  C^^—j  4-  ^  (  ~3~)  • 

£n  pareil  cas>  il  faut  faire  les  opérations  indiquées  dans  une  exprès* 
sion ,  quand  on  veut  la  vérifier  et  l'entendre. 


CHAPITRE    II. 

J^àleur  relatwe  des  lignes  trigonométnques. 

fig.  I.  ag.  jLfoRSQUE  BCD  =  4^*^  le  triangle  rectangle  CDG  est  isoscèle^ 
etDG=3:CD.  Donc  tang.  45*=:R=:cot.45%  (11). 

3o.  Mais  nous  verrons  (49)  que  tang.  gC"  est  infinie ,  tandis  que 
Tare  de  go""  n'est  que  le  double  de  Tare  de  45*.  On  peut  donc  ob- 
server déjà  Textrême  disproportion  entre  la  marche  des  angles  et 
celle  de  leurs  tangente». 

3i.  D'après  la  définition  donnée  (5)^  il  est  clair  que  le  sinus 
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d'an  arc  n*est  que  la  moitié  de  la  corde  de  l'arc  double  \  on  sait 

d'ailleurs  que  la  corde  de  60*  est  égale  au  rajon  :  donc  sin.  5o^  =-*. 

Sa.  Mais  nous  verrons  (49}  que  sin.  go^'ocR  ;  (d'où  le  rajon 
prend  aussi  le  nom  de  sinus  droit  y  sinus  total).  Qu'on  observe 
donc  encore  que  les  sinus  ne  croissent  pas  dans  la  même  pro^ 
'portion  que  les  \  arcs. 

35.  En  supposant  toujours  DGF  ==  90*  ^  les  triangles  semblable» 
BCA  y  GCD  >  FGH  donnent  les  proportions  suivantes  : 

AC  :  AB  ::  CD  :  GD ,  CD  :  CD  ::  CF  :  FH, 
AC  :  BC  ::  CD  :  CG ,  AB  :  BC  ::  CE  :  CH. 


En  substituant  les  dénominations  trigonométriques  >  on  aura  » 
pour  un  arc  quelconque  BD^  que  nous  désignerons  généralement 
par  A  ,  les  proportions  qui  suivent  : 

54.  Cos.  A  :  8in.A  ::  R  :  fang.A==5^5^^î~. 

55.  Tang.A  :  R  ::  R  :  cot.  A  =  5^=5^^,  C54> 
56*  Cos.  A  :  R  ::  R  :  séc.A;=    '^^^ 


COS.  A' 


57.  Sin.  A  :  R  ::  R  :  coséc.A=-^. 

'  sin.  A 

58.  L^expression  générale  R  du  rajon  suffit  pour  faire  voir  que 
les  équations  trigonométriques  sont  vraies^  quelle  que  soit  la  gran- 
deur du  cercle  dan^  lequel  on  les  considère.  La  valeur  du  rayon 
est  donc  arbitraire ,  pourvu  qu'une  fois  fixée  ^  on  la  conserve  cons- 
tamment la  même  \  autrement  toutes  les  lignes  trigonométriques 
vlurieraient  avec  le  rajon.  Si  au  lieu  de  BC  on  prend  pour  rajon  CGj 
et  qu'on  décrive  l'arc  GQ  ^  le  sinus  de  l'angle  C  ne  sera  plus  BA, 
mais  GD.  Or  BA  :  BC  ::  GD  :  CG.  On  trouvera  la  même  chose 
pour  toute  autre  ligne.  Donc  le  rapport  entre  une  ligne  trigono* 
métrique  quelconque  et  le  rayon  ^  est  constant  $  puisqu'on  a  tou- 

î^«.«^  f   ON    ^A       GD  • 

.59.  Donc  en  général  >  soit  L  une  ligne  trigonométrique  pour 


8  chAp.  il  valeur  relative  ' 

un  râjoû  donné  R  -,  soit  V  là  même  pour  un  autre  rajon  R^  ; 

LR' 

on  aura  toujours  R  :  L  ::  R':  U  =  -^  =  LR',  si  oti  fait  R=:ty 

valeur  qu'on  assigne  communément  au  rajon^  et  avec  grande 
raison ,  parceque  cette  valeur  simplifie  beaucoup  les  calculs  et 
les  expressions.  Nous  verrons  par  la  suite  comment  >  une  valeur 
étant  une  fois  donnée  au  rayon  >  on  trouve  la  valeur  de  toute  ligne 
trigonométrique  relativement  au  rayon. 

4o.  Observons  dans  les  équations  (55,  36^  57) ,  qu*étant  donnée 
la  valeur  du  rayon ,  celle  de  la  cotangente  dépend  de  celle  de  la 
tangente  >  celle  de  la  sécante  de  celle  du  cosinus ,  et  celle  de  la 
cosécante  de  celle  du  sinus,  et  réciproquement* 

4i*  De  là  il  est  facile  de  comprendre  pourquoi  dans  la  Trlgono* 
métrie  on  né  fait  presque  jamais  usage  de  la  sécante  ni  de  la  cosé- 
cante ;  c'est  qu'il  est  toujours  aisé  de  leur  substituer  le  cosinus  et  le 
sinus  par  le  moyen  des  équations  ci-dessus  (36,  Sy).  On  pourrait 
de  même  supprimer  l'usage  des  cotangentes  ;  mais  on  verra  que 
souvent  elles  se  trouvent  commodes  dans  la  pratique* 

4^.  Par  la  propriété  si  connue  de  l'bypoténuse ,  les  triangles 

Fig. I. rectangles  CAB,  CDG,  CFH  donnent  les  équations  suivantes: 

BO  =  AB*  +  AC»  =  CD»  =  CG»  --  DG*  =  CF*  =  CH*  —  FH-j 

ou  bien  R»  =:  sin.'A  +  cos.*A  5=  séc/A  —  tang.*A  s;  coséc/A 

—  cot.^A. 

43.  Donc  séc.  A  =s  v/(R*  +  fang.*A)  =  j^»  (56).' 
44-  Et  coséc.  A  =  v/(R*  +  cot/A)  =  -^j,  (^7). 

45.  Substituons,  dans  l'analogie  (34) ,  Iji  valeur  de  cos.  A  tirée 
de  la  seconde  équation  (43)  j  nous  aurons  sin.  A  ^=    rRR-M"  ae*  AY 

46.  Et  mettant  de  même  dans  l'équation  cot,  A  ?==  ^^^'  ,  (35), 
la  valeur  de  sin.  A  prise  dans  la  seconde  équation  (44)  1  ^^^^  ^u* 

«    A  Rxcot.A 

rcns  cos.  A  :=;z  ----.—__—- 

\/(Rn+cot.*A) 

47«  De  même  en  mettant  alternativement  dans  Tanalogie  (34)  p 
les  valeurs  de  sin.  A  et  de  cos.  A  tirées  de  Téquation  R*5=8Îa*A 
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«f^  C08/A  j  (43)  f  on  a  les  équations  suivantes  : 

.  A  RXsin.A       Rv/(RR— CQg.'A) 

îang.  A  —  ^(RR_ri^..  A) ÏSTÂ • 

4d.  Si  Tangle  C  croit  ^  et  devient,  par  exemple^  MCD^  on  Toitrif-r; 
que  le  sinus  ML ,  la  tangente  DK  et  la  sécante  CK  deviennent 
aussi  plus  grandes  qu'elles  n'étaient  pour  l'angle  BCD  î  et  qu'au  con- 
traire le  cosinus  CL ,  la  cotangente  FI  et  la  cosécante  CI  diminuent. 

49*  Si  Tangle  augmente  de  manière  quHl  soit  de  go"* ,  il  est  évident, 
à  rinspeciion  de  la  figure ,  que  le  sinus  et  la  cosécante  deviennent 
égaux  an  rajon^  avec  lequel  ils  se  confondent  ;  que  le  cosinus  et 
la  cotangente  se  réduisent  à  zéro;  enfin  que  la  tangente  et  la  sé« 
cante  sont  alors  infinies,  puisque,  devenues  parallèles  entre  elles, 
elles  ne  peuvent  plus  se  rencontrer  (lo). 

5o.  Considérons  maintenant  l'angle  obtus.  Soit  cet  angle  DCO« 
Dans  ce  cas,  la  perpendiculaire  (5)  abaissée  du  point  O,  tombe 
sur  le  prolongement  CP  du  rajon  DC^  et  l'autre  perpendicu- 
laire (10)  élevée  au  point  D,  né  peut  rencontrer  l'autre  rajon  OC, 
s'il  n*est  prolongé  dans  la  direction  CU, 

5i.  Donc,  suivant  les  définitions  (5),  OP  est  le  sinus  et  CP 
le  cosinus  de  i'arc  DFO.  Et  ces  lignes  OP,  CP  sont  aussi^  tou^ 
jours  d'après  les  mêmes  définitions,  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  TO, 
qui  est  le  supplément  de  l'arc  DFO ,  puisqu'ils  forment  ensemble 
la  demi-circonférence. 

5a.  La  tangente  de  l'angle  DCO  est  DU  ;  la  sécante  est  CU,  (lo). 
Or  DU  est  aussi  la  tangente,  et  CU  la  sécante,  de  l'angle  DCZ, 
supplément  de  l'angle  DCO. 

55.  Le  complément  de  V angle  obtus  DCO  est  son  excès  F  CD 
sur  Tangle  droit.  Donc  C^^)'  ^^  ^^^  ^^  cotangente,  et  CN  la  co- 
sécante de  l'arc  DFO.  Mais  ces  mêmes  lignes  sont  aussi  cotan- 
gente et  cosécante  de  l'angle  TCO ,  supplément  de  l'angle  DCO* 

54*  On  peut  conclure  en  général ,  que  les  lignes  trigonomé^ 
triques  d*un  arc  et  celles  de  son  supplément  ^ont  égales  entre  elles ^ 
en  exceptant  néanmoins  le  sinus  verse ,  comme  on  le  verra  (x^o). 
Je  dis  égales^  et  non  identiques  y  parcequ'un  même  arc,  par 
exemple  DFO,  a  deux  supplément  TO ,  DZ }  et  encore  parcequo 
les  lignes  de  même  nom  sont  doubles  (9)  pour  un  même  arc» 
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55.  De  cette  ëgalif < ,  de  cette  double  dépendanee  des  ligaet 
trigonométriques  y  semble  résulter  rincoûTénient  très-graye  de  oe 
pouvoir  reconnaître  si  une  ligne  trigononsétrique  donnée  appar- 
tient à  l'angle  aigu^  ou  bien  à  son  supplément.  Mais  nous  verrons 
bientôt  comment  les  "Géomètres  sont  parvenus  à  lever  l'incertitude 
à  cet  égard  ^  au  moins  pour  la  f^upart  des  lignes  trigonométriques. 

56.  Observons  à  présent  quels  changemens  éprouvent  ces  lignes, 
à  mesureque  l'angle  augmente.  Celles  qui  croissaient  avec  cet  angle, 
lorsqu^il  était  aigu  >  décroissent  quand  il  est  obtus.  Celles  qui  au 
ccmtraire  diminuaient  dans  le  premier  cas,  augmentent  dans  le 
second  :  conséquences  nécessaires  de  l'égalité  énoncée  (54). 

Fig.  I.  57.  Par  l'inspection  de  la  figure >  et  d'après  ce  que  nous  avons  dit, 
il  est  facile  de  comprendre  que  si  l'arc  croît  jusqu'à  devenir  de  160% 
comme  DFT  y  le  sinus  et  la  tangente  deviennent  nuls^  la  cotan« 
gente  et  lacosécante  infinies^  le  cosinus  et  la  sécante  égaux  au  rajon» 

58.  En  Astronomie ,  les  longitudes  et  les  ascensions  droites  des 
astres  se  comptent  de  o""  jusqu'à  56o^.  On  a  donc  besoin  des  lignes 
trigonométriques  ^  même  dans  \t  troisième  et  dans  le  dernier  quart 
du  cercle.  En  négligeant >  pour  abréger ,  ce  qui  concerne  la  sécante 
et  la  cosécante  (41  )/  et  recourant  aux  définitions  (5^  10}^  on  re- 
connaîtra sans  peine  qu'un  arc  plus  grand  que  de  i8o'*>  comme 
X>FTS>  a  RS  pour  sinus >  CR  pour  cosinus^  et  pour  tangente  la 
ligne  DK^  à  laquelle  correspond  pour  cotangente  la  ligne  FI,  C4^)* 

59.  Lorsque  l'arc  est  exactement  de  270"^,  le  sinus  devient  égal 
au  rajon ,  la  tangente .  infinie  \  le  cosinus  et  la  cotangente  se  ré- 
duisent à  zéro. 

60.  Dans  le  dernier  quart  du  cercle,  c'est-à-dire,  lorsqu'un  arc 

*  quelconque',  comme  DFTVZ,  embrasse»  plus  des  trois  quarts  du 
c^éie ,  le  sinus  sera  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Z  sur  le 
rajon  CD  ;  le  cosinus ,  la  partie  de  ce  rajon  comprise  entre  le 

•centre  et  la' perpendiculaire  ;  la  tangente  sera  DU,  la  sécantei  CU^ 
et  à  ces  deux  lignes  ^ort^pondènt  (5a,  53)  FN  pour  coting^ite, 

>  et  CN  pour  cosj^nte. 

•61^  En£b  lorsque  Y^XQ  devient  de  56o*,  il  arrive  au  point  où  il 
avait  pris  naissance.  Le  sinus  et  la  tangente  deviennent  alors  nuls, 

*  le  cosinus  égal  au  rajon ,  et  la  cotangente  infinie. 

^2.  On  voit  que  daus  un  même  cercle  chaque  ligne  trigono- 
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métrique  se  retronré  d^tme  même  grandear  quatre  Cois ,  e*est-tà* 
dire  dans  chaque  quart  du  cercle.  Examinons  comment  on  parvieût^ 
ainrà  que  nous  Tavons  dit  (55) ,  à  distinguer  les  lignes  f  rigono- 
métriques  d'un  quart  de  cercle  ,  de  celles  du  même  nom  dans  an 
autre  quart  du  même  cercle. 

63.  Dans  la  théorie  des  courbes^  CA  se  nomme  Vabscisse,  ligne 
qni  a  son  origine  au  centre;  AB  est  Vordonnée.  Le  rapport  entre 
ces  deux  droites  est  ce  qu'on  appelle  Véquation  de  la  courbe.  Ainsi 
Véquation  du  cercle  est  (43),  AB*  =  BC*  -— '  AO  \  puisque  »  quel 
que  soit  (58)  le  rayon  BC>  cette  équation  donne  la  valeur  dé  toute 
ordonnée  AB  correspondante  à  une  abscisse  quelconque  CA.  De 
cliacun  des  points,  en  nombre  infini,  de  Vaxe  CD,  supposez  qu'on 
élè^e  les  ordonnées  correspondantes  ;  les  points  extrêmes  B  de  cer 
ordonnées  formeront  la  courbe  DBF.  Une  cburbe  quelconque  s*ap«^ 
pelle. /^  lieu  géométrique  de  l'équation  qui  sert  ainsi  a  engendrer 
cette^purbe. 

64.  Cela  posé  1  pour  que  Péquation  serre  i  décrire  la  coofbé 
entière 9  exprimons-la  comme  il  suit:  AB=;3±  |/(BO— •  AO). 
Tout  quarré  a  deux  racines  égales ,  Tune  positive ,  et  l'autre  né-, 
gative.  L^équation  fournit  donc ,  pour  chaque  abscisse  C\  >  deux» 
ordonnées  égales ,  l'une  positive  ^  l'autre  négative.  Toutes  deux 
doivent  être  perpendiculaires  à  l'axe,  au  même  point  A,  où  se 
termine  l'abscisse  ;  elles  ne  peuvent  donc  se  trouver  que  des  deux 
côtés  opposés  de  l'axe;  par  exemple  »  comme  les  ordonnées  LM, 
LY»  Ordinairement  les  ordonnées  positives  se  prennent  ça  dessus, 
telles  quêteraient  AB,  LM;  et  par  conséquent  les  ordonnées  in- 
férieures, telles  que  LY,  sont  négatives. 

Mais  tout  cela  ne  sert  encore  qu'à  engendrer  la  demi»circ€«ifi(« 
rence  FDY .  Pour  former  l'autre  demi-circonférence  FT Y ,  di^ 
tinguons  de  même  les  abscisses  en  positives  et  négatives,  puisque 
leur  origine  au  centre  constitue  des  lignes  en  sen^  différent^,  du 
demi-axeCD  au  denoi-^axe  CT,  nuais  égatos  entre  elles,  priées* 
deux  à  deux. Prenoûs  à  Id  droite  du  ceiltre  les  positives,  comme  GA} 
on  aura  à  gauclue  lea  négatives,  tellea  que  CP.  Et  en  substituant  • 
la  valeur  négative  des  abscisses  dans  l'équation  y  on  en  déduira 
toutes  les  ordonnées,  ielks  que  PO  et  RS ,.  ({ui engendrent  la  demi^ 
cioBonfâ:ence  i^TY« 
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fîg.  T.  65.  Quoique  réqtiation  du  cercle  ne  paraisse  pat  différer^  soil 
qu'on  prenne  les  abscisses  comme  positives  ^  ou  qu'on  les  emploie 
comme  négatives ,  puisque  PO»=  CO*— (—  CP  )•  =  CO*— •  CP% 
forme  qui  est  la  même  que  celle  de  l'autre  équation  AB*  =  BC* 
^— AO^  cela  n'arrive  pas  néanmoins  pour  toutes  les  courbes:  mai$ 
c'est  ce  qui  a  lieu  nécessairement  dans  la  génération  de  celles  qui 
ont  une  circonférence  terminée ,  et  divisée  en  deux  parties  égale» 
et  semblables. 

66.  De  la  théorie  précédente  appliquée  aux  lignes  trigonomé- 
triques ,  il  résulte  que  >  dans  DBF  pris  pour  premier  quart  du  cercle^ 
les  sinus  et  les  cosinus  sont  positifs  ;  dans  le  second  FOT  ,  les  sinus 
sont  positifs ,  les  cosinus  négatife  j  les  uns  et  les  autres  sont  négatif 
dans  le  troisième  TSV}  enfin  ^  dans  le  quatrième  YYD^  le  sinus 
est  négatif^  et  le  cosinus  positif. 

67.  C'est  du  sinus  et  du  cosinus  que  se  déduisent  les  règles 
pour  les  signes  des  autres  lignes  trigonométriques.  En  effet  on  a 

d'abord  (34)>  tang.  A= r^-.  Donc^  dans  le  premier  et  le  troi- 

sîème  quart  du  cercle  j  où  sin.A  et  cos.  A  ont  le  même  signe  ^  la 
tangente  est  positive;  elle  est  négative  dans  le  second  et  le  qua- 
trième ,  où  sin.A  et  cos.  A  ont  des  signes  différens. 

68.  Des  équations  (55^  56^  37),  on  conclura  de  même  que  la 
cbtangente  a  toujours  le  signe  de  la  tangente ,  la  sécante  celui  du 
cosinus ,  et  la  cosécante  celui  du  sinus. 

*  6g.'  Quelques  Auteurs  établissent  la  diversité  des  signes  pour  les 
lignes  de  même  dénomination ,  sur  leur  position  diamétralement 
opposée,  comme  celle  des  lignes  CA  et  CP>  ou  DG  et  DU.  Mais 
il  n'est  pas  toujours  vrai  que  des  lignes  de  direction  contraire  aient 
des  signes  à\Séten%{D'Alembert,  Opuscules,  tom.  viii,  pàg.  vji 
et  suiv. } ,  ni  que  la  différence  du  signe  n'appartienne  pas  à  des 
lignes  ayant  leur  divergence  d'un  même  côté ,  (:»7i). 

'  70.  D'autres ,  que  j'ai  suivis  dans  la  première  édition  de  cet 
Ouvrage ,  ont considérlles signescomme devant  changer  au  point 
où  une  ligne  passe  ou  par •  zéro  >  ou  par  Tinfini.Par  exemple,  le 
cosinus  CA  s'anéantit  au  point  C,  avant  de  devenir  successivement 
CP}  et  la  tangente  DG  passe  par  l'infini  quand  l'arc  DB  devient  DF, 
avant  dei  devenir  DO«  Mais  des  ezemplss  donnés  par  Euler  (  Cale, 
différent.  98  à  )0i  )^  il  suit  qu'à  la  vérité  une  quantité  ne  peut 
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clianger  de  signe  ^  à  moins  qu'elle  ne  passe  par  zéro  ou  par  Pinfini , 
mais  qu'il  n'est  pas  vrai  de  même  que  le  signe  change  toujours 
dans  ce  passage^ 

71,  J'ai  donc  eu  recours  à  Téquation  de  la  courbe  >  comme  à  un 
fondement  solide  et  sans  objection. 

73.  La  table  suivante  servira  de  récapitulation  pour  ce  que  nous 
venonrxie  dire,  et  sera  plus  commode  à  consulter  dans  la  pratique* 
On  verra  9  par  cette  table  ^  dans  quels  points  les  trois  lignes  trigo* 
nométriques  les  plus  usitées  sont  égales  à  zéro ,  à  Tinfîni ,  ou  an 
rayon;  le  rayon  y  est  exprimé  par  l'unité  (Sp).  La  cotangente,  la 
sécante  et  la  cosécante  sont  omises  (4i)  :  on  reconnaîtra  leur  valeur 
dans  ces  mêmes  points >  au  moyen  des  équations  (35,  56,  Sy);  et 
leur  signe  dans  quelque  point  que  ce  soit ,  par  la  règle  (68).  En 
désignant  une  ligne  égale  à  zéro  ou  à  l'infini ,  je  lui  conserve  le 
signe  qu'elle  avait  avant  d'arriver  à  ce  terme  j  quoiqu'on  ne  puisse 
dire  quel  signe  convient  en  pareil  cas» 

73.  Table  des  Signes  des  lignes  trigonométriques  dans  les  quatre 

quarts  du  Cercle. 

Arc.  Sinus.      Cosinus.        Tang. 

A  o*    ou    à  56o* —  0 -4-1 —  o 

Depuis      G*  jusqu'à    90** +    +    4- 

à    90* -f-i -f-o -+-00 

Depuis    90''  jusqu'à  iSo"" 


à  i8o' +  0. ......  —  I — o 

Depuis  iSo**  jusqu'à  270* —    —    4- 

à  370* —  I.......—  o.......4-oa 

Depuis  370**  jusqu'à  36o* —    -f-    — 

74-  J'appelle  arc  négatif  Vkc  décrit  par  une  opération  en  sens 
contraire  ^  relativement  à  l'arc  que  je  considère  comme  positif. 
DB,  DZ  seront,  par  exemple,  l'un  positif,  l'autre  négatif,  si  leur 
origine  est  au  point  D,  c'est-à-dire,  si  l'on  est  parti  de  ce  point 
pour  décrire  Tun  et  l'autre.  De  là  il  suit  que  si  on  prend  pour  posi* 
ti&  les  quarts  de  cercle  décrits  comme  nous  l'avons  dit  ci-dessus , 
de  D  en  F ,  en  T ,  en  V  et  en  Dj  les  quarts  décrits  au  contraire 
de  D  en  y ,  eu  T  ,-en  F  et  en  D  ^  seront  négatifs. 


*l4  CHAP.  n.  SïGfUtS  DES  LICITES  TRIGOIVOSIÉTIIIQUES. 

'jS.  Par  conséquent  les  signes  des  lignes  tiigonométriques  pour  un 
arc  dans  le  premier  quart  de  cercle  négatif ,  seront  ceux  des  mêmes 
lignes  dans  le  quatrième  quart  positif.  Donc  pour  un  arc  négatif, 
moindre  que  ^  go** ,  le  sinus  eà  la  tangente  sont  n^atifs,  et  le 
cosinus  est  positif.  Ce  que  j'exprime  ainsi; 
sin. — A=: — sin.A,  tang. — A=*— tang.A^  cos* — A=:+cos»A. 

76.  En  comparant  le  second  quart  de  cercle  négatif  au  troisième 
positif,  on  trouvera  sin.— -A^ — sin.  A,  tang.— «A=-4*tang*A> 
cos«— 'As-— COS.  A.  On  voit  que  Tangle  obtus  négatif  change  le 
signe  du  cosinus  et  de  la  tangente  de  Tangle*  aigu ,  et  non  le  signe 
du  sinus  ;  ce  que  nous  avons  trouvé  avoir  lieu  de  même  pour  les 
angles  obtus  positifs  (66,  ôy), 

77.  Posons  donc  ce  principe  général ,  d'une  grande  utilité  : 
Toutes  les  formules  trigonométriques  doivent  être  construites 
pour  les  arcs  positifs ,  et  qui  n^excèdent  pas  fgo*  ;  puisqu'elles 
serviront  également  pour  les  arcs  plus  grands  et  pour  les  arcs  né- 
gatifs, en  changeant  seulement  les  signes  des  lignes  trigonomé- 
triques^ conformément  à  la  table  (7S),  ou  aux  règles  (75,  76). 

78.  Nous  démontrerons  rigoureusement  (^ago)  la  théorie  pré- 
cédente des  arcs  négatifs.  En  attendant ,  nous  nous  en  prévaudrons 
pour  abréger  les  transformations  analytiques-,  ce  à  quoi  cette  théorie 
contribue  souvent  d'une  manière  efficace.  Cependant  nous  aurons 
soin  d'en  montrer  la  vérité  à  posteriori,  par  quelques  exemples  qui 
pourront  guider  pour  les  autres  cas. . 

79*  En  faisant  R=i ,  on  a  (5i),  sin.  So^tTs^j  mais  (4^), 
COS.*  5o'  =  R*  —  sin.*  5o'  =  1  —  ^  s=:  |  :  donc  cos.  3o*  =  |/  f 

80.  De  même ,  puisqu'on  a  (4^)#  R*  =  sin.*45**  +  ^^3/  45*  = 

a  sin.*  45*  =  I  f  (7)9  on  aura  sin.  45*  =  (/  {  =  — . 

81  •  C'est  à-peu-près  en  suivant  les  principes  qui  nous  ont  fait 
trouver  la  valeur  du  sinus  et  du  cosinus  de  So""  et  de  4^"*^  9^^  ^^^ 
géomètres  ont  calculé  >  par  le  moyen  d'autres  formules  que  nous 
verrons  en  leur  lieu>  la  valeur  du  sinus,  de  ]a  tangente  et  de  la 
sécante  de  tout  arc  depuis  o*  jusqu'à  go"",  (62) ,  de  degré  en  degré, 
et  même  de  minute  en  minute.  Les  tables  qui  contiennent  ces  va- 
leurs donnent  donc  le  rapport  constant  (58)  qui  règne  entre  le 
rayon  du  cercle  et  chacune  des  lignes  trigonométriques^ 


CHAPITRE   III. 


Idée  préîùninaire  de  la  résolution  des  triangles  rectilignesT 

8s«  JuBs  Commençans  sont  ordinairemeut  rebutés  dans  l'étude 
des  sciences  par  les  difficultés  que  leur  présente  d'abord  une  longue 
théorie  élémentaire  ^  dont  ils  n'apperçoivent  pas  encore  l'utilité 
pratique.  Ce  chapitre  sera  consacré  à  leur  faire  pressentir  les  usages 
efc  les  applications  de  la  Trigonométrie. 

Puisque  AB  est  le  sinus  et  AC  le  cosinus  de  Parc  BD  décrit  d^un  ^>«* 
rayon  BC,  on  a  évidemment  les  analogies  suivantes  : 

BC  :  AB  ::  R  :  sin.C ,    BC  :  AC  ::  R  :  cos.  C. 

Mais  dans  tout  triangle  rectangle  >  on  peut  concevoir  que  l'bjpo« 
ténuse  décrive  un  arc  tel  que  BO ,  qui  rencontre  un  des  côtés  pro- 
longé tel  que  (CA  +  AD).  Donc  dans  tout  triangle  rectangle 9 
Vhypoténuse  est  au  rayon  comme  un  cjSté  est  au  sinus  de  l'angle 
opposé,  eu  bieoj  comme  un  cdté  est  au  cosinus  de  Vangle  adjacente . 

83.  On  croirait  j  au  premier  coup-d'œil^  qu*on  ne  peut  tirer 
aucun  fruit  de  ces  proportions  qui  semblent  contenir  un  cercle 
vicieuse ,  comme  cette  analogie  %  i  1  ::  a  :  1  ;  puisqu'elles  ne 
sont  absolument  que  la  répétition  des  définitions  données  (5)« 
Mais  qu'on  se  rappelle  que  le  rapport  R  :  sin.  C  (il  en  faut  dire 
autant  du  rapport  R  :  cos.  C  )  est  un  rapport  constant  (38)^  quelle 
que  soit  la  grandeur  de  l'hjpoténuse  qui  représente  ici  le  rayon, 
pourvu  seulement  que  Tangle  C  ne  change  point.  On  a  de  mémcj 
par  exemple,  GC  :  GD  ::  R  :  sin. C.  L'art  de  la  Trigonométrie 
consiste  donc  en  ce  que  la  connaissance  de  Tun  des  angles  aigus 
dans  un  triangle  rectangle  ,  sufHt  pour  faire  connaître  le  rapport 
qui  existe  entre  l'hjpoténuse  et  chacun  des  côtés.  De  là  il  résulte 
que  si,  outre  l'angle,  on  connaît  la  valeur  absolue  de  Tun  des 
côtés,  la  Trigonométrie  donne ,  pour  ainsi  dire  d'un  trait  de  plume, 
la  valeur  absolue  de  rhjpotéuuse,  et  vice  versd  :  ce  qu'on  verra 
clairement  dans  les  exemples  suivans. 


Il 
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Pig.!.  94*  Supposons  que  CL  soit  une  distance  de  trois  lieues  déjà 
connue,  et  qu'on  désire  de  connaître  la  distance  CM  qu'on  ne  peut 
mesurer  avec  la  toise ^  parcequ*une  rivière  ou  quelque  autre  obstacle 
s'j  oppose.  Pour  y  parvenir  sans  abandonner  le  point  C/et  sans 
fatigue,  que  Ton  mesure  de  combien  de  degrés  est  l'angle  MCL; 
ce  qui  est  très-facile ,  comme  nous  le  verrons  en  son  lieu  :  suppo- 
sons que  cet  angle  se  trouve  de  60"*  ;  alors  cos.  MCL  =  cos.  60* 
=  (7)  sin,  3o**  =f  R,  (5i).  On  aura  par  conséquent  (82),  MC  :  CL 
::  R  :  cos.MCL  ::  R  :  ^  R  ::  i  :  ^,  (17).  Donc  la  distance  MC 
est  double  de  CL>  ou  MC  =  6  lieues. 

85.  De  même,  en  supposant  MCL  de  60*,  si  la  distance  connue 
était  CD  y  que  l'on  eût ,  par  exemple ,  CD  ;=  9  lieues ,  on  trou* 
verait  18  lieues  pour  la  valeur  de  CK. 

86.  Si  Pangle  mesuré  est  C  et  de  56""  5a' ,  que  la  distance  con* 
nue ,  désignée  par  ÂC  ^  soit  de  six  lieues ,  et  que  l'on  cherche  BC; 
puisqu'on  a  par  les  tables  (81),  R  :  cos.Zô"*  52'  ::  i  :  0,8,  on 
aura  9  (82),  BC  :  AC  ::  R  :  cos.  C  ::  i  :  0,8.  Parcooséquent  BC 

AC         6 

5=  — ô  =  — 5  =  7,5.  Donc  la  distance  BO  est  de  7  lieues  et  i. 
0,0      0,0       '  ' 

87.  Si  au  lieu  de  AC  la  distance  connue  était  CD,  de  9  lieues^ 
et  CG  la  distance  cherchée,  on  aurait  CG  :  CD  ::  i  :  0,8,  ou 

CG  =  — 5  =  -^  =  1 1,25.  Donc  CG=  1 1  lieues  i. 

0,0       0,0  * 

Ces  exemples  suffiront  pour  donner  une  idée  de  la  résolution 
des  triangles  rectangles. 

et^3.  88.  Si  on  a  un  triangle  obliquangle,  comme  ABC,  il  est  à  présent 
facile  de  le  résoudre ,  en  le  convertissant  en  deux  triangles  rectan- 
gles BCD,  ACD,  par  le  mojen  de  la  perpendiculaire  CD,  menée 
de  l'un  quelconque  des  angles,  comme  C  ,  sur  le  côté  opposé  AB 
prolongé,  s'il  est  nécessaire ,  comme  dans  la  figure  S.  On  a  alors (82), 
R  :  sin.  B  ::  BC  :  CD  ,    et    R  :  sin.  A  ::  AC  :  CD. 

Donc(25) 

BC  :  AC  ::  sin.  A  :  sin.B. 

89.  Si  on  réfléchit  que  (fîg.  3),  sin.  A  =  sin.  CAD=sîn.  CAB, 
(54)f  et  que  les  fîg.  2  et  3,  dans  lesquelles  nous  n'avons  fixé  ni  la  gran« 
deur  des  angles  ni  celle  des  côtés ,  représentent  dès-lors  tout  triangle 
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obliqtlângle  »  quel  qu'il  soit  (  ce  qu'on  doit  remarquer  une  fois  pour 
toutes),  on  conclura  de  la  dernière  proportion  cette  règle  générale  : 
les  côtés  d'un  triangle  rectiligne  sont  proportionnels  aux  sinus 
des  angles  opposés. 

90*  Cette  règle  s'étend  évidemment  aux  triangles  rectangles  ; 
puisque 9  par  exemple^  dans  la  proportion  R  :  sin.  A  ::  AC  :  CD, 
H  est  le  sinus  ($2)  de  Pangle  droit  D  opposé  à  Tfajpoténuse  AC» 

91.  Il  est  aisé  de  reconnaître  par  cette  même  règle  et  par  celle 
qui  a  été  donnée  (52)  ^  que ,  quoique  le  plus  grand  côté  soit  toujours 
opposé  au  plus  grand  angle,  et  vice  versé,  les  côtés  ne  sont  cepen- 
dant pas  en  proportion  avec  les  angles  opposés»  II  était  donc  né- 
cessaire,  pour  résoudre  les  triangles,  de  recourir  aux  lignes  trigo- 
Bométriques* 

9a.  Exemple  de  la  résolution  du  triaqgle  obliquangle.  Soit  con-  Fig.  p 
nue  la  distance  BC>  de  1000  mètres,  et  par  le  mojren  d'instrumens 
convenables ,  et  dont  nous  parlerons  dans  la  suite ,  soient  déter* 
minés  A  de  Si*  8',  et  B  de  5i*  ao\  On  a  dans  les  tables  sin.  55*  8' 

s=  0,8 î  et  sin.  5r  20' a  o,52.  Donc  (88)  ,  AC  «=^^^1"^=; 
1000     Q>  ^  _.  _ao  _.g5^^  Ainsi ,  sans  mesurer  en  efiFet  (  ou  en  mètres> 

la  distance  AC,  la  Trigonométrie  fait  connaître  qu'elle  est  do 
6S0  mètres. 

Ce  n'est  au  surplus  qu'un  essai  que  nous  donnons  de  la  solution 
d*un  seul  cas  de  la  Trigonométrie  rectiligne  obliquangle.  Nous 
Terrons  par  la  suite  comment  on  peut  résoudre  tous  les  cas , 
toutes  les  combinaisons. 

CHAPITRE    IV. 

Valeurs  relatwes  des  lignes  tr^onométriques  apparteruintes 
à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs. 

95.  Jtrobleme.  ConruLissant  les  sinus  et  les  cosinus  de 
deux  arcs ,  trouuer  les  sinus  et  les  cosinus  de  ia  somrM  et  de 
la  différence  de  ces  deux  arcs. 
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De  ce  que  dans  tout  triangle  rectiligkie  la  somme  de  denz  angle» 
p.  2  est  toujours  le  aupplÀiient  du  troisième  >  c'est-à-dire^  de  ce  que  dans 
un  triaftgle  ABC ,  par  exemple ,  A  H-  B  »  1 8o*  —  ACB,  il  suit  (54) 
que  sin.  ACBssssin.  (A  +  B).  Cela  posé^  la  solution  du  problème 
eat  £sicite  par  la  senlle  Trigonométrie ,  et  nous  n'aurons  recours  , 
pour  trouver  cette  sohitioo ,  m  aux  triangles  semblables  ^  ni  à  dea 
figures  oompiiquéeK 

94.  Eu  efiet  (89>,  AC  :  sin.B  ::  AB  :  sin.  ACBzs= — ^^^"'  ■  sa 

sin.  (A+B).  Mais  en  supposant  qu'on  mène  CD  perpendiculaire 

sur  le  côté  AB,  on  a  (8a),  BC  :  CD  ::  R  :  sin.  B  =:^^.  En 

substituant  cette  valeur  de  sin.  B  dans  Téquation  précédente  (noua 
ferons  à  l'avenir  ces  substitutions  sans  en  prévenir^  paroequ'elles 

se  présentent  d^elles-mêmed),  dn  aura  sin.  (A+B)=: — ac>^bc  ** 


ÔrAB=BD'+-AD.Donesin.(A-HB)as   ^^x^C    ^ — acxBC   '' 

11*  .     Ao  N     CD        sift.A     BD       cot.B     CD       atn.B  AD       CQ8.A 

Mais  (83),  ïc  =  "X"'  BC~"R"''  BC— nr^.  ^^  AC*=^    R   ' 

■r\  •      rA    .  TkN       8În.Acos.B  +  co8. Asîn.B 

Donc         sin.(A+B)=: g^ • 

95.  Si  on  applique  cette  solution  à  la  fig.  5 ,  on  observera  que 
AB  =  BD  —AD;  que  ACB=  i8o*—  CAB  —  B=: CAD  —  B , 

^*^'  et  que  dans  ce  cas-ci  l'angle  CAD  correspond  à  l'angle  A  employé 

dknsles  équations^=^et  ^=^.  En  faisant  les  chan- 

gemens  qui  résultent  de  ces  remarques ,  la  démonstration  précé- 
dente donnera 

^A         -ON         rin.  A  COS. B — cos.  A  ain.  B 

8in^(A  —  B)  F=  — ^ R— : ' 

96.  Mais  cette  formule  se  trouve  en  un  instant ,  seulement  en 
faisant  B  négatif  dans  la  formule  précédente.  Car  alors  sin.  (A  -f-B) 

'  devient  sin.  (A~B),  et  sin.B  se  change  en  —  sin.B,  (76)  j  résultat 
aussi  prompt  qu'évident,  et  que  nous  avons  fait  pressentir  (78). 

97.  Faisons  maintenant  A  =  90* — Cj  nous  aurons  sin.  (A — B) 
5=sin.(9o*— C— B)=;cos.(C  +  B),  (7)3  sin. Asscos.C^  et 
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€Oft.  A  =:  sin«  C.  Donc  de  la  formule  (g5)  se  déduit  celle-ci: 
COS.  (C 4-  B)  =  (ces.  C  COS.  B  —  sin,  C  sin. B)  :  R  ,  (i8). 

98.  Mais  A  et  C  sont  des  expressions  également  indéterminées, 
•nsceptibles  chacune  de  toutes  les  valeurs  possibles.  On  peut  donc 
écrire  A  au  lieu  de  C  dans  la  dernière  équation ,  pour  conserrer 
l^uniformité  des  lettres ,  et  on  aura  Téquation  qui  suit  : 

99.  COS.  (  A  +  B)  = ^ • 


100.  Faisons  B  négatif  dans  cette  formule  ;  nous  aoroB»  aussi^ 
tôt  (75), 

,  .         ^ .         C08.  A  crw'.  B  4-  nn.  A  sin.  B 
COS.  (A  —  B)  S=  — — . g 

xoi.  La  solution  de  ce  problème  a  produit  quatre  équations  qui 
sont  d*uji  usage  infini  dans  la  Trigonométrie»  Il  serait  hors  de 
propos  de  les  citer  continuellement  :  pour  nous  en' dispenser ,  nous 
recommanderons  de  faire  ensorte  de  les  retenir  >  ce  qui  est  très- 
facile  ,  puisqu'en  substance  elles  se  réduisant  à  deux,  et  que  c^esi; 
la  seule  différence  des  signes  >  qui  de  ces  deux  équations  en  formé 
quatre. 

loa.  Il  est  facile  de  roir  que  les  mêmes  équations  servent  à  déve« 
lopper  les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus  de  la  somme  et  de'  la  diffé- 
rence d*un  nombre  d'arcs  quelconque.  Par  exemple  >  sin.  (A4^B-4-C^ 

s=sin.  (A  +  B  +  C)  =  8in.Acos.(BH-C)+cos.Asin.(B+C) 
ss  sin.  A  cos.  B  COS.  C  —  sin.  A  sin.  B  sin.  C  +  ^os*  A  sia.  B  co«G -f* 

cos.Acos.Bsin.C.  De  même  ^  siii.(A— B-4-C)=35siii*(A-^B — C) 
s=sin.Acos.(B— C)-— COS.  Asin.(B — C)==:si«.Âcaë.BcoS.C'+: 
•in.  A  sin.  B  sin«  C  -—  cos.  A  sin.  B  ços.  C  +  cos.  A  cos.  B  sin.  C. 

io3.  APavenir  nous  emploierons  constamment  i  au  lieu  deR^(59). 
Dans  les  cas  où  le  rayon  diffère  de  celui  des  tables,  comme  il  arrive 
{Mir  exemple  dans  la  résolution  des  équations  du  5«  dqgré;  voici  la 
règle  pour  Tîntroduire  coxivenableixient  dans  y^e. formule  trigono-* 
métrique  quelconque.  '"^ 

104.  Dans  chacune  des  proportions  et  équations  foiidamenfales 
que  nous  avonê  vues  jusqu'ici ,  et  desquelles  &e  déduisent  les  plus 
composées  I  on  a  pu  remarquer  qae^sbaquc  terme  contient  un  nombre 
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égal  de  facteurs.  Par  exemple;  dans  les  équations  (42),  chaque  terme 
est  de  deux  dimensions ,  c*est-à-dire  formé  du  produit  de  deux 
facteurs ,  puisque  BC*  =  BC  X  BC ,  AB*  =  AB  x  AB ,  et  ainsi 
des  autres.  De  même,  en  multipliant  par  AC  X  BC ,  on  a  (94)/ 
AC  X  BC  X  sin.(A  +  B)  =  R  x  CD  x  BD  +  R  x  CD  x  AD  j 
ce  qui  donne  trois  dimensions  pour  chaque  terme.  On  appelle 
équation  homogène  ou  de  dimensions  égales  celle  qui  renferme 
dans  chaque  terme  un  nombre  égal  de  facteurs  algébriques  ou 
géométriques ,  (  sans  avoir  d'ailleurs  égard  aux  cocfficiens  numé- 
riques). Si  on  conservait  la  lettre  R  dans  toutes  les  opérations 
trigonométriques ,  on  trouverait ,  dans  chaque  formule  >  tous  les 
termes  d*égale  dimension.  Il  sera  donc  facile  de  les  rendre  tels  f 
au  besoin  ^  en  joignant  à  chacun  d'eux  le  facteur  R  élevé  à  la 
puissance  convenable  pour  les  rendre  homogènes.  Par  exemple,  en 
nommant  Xy  yy  deux  lignes  trigonométriques ,  soit  une  équation 
de  cette  forme,  fyx?:=i^x — j^ 4- 2 ,  dans  laquelle  x^  est  de  trois 
dimensions,  x^Xy  d'une  seule,  et  2  sans  aucune  dimension;  pour 
introduire  régulièrement  le  rajon  dans  cette  équation,  il  faut  écrire 
^3  _  3Ra^  —  R*^  4-  aR^  Telle  eût  été  l'équation  en  elle-même, 
si  Ton  n*en  eût  pa$  d'abord  fait  disparaître  R  en  j  substituant 
l'unité. 

to5.  On  ne  connaîtra  que  peu  à  peu ,  et  dans  le  cours  de  I« 
.Trigonométrie ,  l'utilité  des  formules  multipliées  que  nous  allon» 
donner. 

•    -  Tftng.(A+B)=(54)  y  co8.(A+B)—  cos.Acos.B-wn.Asin.B-  ^  "^^ 

visant  tous  les  termes  de  cette  dernière  fraction  (17),  d'abord  par 
cos»Ac6s.B,  et  ensuite  par  sin.  A  sin.  B,  on  aura 

f  A  _l_•^^        tang. A  +  tang.B   cot.B  +  cot.A 

taBg.QA-t-A>j  — ,_tang.Atang.B~'cot.Bcot.A— 1* 

io6.  En  procédant  de  la  même  manière  sur  les  valeurs  de 
t^rs^A— BV  (9^^^^^)^  C^^  encore  en  faisant  B  négatif  (75)  dans  la 
formule  que  nous  venons  de  donner) ,  on  trouvera 

tang.  ^ A— Jj;  •— .  ^  ^  ^^^  ^  ^^  b  "^  cot.  B  cot.  a  -f_  \^ 
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I07«  Par  de  semblables  opérations  ^  on  aura 

8in.(A-hB) tang.  A  +  tang.  B  ^_  cot.  B  -Hcot.  A 

sin. (A — B)"^  tang.A— taiig.B"~"cot.  B— cot.A' 

io8.  En  divisant  de  même  d^abord  par  sin.B cos.  A;  et  ensuite 
par  sin,  A  cos,  B ,  les  valeurs  de  ^^^'  (a— B)  *  ^99'  ^^^  )*  ^o  aura 

C08.  (A+B)  __  cot.B — tang.  A cot.  A— tang.B 

COS.  (A  —  B)  """"  cot.  B + tang.  A  "^  cot.  A + tang.  B* 

109.  Soit  maintenant  (98)^  B  =  A.  Les  trois  formules  (94i  99^ 
io5)  se  convertiront  en  celles  qui  suivent  : 
iio.  Sin«aA=:2sin,A  COS.  A* 
III.  Ces.  aA  s=  cos.*A  —  sin.'A» . 

lia.  lang.iiA  — ^_^^g.^— ^^^,^_^. 

II 5.  Dans  ces  trois  équations^  Tare  emplojé  dans  le  premier 
membre  est  double  de  l'arc  que  contient  le  second  membre.  Donc 
elles  peuvent  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 

1 14*  Sin.  A  =:  :a  sin.  ~  A  COS.  I  A. 

II 5.  Cos.  A  =;  C08.' i  A  —  sin.*  ^  A# 

Ti«    Ta««r    A  fltang.jA    a  cot. >  A   ^ 

117.  En  substituant  alternativement^  dans  Péquation  (ii5)>  les 
valeurs  (4^)  de  cos.*  |  A  et  de  sin.*  i  A  ^  on  a  encore 

cos.As  i  — asin.*i  A=:acos/|  A—  i. 

1 18.  De  là  il  suit  que  asin.'  |  A  =  i  —  c^s.  A  =  sin.v.  A,  (5). 

119.  Les  deux  premières  de  ces  expressions  sont  celles  qu'on 
emploie  :  au  lieu  du  sinus  verse,  dont  peu  d'Auteurs  font  usage 
dans  la  Trigonométrie. 

lao.  Il  convient  néanmoins  de  faire  observer  ici  l'exception  an- 
noncée (54)*  Si  A  est  obtus ,  cos.  A  est  négatif  (66)  ;  donc  alors 
sin.  v.A=:  i.H-cos.  (i8o*  —  A),  comme  on  le  verra  (lai).  Donc 
sin.  V.  DFO  =  DC  +  CP  =  DP. 

lai.  Pour  faire  disparaître  toute  erreur^  toute  incertitude  dans 
des  cas  semblables^  voici  le  moyen  de  mettre  la  vérité  en  évi- 
dence^ et  de  se  diriger  avec  sûreté  pour  les  opérations  analytiques 
en  uiAnt  des  signes  conveoablest  Soit  a  le  supplément  de  A  >  oi| 
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A  =  i8o*  -—a  ;  on  aura  (ii8)  ,  «in.  y.  A  =:  i  —  cos.  A  as  i  « 
COS.  (  i8o*  —  a).  Mais  (loo) ,  cos.  ( i8o*  —  a )  =  cos.  i8o*  cos.a  + 
8in.i8o*8in.a=:  — cos.a,  (73).  Donc  i— cos.(i8o* — a)=i  + 
cos.as=  i  +  cos.  (180''— *A),  comme  nons  l'avons  dit  (i^o). 

1:1a.  Si  Ton  divise  par  tang.  i  A ,  le  numérateur  et  le  dénomina<- 
teur  du  second  membre  de  la  première  équation  (u6)^  et  qu'on 

se  souvienne  que  j—  =  cot; ,  (35) ,  on  aura 

tang.  A  =  cotiA-tang-iA- 

125.  De  là  se  déduit  cot.  |  A  —  tang.  7  A  ss  jjj|^  =  a  cot.  A. 

Donc  ïang.  ^  A  s=  cot.  ^  A  —  2  cot»  A. 

114.  I  — cos.  A  =  (ii8)  asin.iAsin.  ^A:sz(ii4)  sin.^A  X 

sin.  A 


sin.  A  tang,  i  A,  (34).  Donc 


tang.  i  A  ss : — r — • 

^  *  sin.  A 

ia5.   i4-co8,A=(ii7)aco«.iAco8.iAs=:ooi.iAx3;;7rï 
"°' ,  /.  Donc  on  a  aussi 

tang.  7  A  =  — ; r. 

O    a  1  -^  C08.  A 

126.  Les  deux  précédentes  formules>  multipliées  Tune  par  l'autre^ 
donnent 

tang/ 1 A  :=  ^qpssTA^ 

127.  Sin.  A=(ii4)  asin.iAcos.jA=(54)^os.*iAtang.^  A 
Donc  (43)  > 

Sin.  A  = — ,..,;. 
1  -f-  tang.*  y  A 

128.  En  divisant  cette  équation  par  la  première  donnée  (116)^ 
on  aura  (34) , 

.         I  —  tang.*JA 

cos.  A  =      .  ^^  \i  £• 
i  -J-  tang.*  ï  A 


129.  En  multipliant  cette  fraction  (17,  18)  par  cot.  -  A>  et  se 
souvenant  toujours  que  cot^  x  tang.sss  i^  (55),  on  trouvera 


DE  LÀ  SOMME  OtJ  DE  LA  DIFFÉUMCÉ  DE  DEUX  ARCS.  aS 

^^^'  ^  ~  cot.iA  +  tang.iÀ' 

'  iSo.  En  multipliant  cette  équation  par  l'équation  (i^^),  il  en 
résulte 

•      A  a 

^°* -^  —  cot.  i  A  +  tang.  i  A* 

i3i.  En  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  0^^ 
^  tang*  I A  ^  et  divisant  la  fraction  par  a  ^  on  aura 


sin.A 


€<rt.|A— cot.  A 

i32.  En  substituant  la  valeur  de  cot.  |  A  prise  dans  Téquation 

(i25) ,  on  aura 

A  —  1 

Sin.  A  —  cot.A  +  taDg.iA* 


COS.  A       """  C08.  A  C05.  A 

tang.  A  >  et  par  conséquent 


"*"  1  +  tang.  {  A  tang.  A* 


1S4.  Le  produit  des  deux  formules  (94 #  9^)  est  sixi.(A  +  B) 
sin,  (  A  —  B  )  =:  sin.* A  cos.*B  — ^  cos' A  sin/B  =  (  4a  )  sin.*  A  — 
sin.*B  (  slii.*A  4-  cos»*A  )  =  sin.*A  —  sin.*B  =  cos.»B  —  cos.*A# 
Donc 

sin.'A  —  sîn.^B  =  sin.  (A  -J-  B)  sin.  (A— B)=co8/B— cos.*A# 

i35.  Les  formules  (99^  100)  donnent  de  la  même  manière 

cos.*A— sin.*B  =  cos.  (A -|- B)  cos.  (A— B)  =  cos.*B— sin.^A. 

1 36.  Des  quatre  formules  citées  naissent  encore  évidemment  les 
quatre  formules  suivantes  : 

sin.  (AH-  B)  H-  sin.  (A— B)  =  3  sin.  A  cos.  B. 
1S7.  sin.  (AH- B)  —  sin.  (A — B)=:3cos.A  sin.  B* 
x58.  cos.  (A  H- B)  H-  COS.  (A— B)  =  3  cos.  A.  cos.  B* 
iSg.     COS.  (A— B)  —  cos>(A+B)  =  isin.  A  sin.  B. 
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i4o.  Soit  maintenant  (AH-B)  =  a,  (A— B)==*-,  d'où  résulte 
A ?'^^  et  B ss i^.  En  substituant  ces  valeurs ,  la  formule 

(i56)  devient  8in.fl  +  *in.&  =  a8in.2--— cos.=-^.  Mettons  dans 

cette  équation  A  au  lieu  de  a,  B  au  lieu  de  *,  (98) ,  nous  aurons 

sin.  A  +  sin.B  =  asin.  HA+B)  C08.  KA-rB). 

i4i.  En  traitant  de  même  les  équations  X^ '7,  ï58,  i^)%  on 
trouvera  les  trois  équations  qui  suivent  : 

sin.  A  —  sin.B  =  asin.  \  (A— B)  cos.f  (A4-B). 
i4!i.    cos-  A  +  C0S.B  =  iicos.  i  (  A  +  B)  ces. \  (  A— B). 

143.  coSeB  — cos.A=:3sin.HA4-B)sin.HA— B). 

144.  En  faisant  encore  attention  que  —  =  tang.,  et  que  j^  sa 
cot.^  (54,  55),  on  aura  (140,  i4i), 

5j;j^-j:b=  tang.  KA+B)  cot,  i(A-B)  -  j^^ 

145.  De  même  (i4^>  x4^)# 
^|±^=cc„4(A+B)eo..5(A-B)=^i^. 

On  trouve  de  la  même  manière  les  deux  formules  suivantes  : 

,t.    «in.  A  +  8in.  B        ,  -  n    i  1>^       co«B  — coa.A 

,       sin.A+gin.B         ^.    ,,.       «% co«.A+cog.B     - 

^/     C08.  B  —  cos.A  *  ^  *       ••'i'  A  —  »>n.  D 

,0    »r  *    ..         »       «in.  A    ■    «n.  B       gin.Acot.B+«n.Bcot.A. 

ï48.  Tang.AH-tang.B=35^+^5;7B=^^^' — SÏ.Acos.B 
Donc 

tang.  A  H-  tang.  B  =  ^^TX^jS* 

Par   une  opération   semblable,    on  aura  les  trois  formules 
suivantes. 

149.  Cot.- A  +  COt.  B  =  ^;^fji^. 

i5o.  Tang.  A  -  tang.B  -=  "^^^^* 


1 

on  a 
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i5i.  Cot,  B  -^  cot>  A  as  .  '  .   .    ,.♦ 

sin.  A  8in.  D 

5!M.  Ea  multipliant  Tune  pav  l'autre  les  deux  formules  (i48>  iSo), 


t«,g.-A  -  l«.g..B="-  <*^?>  t.L*-''- 


co8.*A  coa.*B 

i53.  Le  produit  des  deux  autres  (i49f  x^^Oi  donne  aussi 
cot/B  -  cot/A  =  ^"(At^>^°5J^"»\ 

i54.  On  a  pu  observer  que  par  les  résultats  des  calculs^  c'est 
toujours  Je  coiinus  du  plus  grand  arc  (  que  nous  avons  constam- 
ment désigné  par  A),  qui  se  trouve  devoir  être  soustrait  du  cosinus 
de  Tare  moindre  B.  Il  en  est  de  même  des  cotangentes.  C'est  une 
suite  de  la  nature  de  ces  lignes  trigonbmé triques  (48). 

x55,  SI  A  =:  go* ,  des  équations  (i46>   i47)  on  déduit  (7 3^  55), 

i56.  Si  A  c=  60* ,  qu*on  se  rappelle  qoe  cos.  60*  =  ^  ,  (84)  ^  et 
des  fonnales  (i  Sj ,  i  ^)  >  on  tirera  les  deux  suivantes* 

157,  Sin.(6o''+B)  — sin.(6o*— B)=s:sin.B. 
'  i58.  Cos.(6ooH-B)  +  cos.(6o*<--B)s=cos.B. 

iSg  Maintenant  soit  A  s=  4^*.  Au  lieu  de  A>  écrivons  cette 
valeur  dans  les  formules  (94»  gS,  loS,  106),  et  nous  aurons  les 
quatre  formules  qui  suivent  : 

160.  Sin.  (45'-f.B)  s=  y>'»+«î"B^  (So),  s=scos.(45'~B),  (7). 

161.  Cos.(45'+B) s=  52LÊZ^-8 — ,in. (45* —B). 

.6a.  Tang.(45-H-  B)  =  \^^,  (39). 
i65.Tang.(45--B)  =  i=^J. 

164  Les  deux  dernières  équations  peuvent  s*exprimer  en  une 
seule  ^  qui  sera  (20) , 

t«g.(45-±B)=lf^    , 
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.65.  T«g.(45-+B)-t«g.(45--B)=ii!^^-!=^ 
^s  ^^'fi»,  en  réduisant  au  même  dénominateun  Donc  (ii^)  j 

1— tang.*B' 

4^««    ^-^    ^  taDg.(45-+B)-tang.(45-— B) 

tâng*  iJD  sas       '  "^« 

166.  En  élevant  au  quarré  la  première  équation  (i6o)  ^  nous 
trouveroAs  a  sin/  (  45*  4-  B)  a=2  cos.*B  +  8in.*B  -4-  a  $iû.  B  cos.  B  = 
I  +sin.:2B^  (4a,  no).  Donc(ii5), 

I  +  «in.  B  =  a  sin.*  (45«  4-  ^  B)  =  2  co8.*  (45« — i  B). 

167.  Faisons  B  négatif^  et  cette  équation  donnera 

I— sin.B  =  :isin.*(45'--iB)  =  3cos/(45'-MB). 
Ce  sont  les  expressions  qui  s*empIoient  au  lieu  de  cosinus  verse  (8). 

168.  Donci±£|  =  tang.'(45-+tB),  et  de  même  jf^- 

tang.'(45»  — JB). 

169.  En  traitant  sia.B  comme  une  quantité  inconnue,  et  résol- 
Tant  séparément  ces  deux  dernières  équations ,  on  trouvera 

~*tang.'(45*+iB)  +  i  ""  i  +tang.«(45»-iB)* 

170.  En  multipliant  l'avant-dernière  j&action  par  cot.  (4^*'4*iB), 
o  na 

.     p_tang.(45°+iB)-cot.(45''+iB)_timg.(45«+iB)~taHg.(45*-lB). 
'     "~tang.(45«+iB)-f.cot.(45'+iB)"-tang.(45'+iB)-J-tang.(45'— i»)' 

171.  En  divisant  l'équation  formée  de  la  première  et  de  la  der- 
nière de  ces  trois  quantités  égales ,  par  l'équation  (i65)  exprimée 
comme  il  suit,  tang.  B = *^g-  ^^°-^  "'  »)-*«"?•  (45°- fB) ^  ^^  ^^^^  ^g^^^ 

cos.B; 


tang.(45H  ïB)+tang.(45«— iB)*~cot.(45*— i  B)  +cot.  (45-+  àB)* 

173.  Transposez  les  membres  de  la  première  équation  (161); 
puis  multipliez-la  par  la  seconde  (160);  le  produit  sera  (cos. 'B 
—  sin/B)  :  :i  =  cos.(45^+B)co8.(45»— B).  Donc  (ii5), 

COS.  2B^iz2  COS.  (45^  -f-  B)  COS.  (45* — B). 

172.  "^  Si  on  suppose  A  =  5o* ,  la  formule  (157)  donpe  (79)1 

sin.  (5q*  +  B)  —  sin.  (3o*  —  B)  =  sin. B  v^ 5. 
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La  formule  (i38)  donne  de  même 

COS.  (5o'-f-B)  -+-C08.  (3o*— B)  =  008.  Bi/5. 

175.  Enfin  >  ri  A-|-B-|-C=:  180%  alors  (67),  tang.  €  =  •— 

tang.  ( A  +  B)  =  ^^6^^ t^^^ ,   (io5).  Des  deux  membres 
extrêmes  on  tire 

tang.  A  H-  taiig.  B  +  tang.  C  :=  tang.  A  tang.  B  tang.  C. 

174.  Cette  formule  nous  donne  un  résultat  curieux  -,  c'est  qu'il 
existe  une  infinité  de  solutions  pour  ce  problème  :  trouver  trois 
quantités  telles  que  leur  somme  soit  égale  à  leur  produit. 

175.  Nous  avons  rassemblé  en  deux  tables  l,  et  11^  re jetées  & 
la  fin  de  cet  Ouvrage^  les  formules  que  nous  jugeons  les  plgs  utiles) 
ensorte  que  les  Lecteurs  pourront  les  avoir  sous  les  yeux,  et  qu'elles 
formeront  une  espèce  de  répertoire  pour  les  Savans.  Nous  avons 
substitué  dans  la  table  I  la  lettre  A  à  la  lettre  B  pour  celles  des 
formules  qui,  dans  le  texte  même  de  TOuvrage ,  ne  contiennent 
que  cette  lettre  B.  Nous  avertissons  au  surplus  les  Commençans, 
que  rien  n'est  plus  facile  que  de  multiplier  à  Tinfini  les  formules 
trigonométriques ,  et  que  nous  en  avons  supprimé  on  grand  nombre 
comme  inutiles  ,  en  comparaison  de  celles  que  nous  avons  données 
dans  les  deux  tables,  qui  contiennent,  à  ce  qu'il  nous  semble,  la 
collection  des  formules  de  ce  genre  la  plus  complète  qui  ait  en- 
core parn« 

176.  Ayant  donné  les  valeurs  de  sin.  A,  cos.  A,  etc.,  et  de 
sin.(A'+B),  COS.  (A*|-B),  etc.,  nous  avons  cru  inutile  de 
dresser  d'autres  tables  pour  les  valeurs  de  sin.  \  A,  sin.  2A,  cos.  |  A, 
COS.  fl  A ,  sin.  1^  (A  +  B},  etc.  Il  sera  facile  de  les  avoir  au  besoin, 
en  opérant  comme  nous  Tavons  déjà  fait  plus  d'une  fois  :  il  ne  s'agit 
que  de  mettre ,  ^au  lieu  de  A  ou  de  B ,  tel  multiple  ou  ëous-mul- 
tiple  que  l'on  voudra  de  A  ou  de  B. 

177.  Pour  avoir  la  valeur  d'une  6otangente,  on  renversera  les 
formules  de  la  tangente,  en  substituant  le  numérateur  au  déno- 
minateur ,  et  vice  vérsd.  Par  exemple ,  (  T;  S8«  ) ,'  riot!.  A  =5 
cot.^f    — tang.^   ^  Q^  ^^  j^^^  j^  naême  des  formules  du  cosii^^us  pouf 

avoir  la  sécante ,  et  de  celles  du  rinus  pour  avoir  la  cosécante. 
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Tout  cela  est  une  conséquence  évidente  des  analogies  (55, 36  j  ^)t 
L'unité  est  toujours  le  dénominateur  sous*entendu ,  sll  n'y  en  u 
pas  un  autre  exprimé. 

178,  Il  est  à  propos  d'apprendre  et  de  retenir  les  formules  (1. 1% 
5%  16%  18%  33%  3i%  33«)  dont  on  fait  un  usage  continneL  A  Tave- 
nir  nous  épargnerons  davantage  les  renvois ,  parceque  le  lecteur 
pourra  recourir  aux  tables  >  quand  il  voudra  vérifier  les  formules 
que  nous  emploierons^  et  qu'il  ne  se  sera  pas  rappelées. 


CHAPITRE   V. 

Expressions  des  arcs  en  parties  du  rajon  y  et  des  lignes 
trigonométriques  par  les  puissances  des  arcs  ;  •.  Elémens 

du  Calcul  différentiel  y  etc. 

• 

179.  JuA  ligne  droite  et  Parc  de  cercle  semblent  hétérog&nesw 
Jusqu'à  présent  >  et  probablement  il  en  sera  long-temps  de  mème^ 
t>n  a  inutilement  cherché  une  mesure  rigoureuse  qui  leur  fût  com* 
niune.  Si  l'on  suppose  que  la  circonférence  d'un  cercle  se  redresse 
et  s'étende  en  forme  de  ligne  droite ,  et  qu'on  demande  combien 
de  fois  cette  ligne  contient  le  diamètre»  on  ne  peut  répondre  à 
cette  question  que  par  approximation.  Mais  comme  cette  approxi-r 
mation  peut  se  pousser  à  l'infini  »  il  en  résulte  que  ce  qu'il  y  a  de 
défectueux  dans  la  solution  du  problème  rend  bien  les  opérations 
plus  compliquées  et  plus  longues»  mais  non  pas  trompeuses  ni 
erronées.  On  parvient  à  cette  solution  approchée»  par  des  mojens 
ingénieux  »  tirés  des  rapports  des  lignes  trigonométriques»  au  calcul 
desquelles  cette  recherche  est  réciproquement  très-utile.  En  y  pro- 
cédant» nous  nous  servirons  à  dessein  du  calcul .  différentiel,  et 
intégral  »  pour  donner  à  ceux  de  nos  lecteur»  qui  ne  connaissent 
pas  ce  calcul  »  une  idée  de  la  plus. belle  invention  qui  ait  été  faite 
en  Mathématiqaes.  Les  premiejrs  élémen»  de  ce  calcul  ne  contiennent 
aucune  difficulté  »  et  sont  d'un  merveilleux  secours  dans  bien  des 
cas»  comme  nous  le  verrons  dans: le  cours'de  ckt  ouvrage. 

j8o»  Les  grandeurs  constantes  sont  celles  qui  restent  toujours 
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les  mêmes >  tandis  que  les  variables  changent»  Dans  le  cercle^  par 
exemple^  tandis  que  les  lignes  trigonométriques  changent  de  gran- 
deur à  mesure  que  Parc  varie ,  le  rajon  demeure  constant.  Nous 
indiquerons  ^  selon  Pusage  «  les  grandeurs  variables  par  les  dernières 
lettres  de  l'alphabet^  ^f  y  >  ^>  etc.  j  et  les  constantes  ou  inra- 
-riables  par  les  premières  a,  b,  c,  etc. 

lâi.  Cela  posé >  si  dans  cette  équation^  x^^ay,  on  suppose 
que  JB  augmente  d'une  quantité  ^x  (j'entends  par  ^x ,  (i4)« 
la  variation ,  la  difiérence>  ou  la  différentielle  de  la  grandeur  x), 
il  faudra  aussi  que^  augmente  d'une  quantité  ^y,  telle  qu'il  est 
nécessaire  qu'elle  soit  pour  que  l'équation  subsiste.  On  aura  donc 
ao-^  ^x=sa(j  +  ^y)  =  ay  +  o.^y.  En  supprimant  les  quan- 
tités égales  X  et  ay ,  il  reste  ^x:s=^a^jr. 

i8a.  Soit  X7SZ&,  û=:3,j^=:5,  et  soit  ^a:=:4.  On  aura  ^y 
ss  ^^z^ f  =: a.  En  effet ,  quand  xzsz^ ^  J^^ssi  \o ^  iX  faut  qoo 

^«=5-1-^:=^^  puisque  la  constante  a  =:  3  ne  doit  pas  changer! 

i85.  L'opération  que  nous  venons  de  faire  (181)  s'appelle  dif^ 

fer  entier,  prendre  les  différences  ou  les  différentieltes.  En  effet 

réquation  primitive  xz=iay  estdisparue>  et  la  nouvelle  ^x:±za^y 

contient  seulement  les  variations  des  termes  de  la  première* 

i84«  Si  l'on  avait  plus  de  deux  variables^  comme  dans  l'équation 
ix  +  mz  =  w  -—  any  +  c ,  en  faisant  varier  les  variables  >  et 
procédant  absolument  comme  on  a  fait  (181)  ,  on  aura  ^C-ar-f-  5^^) 
4-m(jK-t-  3iz)  =  u4-  diU  —  an^y-^  d^y^'\-c.  En  effectuant 
les  multiplications^  et  supprimant  l'équation  primitive ,  il  restera 
b^x  +  mSiZi^z^u-^an^y. 

i85.  Qu'on  observe  que  la  constante  isolée  c  disparaît  entiè- 
rement ,  parceque  la  différentielle  ou  variation  d*une  quantité 
constante  est  évidemment  zéro. 

186.  On  abrège  ces  opérations  par  la  règle  suivante^  déduite 
de  leurs  résultats.  Poxir  différentier  une  équation,  il  faut,  au 
lieu  de  chaque  variable ^  (^on  du  produit  (igS)  de  plusieurs  va- 
riables) ,  écrire  sa  différentielle  multipliée  par  tous  les  facteurs 
constans  de  cette  variable,  et  supprimer  les  constantes  isolées. 

187.  Par  exemple^  dans  l'équation  (184),  bx+mz^:=^u — any^c; 
écrivez  ^x  x  6»  au  lieu  de  bx\  ^z  x  m  au  lieu  de  mz\  ^zi  x  i  au 
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lieu  de  r^;  —  ^y  X  a/>  au  lieu  de  •— a/iyj  et  8tipptime2  c  :  vous 
aurez  immédiatement^  et  sans  passer  par  les  opérationi  intermé* 
diaires^  Nquation  différentielle  cherchée  3 ^ a; +  ^^2=  ^2^ 

"  i88.  Zi^ objet  de  la  différehtiation  est  de  dicoutnrir  les  rapports 
entre  les  changemens  des  grandeurs  variables.  Par  exemple  , 

g,  _ 

réquation  ^  a:  =  a^y  donne  ^  :t=:  a. 


i8g«  Mais  la  primitive  x^siay  donne  de  même  ^  ss  a  ;  donc 

lorsque  le  rapport  (ï8)  entre  deux  variables  est  constant ,  leurs 
variations ,  quelque  grandes  qu'elles  soient ,  consentent  ce  même 
rapport. 

xgo.  Soit  à  présent  xy  =  b.  Dans  ce  cas  ^  puisque  le  produit 
<3es  deut  variables  doit  toujours  être  égal  à  la  constante  b,  quelle 
ipw  soit  la  grandeur  4«  leurs  variations^  il  est  clair  que  si  l'une 
croit,  l'autre  doit  diminuer.  Cependant  on  donne  toujours  aux 
âifférentielles  les  signes  de  leurs  variables;  ce  sont  les  résultats  du 
calcul  qui  indiquent  si  les  variations  se  font  en  sens  contraire. 

,  iQi .  On  aura  donc  (^x  +  ^x)  (j  +  ^y)  ?=  J  ;  ou  j:^  +  J^x 
4-^/(^+ ^^)=3=^î  et,  en  supprimant  les  quantités  égales, 

^3-^+  B^y  C^H"  â*^)  =  ^»  ^  ^^i^  qu^  ^®  résultat  démontre  que 
l'une  des  deux  variations  est  négative,  puisque  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  se  détruisent  réciproquement* 

192.  Supposons  maintenant  que  ^x,  ^y,  ^z^  etc.,  sont  des 
quantités  infiniment  petites,  des  jEractions  plus  voisines  de  zéro 
qu'il  n'est  possible  de  l'imaginer.  La^randeur  infinie,  soit  Infiniment 
grande,  soit  infiniment  petite,  est  celle  dont  on  ne  peut  assigner 
la  valeur  en  nombres  ;  parcequ*aucnn  nombre  n'est  assez  grand  ou 
assez  petit.  Toute  quantité  qui  se  peut  exprimer  par  des  nombres 
est  donc  une  ^â/z^i^z/rjf?7zi^ ,  puisqu'elle  a  une  valeur  finie,  laquelle 
peut  s'exprimer  par  des  chiffres  qui  ont  un  terme,  ou  dont  le  nombre 
est  déterminé  et  ne  s'étend  pas  à  Pinfînî. 

ip5.  Cela  posé,  nous  pouvons,  dan^  là  dernière  équation,  écrire 
X  au  lieu  de  (i  -f  â^)  J  ^^^  ^*  différence  entré  ces  deux  eipressîons 
étant  infiniment  petite.  Terreur  qui  résultera  de  cette  substitution 
dans  le  produit  par  ^y,  sera  infiniment  petite,  en  comparaison  de 
B^y-f  c'est-à-dire  que  ^^  serèi  uninfiiniment  grand  en  comparaison 
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de  Terreat  commise^  qui  ne  sera  qu'une  partie  infinitnent  petite 
d*un  infioiment  petit,  comme  on  pourra  8*en  faire  une  idée  par  les 
exemples  numériqifes  que  nous  en  donnerons  tout-à-rheure.  Nous 
ferons  voir  dans  la  suite  (aog,  ^175) ,  que  cette  erreur  apparente 
ne  nuit  en  aucune  manière  à  l'exactitude  mathématique  du  calcul. 

La  dernière  équation  devient  donc  yBi^ -\- x^yt^o.  La 
quantité  négligée  est  ^x^y\  c'est  ce  qu'on  appelle  un  infiniment 
petit  du  second  ordre ,  tel  que  seraient  les  quarrés  (5l^)%  (<5lj)% 
(^z)%  etc. 

194.  Pour  faire  concevoir  que  l'infiniment  petit  du  second  ordre 
peut  se  négliger  sans  erreur  ^  quand  on  cherche  le  rapport  entre  des 
infiniment  petits  du  premier  ordre,  tels  que  ^x,  ^y ,  etc.;  soit 
^3:=, 000000  et  ^y=T^ôèôôô',onanru^x^y 
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On  voit  quelle  est  l'extrême  petitesse  de  la  dernière  fraction  ,  en 
comparaison  de  l'une  ou  de  l'autre  des  précédentes.  Qu'on  imaginé* 
donc,  s'il  est  possible,  quelle  serait  cette  disproportion ,  si  dans  les 
valeurs  que  nous  venons  de  donner  à  ^:c  et  à  ^y,  le  nombre  des 
zéros  était  infini  pour  chacun  des  dénominateurs  y  ce  qui  est  né-* 
cessaire  pour  que  ^x  et  ^y  aient  une  valeur  infiniment  petite^ 
comme  on  l'a  supposé.  On  reconnaîtra  de  même  qu'un  infiniment 
petit  du  second  ordre  est  infiniment  grand  relativement  à  un  infi- 
niment petit  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

igS.  En  reprenant  l'équation  j<'^x  +  ^^y  =  o>  j'observe  que 
le  premier  membre  contient  la  variation  de  cr/^  (191) ,  et  le  second 
celle  de  6,  (i85).  Donc  pour  diffîérentier  le  produit  de  plusieurs 
o>ariables ,  on  doit  prendre  la  différentielle  de  chacune  d^ elles 
séparément ,  en  considérant  les  autres  variables  comme  des  fac^' 
teurs  constans  (186),  et  écrire ^  au  lieu  du  produit^  la  somme 
de  ces  différentielles^ 

ig6.  En  effet  ^  pour  dififérentier  xy,  si  on  prend  la  différentielle 
de  oj,  en  regardant  y  comme  constante,  on  a  ySi^  f  (i^)î  ^*  *i 
on  prend  la  différentielle  de  ^  ,  en  regardant  x  comme  constante , 
on  a  x^y.  La  somme  de  ces  deux  différentielles ,  y ^a;  +  ar^/, 
est  précisément  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée. 

197.  Si  on  avait  xyz:=zc  +  mu,  les  diffîSrentielles  do  premier 
membre  seraient  xy^z  -^  xz^y  ^yz^x ,  et  celle  du  second 
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membre^  m^w  ;  ce  qui  se  trouvera  également^  si  Ton  fait  l*op^- 
ration  en  détail,  par  les  métliodes  que  l'on  a  vues,  en  écrivant 

équation  ert  la  même  que  celle-ci:  oc:yz  + xy^z^y^x  >: 
(^+â«)+  d^y(^+  S^^)(^+9^^)=^o^mu^m^u.  En 
retranchant  l'équation  primitive  xyz  =:c^mu,  et  mettant  x 
au  lieu  de  a;  +  ^o:,  et  z  au  lien  de  z  +  ^z,  comme  nous  avoas 
fait  (195),  il  restera  xySiZ^yz^x^xz^yi=m^u. 

lûS*  La  règle  donnée  (iqS)  sert  aussi  à  différentier  les  puissances 
des  variables.  Si  l'on  veut^  par  exemple ,  différentier  x*  ;  en  consi* 
dérant  cette  quantité  sous  cette  forme ,  xx,  et  traitant  ce  produit 
comme  s'il  était  composé  de  deux  variables  différentes  ^  les  diffé- 
rentielles seront  a^^jc  +  x^a?,  ou  ax^a?. 

199J  On  trouvera  de  même  que  les  différentielles  de  x^  se  ré* 
duisent  k  Zx^  S^x  ^  et  qu'en  général  la  différentielle  de  iT  est 
wix-n^â^c,  ou  que  â(^)=='^'^*''â^* 

âoo»  D'après  cela,  il  est  facile  de  différentier  les  expressions 
affectées  du  signe  radical ,  en  les  écrivant  comme  des  quantités 
élevées  aux  puissances  fractionnaires  correspondantes*  Étant  donnée 

par  exemple ,  \/(a + bx) ,  qu'on  écrive  (a  +  bxy  ;  et  comparant 
cette  expression  à  l'expression  générale  x" ,  on  aura  m  =  |  ^  et 

a  +  bx  au  lieu  de  a:j  donc  ma?-—  deviendra  i{a  +  bxy      c=:| 

(a+3jc)""*.  Il  reste  à  multiplier  cette  expression  par  ^x,  (198), 
c'est-à-dire,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  par  §,{a+bx)zsib^x,\i^)\ 

donc  S,^Ca^^bx)=:ib3,xCa  +  bx)    '^^^^ç^^y 

201.  La  même  expression  générale  (199)  donne  le  mojen  de 
différentier  les  variables  qui  se  présentent  sous  la  forme  de  frac- 
tion. Si  on  avait  ~  =  a ,  il  serait  plus  court  et  plus  simple  de 

ne  différentier  Téquation  qu'après  l'avoir  convertie  en  celle-ci , 
x=:ay,  (iSi).  Mais  dans  les  équations  composées  de  plusieurs 
termes,  cette  opération  n'est  pas  toujours  commode  &  pra tiquer • 

En  pareil  cas,  au  lieu  de  ~,  on  écrit  l'équivalent,  xy^^*.  Les 
différentielles  de  ce  produit  sont  (i^S),  x^(y^^)+y^"Bi^^ 
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«^(^■^*)-f--^^.  Or,  si  Ton  compare  Texpression  ^(y""')  avec 

Texpression  générale  ^  (•2:"'),  onaw  =  — 1,  m  —  i=— .a,^au 
lieu  de  a;,  et  ^j  au  Ueu  de  ^a;«Donc  S^(y-^)=^'^t  >^y'^*3iX 

=i:_^j  donc  a^5i(j^=0  =  -^5  donc  enfin  ^  y  =  -^- 

203.  D'où  il  suit  que  pour  différ entier  une  fraction  composée 
de  variables  ,  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  les  diffé^ 
rentielles  du  numérateur ,  soustraire  de  ce  produit  les  différent 
îielles  du  dénominateur  multipliées  par  le  numérateur ,  et  diuiser 
le  reste  par  le  quatre  du  dénominateur. 

2o5.  Démontrons  l'exactitude  de  cette  opération ,  en  la  corn* 
parant  avec  celle  que  Ton  a  vue  (i8i)«  Dans  cette  dernière ,  l'équa^^ 
tion  ar=:ay  a  donné ,  pour  les  différentielles,  ^^^=^^^y\  mais 
tout  -  à  •  rheure ,  la  même  équation  exprimée  sous  cette  forme  , 

^=a,  nous  adonné^^^-^^=^=o,  (o  étant  (i85)  la  différen- 
tielle de  a  )  ;  il  faut  prouver  que  les  deux  équations  différentielles 
sont  les  mêmes  sous  des  formes  différentes.  Or  >  si  l'on  multiplie  la 
dernière  par^%  on  auray  ^  jt  —  x'^y  s=:  o  x  >"•  =  o  j  et  par  consé- 

quent  y^x;=  x^y,  et  ^o?  =:  —  x  S^y}  mais  par  Téquation  pri- 

xnitiTe,  ^=2  a  j  donc  ^  X  ^y  =  ^B^y^  donc  la  seconde  équation 

différentielle  se  réduit  à  la  première   ^x  =  ^^J^* 

2o4*  La  règle  que  nous  venons  de  donner  (^oa)  mène  donc  i 
un  résultat  rigoureux  dans  le  cas  cité ,  quelle  que  soit  d'ailleurs 
la  grandeur  des  variations.  Mais  on  doit  observer  qu'il  n'en  sera 
pas  de  mdme  pour  les  variations  finies^  toutes  les  fois  que  l'équation 
à  différentier  contiendra  explicitement  ou  im[Jicitement  quelque 
produit  de  plusieurs  variables  prises  avec  des  exposans  positifs» 

Par  exemple  ~=:;r  contient  implicitement  le  produit^o;  ^  et  dès* 

k)rs>sous  quelque  forme  que  Ton  mette  l'équation  pour  la  diffé- 
iDentier^  la  quantité  ^y^x  sera  toujours  négligée^  (igS).  Et  j'ob- 
aerve»  en  passant^  que  c'est  en  cela  que  consiste  llmperfection  de 

la  règle  arithmétique  de  double  fausse  position» 
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ao5.  Tels  sont  les  élément  du  calcul  différentiel;  nous  les  aront 
exposés  avec  plus  d'étendue  qu'on  n'a  coutume  de  le  faire ,  pour 
en  faciliter  l'intelligence  aux  Commençans.  Avec  ces  règles  on 
peut  différentier  toute  expression  algébrique*  Mais  Vintégration  ne 
s'étend  pas  de  neiênoe  à  toutes  sortes  d'expressions*  Quoique  pour 
intégrer ,  les  règles  se  réduisent ,  pour  ainsi  dire ,  à  une  seule  ^ 
l'exécution  en  est  ordinairement  difficile  et  souvent  impossible. 

3o6.  iJint/gruiîon  est  l'opération  inverse  de  la  différentiation* 
Des  quantités  variables  étant  données ,  on  trouve  >  en  différentiant^ 
les  rapports  entre  leurs  changemens;  au  contraire,  en  intégrant ^ 
on  a  pour  but  de  remonter  de  ces  changemens  à  la  connaissance 
des  grandeurs  variables  auxquelles  ils  appartiennent.  Si  donc  la 
différentielle  de  ^  est  ^ a;,  l'intégrale  de  ^ a;  est  or;  et  si  la  diffé- 
rentielle de  ^e*  est  maf^^^x ,  (199)1  l'intégrale  de  mocTT^^x 
est  ^. 

207.  D'où  se  tire  la  règle  suivante  pour  intégrer  ttiiB  êspice  de 
différentielles*  Augmentez  d^une  imité V exposant  de  la  variable, 
et  divisez  par  le  produit  de  V exposant  ainsi  augmenté  et  de  la 
différentielle.  Dans  l'expression  mx^.::i^^x ,  l'exposant  m-—  x  ^ 
accru  d'une  unité ,  devient  m.  On  a  donc  mx'^^x'y  et  en  divisant 
par  m^x,  conformément  à  la  seconde  partie  de  la  règle ^  l'inté- 
gration est  complète ,  et  donné  x\ 

ao8.  De  plus ,  si  la  différentielle  est,  mult^liéc  ou  divisée  par 
quelques  constantes ,  on  consen^era,  en  intégrant,  les  constantes 
dans  leur  place.  Car  il  est  clair  que  si  la  différentielle  de  ay  est 

a^y,  (i85),  intégrale  de  a^y  doit  être  ay. 

« 

209«  En  différentiant  un  produit  quelconque  de  variables ,  par 
exemple ,  xy,  nous  avons  négligé  >  (193),  l'infin'iment  petit  du  second 
ordre^a;^^.  Or  si^  en  intégrant  les  différentielles  infinitésimales 
du  premier  ordre^  nous  les  considérons  comme  complètes ,  c'est- 
à-dire  ^  si  nous  regardons  conune  nulles  à  leur  égard  celles  du 
second  ordre  qui  ont  été  négligées ,  l'erreur  commise  dans  la  dif- 
férentiation  sera  compensée  dans  l'intégration*  Donc  si  nous  assi- 
gnons xy  pour  l'intégrale  àey^X'^-x^y,  quoique  cette  expression 
différentielle  ne  soit  pas  complète^  et  qu'il  y  manque  le  terme 
B^^Biy  }'ût^t  évident  que  l'intégration  sera  très-exacte. 
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3io.  Ce  que  noas  avons  <lit  du  caloul  intégral  su£Bt  pour  l*iiitel- 
ligence  de  ce  Traité.  Nous  ajouterons  seulement ,  pour  donner  au 
Lecteur  quelque  idée  de  la  nature  de  ce  calcul^  qu'il  serait  en  général 
facile  d'intégrer,  si  les  itérations  ne  présentaient  presque  toujours 
des  diflPérentielles  incomplètes  ou  enveloppées  dans  des  expressions 
embarrassantes.  Il  est  impossible,  par  exemple,  d'intégrer  y ^x, 
parcequll  n'existe  aucune  quantité  algébrique  dont  la  difiéren* 
tiatlon  puisse  donner  pour  seul  résultat /^x.  En  un  mot,  quelle 
que  soit  Vexpression  différentielle  qu'on  veut  intégrer ,  il  faut  en 
trouver  une  qui  ne  soit  point  affectée  de  différentielles,  et  qui 
soit  telle  qu'en  la  différentiant  elle  produise  exactement  la  diffé^ 
rentielle  proposée  ;  ce  sera  l'intégrale  cherchée.  Telle  est  la  prin- 
cipale règle ,  et  c'est  en  cela  que  consiste  tout  l'art  du  calcul  inté- 
gral; mais  hoc  opus,  hic  laborcsim 

ail.  Les  expressions  employées  Jusqu'ici  étant  de  la  plus  grande 
généralité,  il  s'ensuit  que  tontes  les  règles  du  calcul  différentiel 
et  intégral  doivent  pouvoir  s'appliquer  aux  lignes  trigonomëtriques* 

Voyons  d^abord  comment  la  valeur  de  leurs  différentielles ,  de 
quelque  grandeur  qu'îles  soient,  se  déduit  très -rigoureusement 
de  quelques  formules  de  la  Table  II,  qui,  je  crois,  n'ont  pas 
encore  été  employées  de  cette  manière,  et  qui,. par  ces  transfor* 
mations ,  deviennent  de  la  plus  grande  utilité* 

aia.  Puisque  l'équation  (IL  aî®),«iik  A*— sin*  Bs=asîn.i(A— B) 
X  cos.  ^  (Al  4-  B)  ,  suppose  A  >  B ,  on  pourra  désigner  par  â  ^  # 
à  la  manière  ilu  calcul  difiërentiel>  l'accroissement  qu'il  serait 
nécessaire  de  donner  i  l'angle  B  pour  qu'il  devint  égal  à  l'angle  A  ; 
et  de  même  par  ^  sin.  B ,  la  différence  à  ajouter  à  sin.  B ,  pour 
qu'il  filt  égal  &  sin.  A.  On  aura  donc  A  =  BH-  ^iB,  et  sin.A  = 
^n.B-f-  ^sin.B.  £a  substituant  ces  valeurs,  l'équation  devient 

â  sin.  B=:  a  sin.  i  ^B  cos.(B  + l^B). 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  les  équations  (IL  a4% 
aS^,  20^)  ,  et  se  rappelant  que  lorsqu'un  arc  B  augmente ,  son  co- 
sinus et  sa  cotaugente  diminuent  (48)  ,  on  aura  les  trois  équations 
suivantes  : 


<«   I 


5G  CBAP.  V.  SIFFÉHENTIELLEa 

ai5.  -.  51  C08.  B  s=  a  8in.  i  5lB  «in.  (B  4-  4  ^B). 

3i5.  —  â     Cot.  B=:^Bj^°'^B^^By 

ai 6*  Observons  que  les  quatre  équations  que  nous  venons  de 
donner  sont  de  la  plus  rigoureuse  vérité^  quelle  que  soit  la  grandeur 
de  ^B^  puisque  nous  n*avons  négligé  aucune  quantité  en  les  com* 
posant  5  et  qu'elles  ne  sont  autre  chose  que  les  quatre  formules  (II. 
a5^  à  26^),  présentées  sous  une  autre  forme.  On  pourra  comparer 
ces  équations  avec  celles  qui  ont  été  données  par  Euler  (Calculi 
diffèr.  Pars  prior  ^  ai  )^  et  dans  lesquelles  il  exprime  les  différences 
finies  des  sinus  et  des  cosinus  ^  par  des  séries  infinies  des  puissances 
de  la  variation  de  Tare. 

217.  Observons  encore  que ,  pour  une  variation  déterminée  ^B 
de  Tare  »  les  variations  du  sinus  et  de  la  eotangente  sont  d'autant 
plus  grandes  ^  et  celles  du  cosinus  et  de  la  tangente  d'autant  plus 
petites  que  Tare  est  plus  petit.  Car  dans  la  formule  (:21a)  le  facteur 
cos.  (B  -4"  i  ^  B)  est  beaucoup  plus  grand  ;  dans  la  formule  (ai  5),  le 
diviseur  est  beaucoup  plus  petit^  et  dans  les  deux  autres  (ai5^  ^i4)# 
c'est  le  contraire. 

ai 8.  Quant  aux  diffêrentielles  des  séeantes  et  def  desécantes  ; 
W  les  trouvera  (i385,  1407);  jusques-là  elles  nous  sont  inutiles* 

:ai9.  En  reprenant  Téquation  (211^2)»  si  on  développe  (99) 
Texpression  cos.  (B  +  i  ^B ) ,  on  aura  ^  sin.B  =  asin.  7  ^  B 
(cos.Bcos.  i  ^B— sin.Bsin.^:  âB)  =  ^«ia*  T  ^B  COS.B  cos.i  jiB 
—  asin.'l  àBsin.  B  =:sin.  ^  B  cos.  B  —  a  sin.-  \  ^B  sin.  B 
=  sin.  ^B  cos.  B  —  sin.B (  I  —  cos.  ^B) ,  (L  6%  :i7^). 

aao.  Supposons  à  présent  que  ^  B  soit  un  arc  infiniment  petit; 
c'est-i-dire  Parc  le  plus  voisin  de  zéro  qu'il  soit  possible  (19a)  i  il 
est  facile  alors  de  comprendre^  en  imaginant^  si  l'on  veut^  un  arc 
infiniment  petit  dans  la  figure  i  >  que  le  sinus  de  cet  arc  infiniment 
petit  sera  aussi  près  qu'il  est  possible,  de  se  confondre  avec  l'arc 
même  ;  et  que  le  cosinus  de  cet  arc  sera  de  même  infiniment  près 
de  se  confondre  avec  le  rayon.  Employons  donc  ^B  au  lieu  de 
sin.  ^B^  et  R  ou  X  au  lieu  de  cos.  ^  B  >  (  nous  verrons  bientôt 


PES  LIGNES  TRIGOI^OMÉTRIQVES.  Sy 

(^77^  389)  que  les  quantités  négligées  par  cette  supposition^  ne  sont 
que  des  infiniment  petits  du  second  ordre  ou  du  troisième  ^  ^t<^0>  iné- 
quation ^  sin*  B  =3  sin.  ^  B  cos.  B  —  sin •  B  (i  —  cos.  ^  B)  deviendra 

^sin.B=:^Bcos.B. 

221  •  Avec  les  mêmes  substitutions  ^  Téquation  (:ai3^  se  réduit 

i  celle-ci  : 

—  ^  cos.B=:^Bsin.B. 

n22.  Enfin,  si  Von  écrit  B  au  lieu  de  (B-f-  ^B),  (igS),  dans 
les  formules  (ai4>  3i^)>  on  aura  les  deux  suivantes  : 

a2Z.       ^tang.B  =  ^, 

aaS.  On  a  par  ces  quatre  équations  les  différentielles  infinité- 
simales des  sinus  ^  cosinus ,  tangentes  et  cotangentes^  telles  que 
les  auteurs  les  ont  données  jusqu'à  présent. 

2:26.  Pour  démontrer  immédiatement  que  dans  les  deux  deraiires 
formules  nous  n'avons  négligé  que  les  infiniment  petits  (194)  du 
second  ordre ,  du  troisième  ordre ,  etc. ,  développons  les  formules 

primitives  de  la  manière  Suivante  :  ^  tang.  B= — p  ^7i>  /  np>  =* 

sin.  g>B ^B  ç  . 

eo8.B(c<».Bco8.  ^B  — ara-Bsin.  ^B)  —  cos.^B  — ^Bfin.Bcos.B*  enraiSaoT, 

comme  tout-à4*lieure ,  sin.  ^Bss  ^B^  et  cos.  ^Bsa  i.  Actuelle- 
ment »  qu^on  exécute ,  selon  les  règles  de  l'Algèbre ,  la  division  in- 
diquée par  la  dernière  fraction  j  on  trouvera  qu*à  Texeeption  du 

premier  terme  -^^ ,  tons  les  termes  du  quotient  renferment  les 

puissances  (  ^B)%  ou  (^B)^^  etc.  li  en  est  de  même  de  la  fi^rmule 
de  la  cotangente.  ,        / 

2:27.  Les  différentielles  infinitésimales  trouvées  jusqu'à  présent 
pour  les  lignes  trigonométriques  concourent  à  prouver  une  règle 
qui  est  de  la  plus  grande  utilité  en 'Mathématiques.  Lorsque  B  :^  o, 
cos.  B  est  le  plus  grand  qu'il  soit  possible  (6i)r; 'alors  sitt.B=:<>> 
(75)  ,  et  la  formule  (^at  )  donne  —  ^  cos.B  =  ^B  x  a  =  o. 
De  même  ^  sin.  B  est  le  plus  grand  qu'il  puisse  être ,  quand  B  ==  ço*" } 
et  al<»s  cos.B âso^  (7^)>  ^t  1^  Socittale  (;2:io)  donne  ^  sin.B 
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ss  ^B  X  o^s^o.  D^oii  il  snit  qu'une  variation  infiniment  peti(e  de 
rare  ne  produit  aucnn  changement  dans  le  sinus  ou  dans  le  cosinus j^ 
lorsque  ce  s!nu$  ou  ce  cosinus  sont  à  leur  maximum. 

228.  Ces  résultats  stet  conformes  à  la  règle  suivante  :  Quand  la 
valeur  finie  d'une  quantité  est  la  plus  grande  qu*il  soit  possible, 
la  différentielle  infinitésimale  de  cette  quantité  est  zéro. 

^ag.  Soit  proposé ,  par  ettmf^,  de  partager  une  quantité  donnée 
a  en  deux  parties^  telles  que  leur  produit  soit  le  plus  grand  qu'il  est 
possible.  Appelant  x  Pune  des  deux  parties  y  l'autre  sera  a  —  a? ^  et 
le  produit  ax  —  xx.  Dans  le  cas  du  maximum ,  c'est-à-dire  de  la 
plus  grande  valeur  de  ce  produit  ^  on  a^  par  la  règle  précédente  , 
^{aX'^^3Dx)z=so,  ou  a^x=:2x^x,  (198),  et  par  conséquent 
x^=:{a.  Les  deux  parties  doivent  donc  être  égales  ^  pour,  que  leur 
rectangle  soit  le  plus  grand  possible.  On  voit  combien  la  règle 
donnée  conduit  promptement  au  résultat  cherché. 

âSo.  Cette  règte  fait  connaître  aussi  le  minimum  des  grandeurs, 
quand  il  résulte  du  problème  au  lieu  de  leur  maicimum.  Il  faut 
puiser  dans  les  Traités  d'Analyse ,  des  moyens  plus  subtils  pour 
déterminer  généralement  si  la  différentielle  d'une  expression  doit 
-  contenir  un  maximum ,  ou  bien  un  minimum ,  quand  elle  est  égale 
à  zéro.  Nous  ferons  ensorte  de  n'avoir  pas  besoin  de  ces  moyens 
dans  notre  Trigonométrie.  Le  Lecteur  comprend  au  surplus  que 
lorsqu'on  substitue  dans  l'expression  d'un  problème  la  valeur  donnée 
par  la  règle ,  il  est  rare  qu'on  ignore  si  cette  valeur  est  un  maximum, 
ou  si  elle  est  un  minimum. 

ii5i.  Passons  aux  différentielles  des  puissances  secondes. 

* 

Sin.'A— »in.*Bs=îCoa.*B— co«*.A=!8in.(A— B)  «io.  (A  +  B), 

(II.  37*).  Donc  t  d'après  les  remarques  et  par  les  substitutions 
indiquées  (sis)  »  on  aura 

^(sin/B)  =—  51  (cos.*©)  =  sin.^B sin.  (sB  4-  â^). 

En  procédant  de  même,  les  équations  (II.  39%  5o*)  fournissent 
les  deux  suivantes: 
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a?4.  Ces  formules  sont  aussi  rigoureuse*  que  Içs  formules  (ai a 
à  ai5)  des  premières  puissances  i  poui:  quelque  différence  finie 
que  ce  soit.  Réduisons -les  k  celles  qu'on  donne  Ordinairement 
pour  les  différences  infiniment  petites. 

a55.     51  (sin.»B  )  =  sin.  ^B  sin.a  (  B  +  f  5i  B  )=  a  sîn. 
5iBsin.  (B-f-i  ^B)  COS.  (B-hi^B),  (1.  fr).  En  faisapt  ^B  . 
infiniment  petit  5  et  le  substituant  àsin.  ^B^  et  substituant  de  même 
B  à(B-V-;  à*)i  (^9^^  Inéquation  déifient 

â  ( sin/B)  =  lâ^  "°-  ^  ^o«*  B  =  â  B  sin.  aB ,  (II.  i«). 

a36.  C'est  aussi  ce  qu'on  aurait  tromré  en  faisant  si]i/Bs»4^^ 
et  différentiant  par  la  formule  générale  moT^^^jf,  (<99)*  £o  ^fihl  » 
7w  =  :î^>  a;::7sia.B,  ^ar;=3  ^  siu*Bp=  ^Beos^Bj!  (uQ^Douc 
rojc--'^a;  =  a(8iu.  B)'^*âBcos.Bs=;a  sin^B^B  ços.  B.  En 
disant  donc  usage ,  pour  abréger  ^  de  la  formule  générale  ^  on  a 
(225,  224)  les  den^  formules  luisantes  : 

357.  â (tang/B)  =  2 tang.  B^  taug,  B  =  a  tang-  B  x  -j|^.    ^ 

a38.  —  ^  (cot/B)  »  a  cot,  B  X  -^^  I 

a59*  Nous  avons  réuni  dans  la  table  II  toutes  les  différentielles  ' 
trigonométriques  trouvées  ci-dessus^  ensorte  qu'on  les  aura  à  yo« 
lonté  sous  les  jeux.  C'est  donc  à  cette  table  qu'on  aura  recours , 
quand  on  voudra  vérifier  quelqu'une  de  ces  différentielles ,  que 
nous  emploierons  dans  la  suite  sans  indiquer  d'où  nous  les  aurons 
prises. 

^      ^  co9.n  k(i— ttn.B)       •^  ^  ^ 

élevant  le  binôme  i  —  sin/B  à  lar  puifeance  -^  {  pdir  le  mojen  de 
la  formule  du  binôme  de  Newton  ,  on  au|ra  ^  B  =  ^  sin.  B  x 

(i  +  i  sin/B  +  i^  sin.«  +  ^xg  sia.«B  +  ^j^  «n*«B  4-  etc.). 

Cette  série  irait  jusqu'à  l'infipi  )  et  qomine  Ift  )o)  «n  est  mapifçifte» 
il  est  aisé  de  la  continuer  plus  loin^  si  l'on  veut.  ChercIiQn^nHdn-- 
traant  l'intégration  de  cette  équation» 

:i4i.L'intégralede^BestB4(3Q(!|),etf  par  lamtoiaraiaoBiisin.B 
est  Vintégrale  de  ^sin.B  X  u  Pour  trpuvet  l'iatégrale  de  i  sin/B  - 
^  fin.  B ,  qu*on  augipeiiHe  (907)  d'ona  unité  rexp«ant>  et  on  an)r% 
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i'sin.'B^i  sin.  B  j  puis  dmsaiit  par  5^  $in.B ,  le  quotient,  ou  l'inti- 

grale  cherchée,  sera  ^^.  En  intégrant  ainsi  chaque  terme  de  la 

série ,  et  mettant  A  au  lieu  de  B ,  l'équation  intégrée ,  que  nous 
nommerons  (S) ,  sera 

.«X        A         ■      »    .   «nM   .  gsin.^A       g.SsmM   ,   S.5.7gin.«A   ,      , 

(S)...A  =  8in.A+-^T|— h^^;^-f-  j|.4.6.7-t-  a.4.6.8.9  ^^®^*^- 

a43.  Nous  voilà  parvenu» ,  par  des  moyens  un  peu  longs  -,  mais 
d^une  utilité  frécyiente ,  au  but  que  nous  nous  étions  proposé*  La 
série  infinie  que  nous  avons  trouvée  ,  nous  donnera ,  par  le  moyen 
du  sinus ,  la  valeur,  en  parties  du  rayon ,  d'un  arc  quelconque  A  , 
qui  n'excède  pas  90% 

243.  En  eflFet,  soit  A=5o*-,  nous  savons  (79)  que  sin.  50*"=! 
jL  B.  =:  4^  En  substituant  ces  valeurs ,  Téquation  devient 

ARC  de  5o^==i  +  ^4-j:^ï3  +  s:4t^+ 


En  faisant  les  divisions  indiquées  pour  chaque  terme  j  et  nous 
bornant  à  huit  décimales  pour  ëki  avoir  six  exactes  dans  la  somme^ 
nous  aurons 

=  o,02o8555Z 
=5  0,00254575 


4» 


1.A60 


^»3Y   =    0,00054877 


105 

1769^7% 


=:  0,00006954 
i^f^sTZ  =  0,00001093  , 

4tc?7V//^>o  =  o,oooooaia 
etc. 


Total.....  0,5315598 

•Ainsi  l'arc  de  5o^  :  R  ::  o,5!a5598  :  i. 

à44;  Nous  omettons  les  deux  derniers  chiffres  de  la  somme,  parce- 
qu'ils  ne  sont  pas  exacts.  On  pourrait  avoir  cette  valeur  totale  aussi 
exactement  et  avec  âutaût  de  décimales  qu'on  le  voudrait,  en  conti- 
nuastles  divisions  interrompues,  et  prenant  de  nouveaux  termes 
à*  la  série  ^  dont  la  progression  est  clairet  Ce  travail  a  été  fait^  6t 


EN  PARTIES    DU   RAYON.  ^, 

en  multlplianf  par  6  la  valeur  de  Parc  de  3o%  celle  de  la  demi-cir-' 
conférence  a  été  calculée  jusqu'à  i^j  décimales;  c'est-à-dire  qu'on 
a  trouvé  Tare  de  i8o*=:R  x  5,  14159a  655589  795^58  46^645 
385^79  502884  19716g  399575  io5820  974944  593307  816406 
286208  998628  034825  342117  067982  148086  5 13282  306647 
093844  ^4-.  Donc  la  demi-circonférence  du  cercle  ^  étendue  en 
ligné  droite^  égale  trois  fois  le  rayon,  plus  une  partie  de  ce  rajron 
exprimée  par  la  fraction  -que  nous  venons  de  donner.  Le  dernier 
chiffre  de  ces  décimales  n'est  pas  le  terme  précis  de  cette  valeur^ 
puisqu'on  en  trouverait  de  nouveaux^  et  à  Tinfîni ,  en  continuant 
l'opération  ;  c'est  une  suite  de  la  nature  de  l'équation  (S)  ^  dont 
le  second  membre  est  indéfini.  Ce  qui  prouve  ce  que  nous  avons 
déjà  dit  (179)  >  qu'on  ne  peut  avoir  jusqu'à  présent  que  par  un» 
approximation  portée,  à  la  vérité,  aussi  loin  qu'on  le  veut^  le  rap- 
port entre  le  diamètre  et  la  circonférence* 

245.  Pour  avoir  une  preuve  de  l'infaillibilité  de  là  série  (S)  i 
et  par  conséquent  du  calcul  difiérentiel  et  intégral  qui  y  a  conduit, 
faites  dans  cette  série  sin.  A=:  i,  et  faisant  le  calcul  d'un  nombre 
de  termes  à  volonté ,  vous  devez  avoir  pour  résultat  de  la  som^ 
mation  de  ces  termes,  la  valeur  de  Tare  de  90%  (73) ,  c'est-à-dire 
exactement  le  triple  de  la  valeur  ci-dessus  (243)  de  l'arc  de  3o\ 

■  » 

246^^  La  valeur  d'un  arc  étant  trouvée ,  il  est  facile  d'avoir  celle 
de  tous  les  autres  par  le  seul  secours  des  premières  opérations  de 
l'Arithmétique.  En  partant  du  nombre  donné  ci-dessus  (244)  pour 
la  valeur  del'arc  de  180%  on  en  prendra  la  moitié  pour  l'arc  de  90% 
le  tiers  pour  celui  de  60%  et  ainsi  de  suite.  C'est  ainsi  qu'on  a  com- 
posé la  table  très-utile  (AA)  qu'on  trouvera  à  la  fia  de  ce  Traité, 
par  laquelle  on  prend  aisément  en  parties  du  ra/on  la  valeur,  d'un 
arc  quelconque  donné  en  degrés ,  minutes ,  secondes ,  dixièmes , 
centièmes,  etc. 

247*  Qu'on  veuille,  par  exemple ^  avec  sept  décimales,  l'arc  de 
&"  22'  'i'j'j^y  on  prendra  successivement  dans  la  table  les  quan- 
tités suivantes,  avec  une  ou  deux  décimales  de  plus,  pour  avoir 
la  somme  exacte  ; 


6 
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m 

L*arc  de  6*  sï=  0^104719755 
ao'         . . .  .5817764 

a'        581776. 

!©•  '      48481 

.    7*        55957 

S" 

—  ,  oii  o",  5    •..••..1454 
Valeur  de  Parc  de  6*  aa'i7%5.,,  .ur^maoîi 

248.  J'ai  ait  (^243)  <iue  là.  série  (S)  donne  la  valeur  d'un  arc 
quelconque ,  pourt^u  qu'il  n^cxcèdc  pas  90*.  La  raison  de  cette 
limite  est  évidente  >  puisqu'il  n'j  a  point  de  sinus  qui  diffère  en 
grandeur  d^s  sinus  contenus  dans  le  premier  quart  du  cercle  (6:2), 
et  que  par  conséquent  on  ne  peut  introduire  dans  la  série  la  valeur 
du  sinus  d'un  arc  excédant  90* ,  que  cette  valeur  ne  soit  en  même 
•  temps  celle  du  sinus  d'un  arc  moindre  que  de  90*.  Or  il  est  clair 
que  d'une  Seule  valeur  des  sinus  égaux  d'arcs  inégaux ,  on  ne  peut 
tirer ,  au  mojen  de  la  série ,  qu'une  seule  valeur  de  A ,  et  c'est 
celle  des  arcs  du  premier  quart  du  cercle. 

349*  Mais  comme  la  série  e$t  infinie  ^  et  que  par  conséquent  le 
'plus  grand  des  exposans  de  sin.  A  est  00  ^  le  nombre  des  racines  de 
la  série  (S)  doit  être  de  ïnême  infini^  suivant  la  théorie  des  équa- 
tions. Or  elles  sont  toutes  égales;    car  autrement  on  aurait  dès 
'  sinus  inégaux  d'arcs  inégaux  du  premier  quart  de  cercle ,  et  l'équa- 
tion ne  subsisterait  plus^  puisque  chaque  racine  substituée  dans  le 
second  membre  doit  donner  une  même  valeur  pour  le  premier 
'  membre  qui  est  ici  l'homogène  de  comparaison. 

uSo.  Il  est  donc  démontré  par  l'équatipn  (S)  que  le  cercle  est 
une  courbe  rentrante  sur  elle-même  par  des  réi^olutions  infinies* 

â5i«  En  effet  de  ce  principe  sortent  à  l'instant  les  racines  égales 
et  en  nombre  infini,  que  renferme  l'équation^  et  qu'on  chercherait 
inutilement  sans  cela.  Nommant  ne  la  demi-circonférence ,  les  ra- 
cines sont  {54  >  131  ),  sin.  A,  sin-C'Tr  —  A),  sîn.  (a^^rH- A), 
sin.  (Stt  —  A);  et  ainsi  jusqu'à  l'infini,  en  ajoutant 'tt  dans  chaque 
nouveau  terme,  et  alternant  le  signe  de  A. 

:25;2.  L'expression  de  l'arc  que  nous  avons  eue  par  le  mojen 


EN   PARTIES   DU    RAYON.  43 

dtt  sinus  y  se  froiivct  aussi  par  le  moyen  de  la  tangente  et  par  )a 
même  raélhode.  En  effet  (II.  40®)  >  i^B  =  ^  tang.  B  cos.*B  ==: 

r+^tan  ^B  ^^  ^  *^°S-  B  C'  4-tang/B)  ""  \  En  élevant  à  la  puissancer 

-T*  I  le  binôme  x  +tang.*B,  multipliant  chaque  terme  par  ^tang.B, 
et  intégrant  l'équation  (  opérations  sur  lesquelles  il  sera  bon  de 
s'exercer)^  enfin  en  substituant  A  au  lieu  de  B  ^  on  aura  Téquation 
suivante  que  je  nomme  (T)  : 

(T) A  =  tang.  A  —  \  tang.'A  -H  \  tang.^A  —  ^  tang^A  +  etc. 

a55.  Mais  tang.  45'  =  i ,  (29)  ;  donc 

Parcde  45-=i— 14-f  — f  +  |~^  +  etc.    . 

Euler  a  transformé  cette  série  en  deux  autres  beaucoup  plus 
convergentes-,  sans  quoi  çUe  serait  infiniment  plus  laborieiise  que 
la  série  donnée  (34^)«  AI<^  comme  ces  calculs  sont  déjà  faits,  nous 
ne  nous  en  occupterons  pas. 

a54*  On  appelle  convergente  toute  série  décroissante ,  et  divers 
gente  toute  série  croissante.  Plus,  dans  la  première  espèée  de 
série,  la  diminution  d'im  terme  à  Tautre  est  rapide,  moins  on 
a  de  termes  à  calculer  pour  obtenir  une  valeur  très-approchée. 

255,  Par  exemple ,  pour  avoir  Parc  de  56^  avec  six  déciihales 
exactes,  il  a  suffi  de  calculer  sept  termes  de  la  série  (^S^;  tandis 

que  pdur  évaluer  avec  six  décimales  exactes  Tare  de  4^°  V^  ^^ 
série  (T)>  il  faudrait  la  moitié  de  la  vie  d'un  homme ,  puisqu'il 
serait  nécessaire  ,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître,  de  calculer 
Sooooo  termes  pour  arriver  à  un  terme  dont  les  Six  premières  déci- 
males seraient  o. 

^56,  Tout  cosinus  étant  aussi  up  sinus  (7^,  l'expression  de  Tare, 
par  le  mojen  d'une  série  contenant  les  puissances  du  cosinus,  ne 
peut  différer  de  la  série  (S)^  Far  une  raison  semblable  >\(ii)>  la 
^rie  contenant  les  puissances  de  la  cotan  gente  se  réduit  à  Ii^ 
série  (T). 

257,  Jeaurat  (Af//n.  présentés  à  Vjic.  des  Se.  de  Paris , 
Tom.  ly ,  pag.  52J  )  donne  sans  démonstration  les  deux  séries 
suivantes  :  •  , 

•  I  •  I  . 

A  3=  1  —  co«.  A  —  ^  ços.'A  —  -^  ctos.'A  —  etc, ,  et 
A  s=  1  —  cot.  A  +  ?  «ot.»A  —  ï  cot.*A  +  etc. 
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En  £aisani  A  =  90*,  ces  deux  séries  donnent  A=  i ,  (49).  Mais 
Parc  de  90*  =  1,57,  comme  on  peut  le  voir  dans  la  table  (AA): 
ces  deux  séries  ne  sont  donc  pas  justes. 

!258.  Les  lignes  trigonométriques  nous  ont  donné  les  moyens 
d'exprimer  en  parties  du  rayon  la  valeur  des  arcs:  employons  main- 
tenant ces  mêmes  arcs  ainsi  exprimés ,  à  trouver  réciproquement , 
en  parties  du  rayon  ,  la  valeur  des  lignes  trigonométriques  qui 
leur  appartiennent  respectivement.  On  y  parvient  par  un.  moyen 
aussi  ingénieux  que  simple ,  et  qu'on  appelle  le  retour  des  séries. 
Etant  donnée ,  par  exemple^  la  série  (S) ,  dans  laquelle  l'arc  A  est 
exprimée  en  puissances  du  sinus  9  on  demande  la  valeur  de  sin.  A 
exprimée  en  puissances  de  l'arc.  Nous  traiterons  cette  transfor-* 
mation^  d'une  utilité  infinie  dans  les  Mathématiques^  avec  autant 
de  clarté  qu'il  nous  sera  possible ,  et  d'une  manière  très-générale, 
en  faveur  des  lecteurs  qui  n'en  seraient  pas  instruits. 

.  ^59.  Soit  donc  proposée  l'équation  générale  suivante^  que  nous 
appellerons  (P)  : 

(P)  .  • .  m  =  oy  *f-  ^J^*  +  ^y^  •+■  <fy^  +  etc.  Dans  cette  équation 
yd  suppose  connue  la  valeur.de  m  s  ainsi  que  celle  des  coefficiens 
a,  by  c,  d,  etc.;  y  est  l'inconnue  dont  on  demande  la  valeur* 

260.  Convertissons  la  série  en  la  suivante ,  que  nous  appellerons 
(Q): 

(Q) . . .  ^  ==  Am  +  Bm^  4-  Cm?  -f-  Dm^  +  etc. 

261  •  Il  est  évident  qu'on  peut  toujours  représenter  ainsi  la  valeur 
^^y^  puisque  A,  B ,  C ^  D  y  etc.  sont  des  expressions  indétermi' 
nées  y  et  par  conséquent  susceptibles  chacune  d'une  valenr  quel- 
conque ^  telle  qu'il  est  convenable  pour  que  Téquation  soit  exacte. 
n  s*agit  donc  de  fixer  quelle  doit  être  la  valeur  de  chacune  de  ces 
indéterminées^  pour  que  l'équation  ait  lieu.  Rien  de  plus  facile  et 
de  plus  ingénieux  à  la  fois. 

* 

362.  Puisque  y=2^/n4-2?m*-l-<7m*  H- etc. ,  qu'on  prenne  suc- 
cessivement la  I*",  la^^laS^^  la  4%  etc.  puissance  de  cette  équation- 
qu'on  écrive  ces  puissances  en  les  ordonnant  comme  à  l'ordinaire^ 
et  par  rapport  aux  diverses  puissances  de  m  ;  on  aura 
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jr  r=s  Am  -{-  £m'   -f-       Cm»  -f-       Dm*  -4-        £m»  +  etc. 

y  = ^'m*  -h  a^^m»  +  a^Cm*  -f-  a^Z)m«  +  etc. 

+       B'm*  +  aBCm^  +  etc. 

y  = -«^'/w'  H-  5.<r*i?m*  4-  5>C/n«  +  etc. 

+  5^5*m»  -f.  etc. 
J^  = ^*»»<  H-  4^»5j»»  4-  etc. 

5 

./    — rf4*m'  4-  etc. 

etc. 

a65.  Qu'on  substitue  maintenant  ces  valeurs  dey,  y* ,  etc.  dans 
l'équation  (9),  en  disposant  les  termes  dans  le  même  ordre,  et  en 
écrivant,  pour  abréger,  les  puissances  de  m,  seulement  en  tête  de 
chaque  colonne  verticale,  et  les  supposant  répétées  dans  les  terme* 
inférieurs;  on  aura 

ay  =a^>n-f-a5OT*+    aCrn?-{-   aDm^-j-    a-Em» -f.  etc. 

+  *J*s=; *^*4-  2^£b  +  aACb  -»-  ay^Db  4-  etc. 

4-      £'b  4-  2BCb    4-  etc. 

w,=:(+^^'= c^  4- 5^»5c  4- 5^»Cfc  4- etc. 

4-  5^^c  4.  etc. 
+<^= A4*  H-4^»5</4.  etc. 

+  '?r'= e^»4-etc. 

4- etc. 

ou ,  en  faisant  passer  m  dans  le  second  membre  de  l'équation , 

o  =  m  (  a^  —  I  )  4-  W  (  a5  4-  i^»  )  4-  m»  (aC  4-  a^-B* 
cy4^)  4.  etc. 


264.  n  faut  donc  que  les  valeurs  êe  u4,B,  C,  etc.  soient  telles 
que  le  second  membre  de  cette  équation ,  à  quelque  point  qu'on 
le  prolonge,  se  réduise  à  zéro;  ce  qui  aura  lieu  eh  supposant  les 
valeurs  des  indéterminées  telles  que  chaque  terme  se  rédilise  à  «éro. 
Soit  donc  m  (  a^  —  i  )  =  o  ;  on  aura  mAa  =zm,  et  par  consé- 

quent  -a  =-.  De  même ,  soit   m^(a£  +  bA"  )  =  o  ;   oh  aura 

■^  ~ ^î  ®**  «n  substituant  le  qnarré  de  la  valeur  de  A  que  nous 

venons  de  trouver,  5;=s  — i.  On  trouvera  de  la  même  manière 


• 
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^.     ai*— oc     rk       5a6c— û*J— Si'    jp      M*^— aiûi*c+6a*M+SaV— o'g 

et  ainsi  des  autres^  indéterminées  ,  tant  qu'on  voudra  continuer  la 
série.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Q) ,  il  ne  restera 
aucune  inconnue  dans  le  second  membre^  et  on  aura  la  valeur 
cherchée  de^,  comme  il  suit  :    ... 


m         bm*     .     r  -r.  ^^  \  ''*      I     /         rr^     I     r    1  *  ïv    m* 


^=^- ^ +(2i--.  ac)  ^H- (-Si» +5aic -a^i)  ^' 
4-  (i4M  — .  a  lab^c-^ea^bd-h  3aV— a'^)^*  ■+■  (—  4ai*  +  94ab*o 

—  a8a*b*d  —  aSa'bc^  +  ja'be  •+■  ja'cd  —  a*/)  2!_|_''(,5a^« 

—  iSoab*c  +  lioa^b^d  +  i8oa*i»c^  —  56a'3*ff  —  72a'bcd  + 
Sa^i/" —  1  aa  V  4-  8a^ce^4^^d^ — a^g)  -75 +( —  429*'  +  1 2%jab^c 
^  4g5a^¥d  —  990^1**^  +  iCBa^V'e  +  495^^^^  —  45a^b'f 

4-  9aVi^  —  a^h)  -^  +  (  i45o3'  —  5ooSab^c  +  aooaa'i^rf  H- 

SooSa^b^c*  —  jiSa^b^e  —  aSGoa'i'crf  +  22oa^b^/—  i^^oa^b^c^. 
+  66oa^6*^;tf  +  55oa^b^d'^  —  BSa^b^g  +  €6oa^bc^d—^  iioa^bcf 
— L 1 10a? hde  •+■  iàa^bh  -f-  55a^c*  —  SSa^cd^  —  SSa^ô^e  +  loa^^g- 

4-  loa^^H-  5a V —  a'i)  ^  •+•  etc. 

a65*  Cette  série  a  été  portée  jusqu'à  neuf  termes  ^  pour  la  pre- 
mière fois^  que  je  sache  ^  par  Tinfatigable  Philippe  Ru bbiani  > 
lequel  s'est  assuré ,  par  des  épreuves  en  nombres ,  de  l'exac- 
titude de  son  travail.  Elle  peut  servir  de  formule  générale  pour 
retourner  une  série  ^  de  quelque  forme  qu'elle  soit.  Faisons -en 
Tapplication  au  cas  qui  nous  occupe.  En  comparant  l'équation  (S), 
(2^1),  à  l'équation  générale  (P) ,  j'observe  que  la  première  ne  con- 
tient pas  de  puissances  paires  ;  or  il  faut  que  l'équation  (P)  et  celle 
à  résoudre  soient  semblables ,  et  c'est  ce  que  nous  obtiendrons  en 
égalant  k  zéro  dans  l'équation  (P)  les  coeflEiciens  des  puissances  qui 
manquent  dans  l'équation  (  S  )•  Donc ,  dans  ce  cas-ci  ,  b^=:o  ^ 
d^=iO,f=:o,  etc.  Cela  posé,  voyons  ce  que  deviennent  les  va- 
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Icars  que  nous  avons  trouvées  pour  les  indëtermiuées  dans  Tëqua* 
tion  (Q). 

:i66.  Nous  avons  eu  ,  i%  ^  =  1,  valeur  qui  subsiste. 
2\  i5  =  — -yi  mais  *  =  o;  donc.S  =  o.  5%  C7=:^*'T'^-;  mais 
iâ=o;  donc  Cas  — -r=— -t. 


Eu  poursuivant  ainsi ,  on  aura  2)  =  o  ^  £ 


3aV— o>g 5c«— ,flg 

F  =  o ,  G  =  ^^^fo  "^  ^#  etc.  Mais  en  comparant  à  Téqua- 
tion  (P)  la  proposée  (S)  >  onaassi^^cs— ^^  ^3=  -■  ^  g  ss 
^  .'g  .  En  substituant  ces  valeurs ,  on  aura  pour  celles  des  in- 
déterminées j    A  ZSZ  I  ,     C  Z=S  ^  -\,    £=       ^'         I    G  s=  — - 

^  g  .  g  g    ;  d'où  l'on  peut  évidemment  conclure  la  valeur  et  le 

signe  de  celles  qui  suivent. 

^67.  Et  comme ,  dans  le  cas  dont  il  s^agit ,  m  =  Parc  A ,  et 
^  =  le  sinus  de  A,  Péquation  (Q)  devient 

Par  le  moyen  de  cette  série  qui  est  infinie^  on  pourra  donc 
calculer  ,  avec  autant  de  décimales  qu*on  le  voudra^  le  sinus  d'un 
arc  quelconque ,  en  prenant  la  valeur  de  cet  arc  dans  la  table  (A  A)* 

a68.  Si  au  lieu  de  A  on  écrit  a  A ,  la  série  devient  sin.  2  A  =  aA 

—  O  "^  a. g. 4. 5  "^ ^^^•î  ^  ^'®*'  ^^  exemple  de  la  manière  d'expri- 

Hier  par  ces  sortes  de  séries  les  lignes  trigonométriques  de  tout 
arc  multiple. 

269.  Il  est  facile  de  voir  que  si  on  voulait  le  sinus  d'un  arc , 
exprimé  par  une  série  des  puissances  du  cosinus^  ou  de  la  cotan- 
gente^  ou  de  la  tangente  de  cet  arc,  il  suffirait  de  réduire  en  séries, 
par  le  mojea  du  binôme ,  les  expressions  (I.  5%  46-  5e).  On  com- 
prendra aisément,  par  le  peu  que  nous  en  disons ,  comment  on 
aurait  de  même  une  ligne  trigonométrique  quelconque  exprimée 
en  puissances  de  chacune  des  autres.  Au  surplus ,  on  trouvera  ces 
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séries  toutes  faites  dans  le  Mémoire  de  Jeaurat^  que  nous  avons 
cité  (aSy)* 

ayo.  On  a  vu  (349)  que  des  sinus  égaux,  et  en  nombre  infini,  d'arcs 
inégaux ,  sont  les  racines  de  Téquation  (S)  y  et  que  la  valeur  de 
cette  équation,  donnée  par  chacune  de  ces  racines,  eat  toujours 
un  seul  et  même  arc  qui  n'excède  pas  90*.  De  cette  équation  nous 
avons  tiré,  parla  méthode  <Ju  retour,  la  série  (W),  dont  Les  racines  en 
nombre  infini  sont  au  contraire  toutes  inégales,  savoir  A,  (tt-t-^), 
(a^  +  -^),  (37f  —  ^),  etc. ,  racines  qui  sont  précisément  celles 
que  renfermaient  les  expressions  des^inus  formant  les  racines  égales 
de  l'équation  originaire  (S)  v  quoiqu'il  soit  certain  qu'en  substi- 
tuant dans  la  série  (  W),  prolongée  autant  qu'il  convient ,  Tune  quel- 
conque de  ces  racines  inégales,  on  aura  toujours  une  même  valeur 
pour  sin.  A.  Et  comme  cette  valeur  appartient  de  même  à 
sin.  {tc—A),  à  ûn.^i^ic^A),  etc. ,  d'Alembert  {Opuscules,  tom.  Vp 
pag.  i8a)  en  déduit  ce  paradoxe,  que  (S)  représente  un  seul  arc  , 
tandis  que  (W)  qui  en  sort  représente  une  infinité  desinus  d*arcs 
différons.  S'il  en  était  autrement ,  la  doctrine  des  équations  serait 
ébranlée;  et  tels  en  sont  les  effets,  que  même  par  des  voies  dé- 
tournées elle  met  à  découvert  les  vérités  mathématiques. 

271.  n  est  à  observer  que  la  série  (W)  indique  le  signe  négatif 
pour  les  sinus  de  tous  les  arcs  {^jc^A),  {i^—A),  etc.}  c'est-à-dire  de 
tous  les  arcs  qui  sont  renfermés,  pour  une  révolution  quelconque  (^So), 
dans  la  seconde  demi-circonférence;  ce  qui  confirme  la  règle  sur 
les  signes  (66).  Et  comme  la  corde  est  égale  au  double  du  sinus  de 
la  moitié  de  l'arc  (3i)  >  ou  que  l'on  a  cord.  A==::asin.  7  A,  on  doit  en 
conclure  que  quand  le  sinus  est  négatif,  il  en  est  de  même  de  la 
corde  dont  ce  sinus  est  la  moitié.  Ainsi ,  quoiqu'il  n'jr  ait  point 
de  cordes  qui  soient  diamétralement  opposées  entre  elles,  les  cordes 
des  arcs  (a7r-|-a-^),  (^-x  —  3-^),  etc.  sont  néanmoins' négatives» 

373.  On  aura  promptement  la  preuve  de  la  justesse  de  la  série 
(W)  en  cherchant  le  sinus  de  3o' ,  sur  lequel  nous  ne  pouvons 
être  trompés^  puisque  nous  en  savons  exactement  la  valeur  (5i  ). 
Pour  abréger  singulièrement  le  travail ,  nous  indiquerons  la  mé*» 
thode  suivante.  Qu'on  exprime  ainsi  l'équation  (W)  ; 

(B)...,,  Sin.A»  A-rjB4- Ç— .D  +  C  etCf 
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Oa  aara ,  en  comparaat  Jes  deux  équations  ÇR)  et  (W) , 


4l> 


A'  X 


D 


a-8» 
C     . 


A*  X 


B 


E 


4.5' 


On  Toit  qu'il  suffit  de  calculer  une  seule  fois  A*,  seule  puis« 
tance  de  A  qui  soit  actuçUement  dans  chaque  terme ,  que  les 
diviseurs  sont  deYenus  commodes  et  très-petits ,  et  que  la  loi  de 
leur  progression  est  évidente. 

aj5.  Supposons  i  présent  qu'on  veuille  calculer  le  sinus  de  5or 
avec  neuf  décimales.  On  prendra  dans  la  table  (AA)  Tare  de  5o* 
avec  dix  décimales  pour  plus  de  sûreté,  et  on  en  formera  le  quarré 
comme  à  Pordinaire  #  ou  ,  pour  plus  de  promptitude ,  comme  on 
peut  le  voir  dans  le  calcul  ci-après,  en  employant  la  méthode  abrégée 
déjà  connue  pour  la  multiplication  des  fractions  décimales  ;  ce  qui 
consiste  à  prendre  les  facteurs  dans  le  multiplicateur  de  gauche  k 
droite,  et  à  négliger,  de  droite  à  gauche,  dans  le  multiplicande, 
un  chiffre  pour  le  preknter  &cteur ,  deux  pour  le  second ,'  trois  pour 
le  troisième ,  etc. ,  en  tenant  compte  Cependant  des  dixaiifes  que 
donnera  le  produit ,.  par  chaque  facteur,  du'demier  cfaiffi^  négligé* 
Pour  ne  pas  se  tromper  i  on  peut  ponctuer  successivement  le  facteur 
et  le  chi£Bre  par  lequel  on  commence  la  multiplication,  comme 
on  remarquera  que.  nous  Vavoxis  fait  pour  les  deux  premiers 
corcespondans  dans  le  multiplicateur  et  dans  le  multiplicande. 


I  • 


•  •  • 


i  ' 
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V  * 

iFermadon  du  quani  iz  Vnrt  A. 

A  =±  <)  «  533398775» 
'      o,  j>â55987756 

0,  3617993878 

:  104719755 

.  i57«7g^ 

•  '  ••  .0617994 

41888 
5665 

a6 


«**ritMt«dta**-A< 


▲*  sas  9,  a743S5677& 
4AV»:Qi  548Sii3556 
9A*  AO9  8^4670534 


«iflODAnl  tafMtfiîveoieEWSA*  «»  i»  5797783890 

faiTdMi^A*ai«6eU«-\âA*  asic  i  ^  ^g^4o6^ 


8A*  «9s  â»  i^932454:i»4 


^'^3  a^  4^4^ii<i02. 


!274«  Ces  multiples  de  A*  ainsi  préparés  rendent  trèsfprompf  le 
calcul  de  la  série  (R).  Pour  en  faire  usage  dans  la  question  pré- 
sente ;  I A  =  o  ^  087216646216  ^  valeur  par  laquelle  il  faut  multi- 
plier  celle  de  A*  pour  avoir  celle  de  B.  Mais  puisque  nous  venons 
de  multiplier  la  valeur  de  A*  par  chacun  des  neuf  caractères  de 
Tarithmétique  >  nous  avons  déjà  chacun  de  ses  produits  par  chacun 
des  chiffres  de  la  valeiur  de  ^  A  ;  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  placer 
ces  produits  particuliers 9  conune  il  suit,  dans  Tordre  qui  leur 
convient  9  en  pointant ,  pour  éviter  toute  erreur  ^  chacun  des  chiffres 
de  la  valeur  de  ^  A ,  à  mesure  qu'on  écrit  les  produits  correspondant 
ci-dessous* 
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5t 


o,o8AVs 

a  o«o)i9!Sa454aa 

o ,  007  A'  s 

»  0  ,  00191908974 

0 1  oooâA*  = 

=  0,  00005483 114 

0  p  ooooôA*  = 

s  0,  000016449S4 

etc. 

164495 

10966 

1645 

• 

55 

• 

>6 

B  sz  O  ^  033g2i45g6a 

Divisant  ensuite  B  par  30^  on  aura  de  la  même  manière,  et 
par  une  simple  addition  j  le  produit  du  quotient  par  A*>  et  ce 
produit  sera  CssaOj  ooeSsy^Sa»  On  trouvera  de  même,  mais 
toujours  plus  promptement;  la  valeur  d^e  D  et  cette  dé  E.  Voici 
les  termes  ;  nous  avons  séparé  les  termes  positife  et  les  négatifs» 

A  =  o  I  5^55987756  — .  Jî  S5S  o ,  0359^4596^ 

=  0,  0008379533  -*-  Z>  =s  o  J  00000!ll467 

=  o  ,  0000000003^    ' 


c 

E 


»^    p 


^«iVMtt«« 


—  o  J  035926757 
o,  535936757 ,  somme  des  termes  posîti&. 
0^,035926757,.  somme  àes  termes  négatif 


Donc  i^n*  3o^  aeoiji  SooQopooo  t  val^up  exacte  (5.i}« 

375.  On  voit  combien  sont  précises  tes  séries  que  nous  ai^0B# 
formées  par  le  mojèa  dn  calcul  diffSrentiel  et  intégral  6t  de  kir 
méthode  du  retour  des  séries.  Si  on  prend  Farc  de  5e^  avec  le# 
r37  décimales  qu'ion  pe«t  avoir  en-  divisant  par  6  la  valeur,  de  i8or 
donnée  (344)1  at  «fu'oD  onicule  a^sez  de  fermes  ide  la  séritf  (R), 
pour  avoir  sin.  5or  avec  137  décimales- 1.  op  troavpra  toujours  que 
la  somme  de  ces  termes  se  réduit  à  o>  5;  en  néglîgeaut  seulement 
le  137^  chifire  on  le  suivant ,  qui  ne  peut  jamais  être  juste /puisque 
la  série  est  infinie,  et  que  dès  lors  il  doit  toujours  lui  manquer 
one  ^naMité  que  les  termes  suivans  ne  pourraient  que  diminuer 
de  plus  en  plus,  quelque  loin  qu'on  poussât  le  calcul  ;  iass  que 
cette  quantité ,  en  approchant  sans  cesse  de  Tinfiniment  petit ,  pât 
7  arriver.^  hqs  nombres  nMcant  pas  de  natoie  à  donner  tinè  exprès* 
sioQ  infiniment  petite  (193,  i^. 
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376.  Des  séries  (^^1$  ^67)  on  tire  k»  denr  expressions  qui 
suivent ,  de  la  différence  entrt  l*arc  et  son  sinns. 

A  -:  sin.  A  =  -57g-  +  T4T  +  ^*^- 
A-sin.A  =  ^-j;^  +  ete. 

377.  D'où  il  soit  que,  lorsque  l'arc  est  infiniment  petite  Fa 
différence  entre  Tare  et  le  sinus  consiste  en  infiniment  petits  du 
troisième  ordre ,  da  cinquième  ,  etc. 

278.  Si  dans  chacune  de  ces  équations  on  ^crit  ^  A  au  lieu 
de  A  >  et  qu'on  les  multiplie  Tune  et  l'autre  par  ^,  on  aura  les 
deux' équations  suivantes ,  qui  donnent  une  doublé  expression  de 
la  différence  entre  l'arc  et  sa  cordé  (Si). 

A  •  '  V  À  _    Ar  A^  /  A»  '  ' 

A  —  asm.  ï  A  — ^-■g;;^.—  fl.3.4.5.af  "Ta. 5.4.5. 6.7. a«  ~  ^^^' 

^79*  En  prenant  les  arcjs  dans  la  table  (AA)^  on  pourra  donc 
calculer  facilement  les  cordes ,  avec  autant^  de  décimales  qu'on 
le  voudra ,  par  le  mbjen  de  la  dernière  série. 

ado.  Les  équatîpps  générales  (P)  jet  (Q)  serviraient  à  conrertîr 
la  série  (T)  dês_  puissances  de  la  tangente  (^5^)^  comme  on  a 
converti  celle 'idbkpùissailices  du  sitetrs.  Mâds  pèiir  obtenir  de  plu9 
^«plea  expre^sip9s  des  ^mlétermiivfos^  et  pousser  la  série  jusqu'à 
la  neQvji^me  puissance  1  ce  qui  d^onhe^ra  un^  formule  commode  dan» 
Ipi  cas  semblables,  aoujs  feron»  ..  .  •    .. 

n.fF)..*.  w,c=s  ay.  4*  ^}  rh.eje'  +  gx'  -f  *>' . -f:  «^«^  ... 

D.Vù  l'on  tire,  par  là 'méthode  dërelôppée  (a63>  a65), 

+  cf=: .\cjf  +  Zcjt^Ç'^^cA^E'\'?kJÙGJÇeXc:' 

M  «=/+  ey*.».  ;.'• .  ;\.  r i,.  ^, .  i . .  • .  ^^  ^  ^êJ^C  +  ,5e^^»T*-  «c. 

•      •+  iy9= ^J i^.Htetç. 

+  etc.  -U  ?'  •    '.   .     •    -"    •  ^-'«"i-  -  ** 


'MO  \ 


1- 1 


wJ' 
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On  cherchera^  comme  oa  a  fait  (a64)>  les  valeurs  ezprim:éet 
par  a,  c,  e,  etc.  des  indéterminées  A,  C,  E,  etc.;  puis  on 
substituera  aux  lettres  a,  c^e ,  etc.  leurs  valeurs  numériques  qn'ô|i 
tirera  de  Péquation  (T),  laquelle  comparée  à  Téquation  (P'),  donne 
a=i,c  =  *-*^^  es=f^  etc. 

â8i  •  Enfin  ^  que  Ton  substitue  dans  l'équation  (  Q')  les  valeurs  de 
'^,  Cj  E,etc*,  ainsi  réduites  en  nombres,  et  qu!on  écrive  l*arc  A 
au  lieu  de  m  >  et  tang.  A  au  lieu  de  jr  ;  on  trouvera 

(U)...Tang.A  =  A4-|4-î^H-^+^^4-etc. 

Nous  ferons  tout  à  l'heure  la  recherche  d'une  loi  pour  continuer 
cette  série  sans  autre  calcul. 

282.  Il  est  évident  que  l'équation  (U)  n'a  qu'une  racine  réelle  , 
et  que  c'est  un  arc  moindre  que  de  90*.  Toutes  les  autres  racines^ 
en  nombre  infini  ,  sont  imaginaires  ;  car  A  =  90""  donne 
tang.  A  =  so>(75);siA  excédait  go"" ,  il  devrait  donner  pour 
t{ing.  A ,  une  valeur  encore  plus  grande ,  puisque  tous  les  termes 
de  la  série  sont  positifs  ;  mais  celte  valeur  ne  i>eut  aller  au<*delà 
de  l'infini.  Une  pareille  tangente  est  donc  imaginaire ,  ainsi  que 
les  valeurs  de  A^  dont  on  la  déduirait. 

383.  L'objet  de  la  série  (U)  est.  par  conséquent  de  calculer  la 
;tangente  d'un  arc  quelconque  ,  de  moins  de  90* ,  dont  on  prendra 
la  valeur  dans  la  table  (AA).  Avec  un  arc  plus  grand ,  la  série 
jdevient  divergente  (a54)« 

^384.  Observons  que  quand  l'arc  est  infiniment  petit,  la  di£Fé- 
rence  entre  la  tangente  et  l'arc  pe  consiste  qu'en  des  infiniment 
petits  du  troisième  ordre  >  du  cinquième ,  etc. 
.    ^85.  Si  on  divise  selon  les  règles  de  l'Algèbre  la  série  (W),  (267), 
par  la  série  (U) ,  on  trouvera 

(Y). .  .Cos.Ass  1  — • — ^  '  g- ^*—    %  .  g'  i?*t*    w ■  /' g  ^     g. *—  etc» 

^  /  .      fl    \u.o.4      fl.o  4«5.o   '   a. 3. 4.5. 6. 7. 8 

«  _ 

Là  loi  de  cette  série  est  manifeste^  Pour  ^'en  servir:  i  calculer 
promptement  un  cosinué>  on  Suivra  la  méthode  quiployée  (27^ 

286.  Les  racines  de  l'équation  (  Y .)  ^  toutes  réelles ,  sont 
A,  (2îr-ïjaA|)i  (2^+ A),  (4îr'— A),  (4^  + A) ,  et  a^osi  de  suite 


54  CHAP.  V.  EXPRESSIONS  DES  tlGSmS  TRIGOnONÉTRIQUES 

Jusqu'à  TinfiaL  lia  Taleor  de  chaoun  de  cm  arcs  substituée  dans 
la  série  >  doit  toujours  donner  la  même  Talew  poi»r  cos.  A,  comme 
on  Ta  vu  (370)  de  la  série  (W). 

287,  Ces  séries  étant  d'autant  plus  convergentes  que  l*arc  est  plus 
petit,  si  l'on  veut,  par  exemple ,  le  sinus  d'un  arc  au-dessus  de 
45* ,  il  sera  mieux  de  le  chercher  en  calculant  le  oosînus  de  son 
complément  par  le  moyen  de  la  série  (Y).  De  même ,  pour  avoir 
le  cosinus  d'un  arc  au-dessus  de  45^ ,  on  se  servira ^  par  préférence, 
de  la  série  (W). 

a8d.  Si  dans  la  série  (Y)  on  met  au  lieu  de  A  Tun  quelconque 
des  arcs  (tt  —  A) ,  ('Tf  +  A) ,  (S'jr  —  A) ,  (S^jr  H-  A) ,  etc.  contenus 
dans  le  second  et  dans  le  troisième  quart  du  cercle,  la  valeur  qui 
en  résultera  pour  cos.  A  sera  négative,  confoormément  à  U  rigle  (66). 

289.  De  la  série  (Y)  on  tire  l*expression  suivante  du  ^us 
verse  (5): 

i-cQS.A=n-~j:gq  +  ^3^  S  g>  etc., 

par  laquelle  on  voit  que  lorsque  A  est  infiniment  petit ,  Terreur 
que  l'on  commet  en  faisant  le  cosinus  égal  au  rajouji  consiste  en 
infiniment  petits  du  second  ordre ,  du  quatrième ,  etc» 

ago.  Si  rare  A  est  négatif,  aucun  des  signes  de  la  série  (Y)  ne 
change  pour  cela,  puisqu'elle  n^est  composée  que  de  puissances 
paires  de  A.  Au  contraire,  si  on  fak  A  négatif  dans  les  équations 
(S),  (^40,  et  (U),  (a8i),  tous  les  signes  seront  changés.  Ces 
résultats  démontrent  inathématiqnemeDt  (78}  k  règle  donnée  (75). 

agi  •  La  recherche  des  f çrmes  consécutifs  de  la  série  (U) ,  par 
le  mQjen,  des. indéterminées,  est  très-laborieuse,  et  le  devient  de 
plus  en  plus  à  mesure  que  les  puissances  croissent.  On  peut  obtenir 
la  même  série  avec  bien  moins  de  peine ,  en  divisant  l'équation  (W) 
par  l'équation  (Y),  parce  qu'on  apper^oit  sur-le-champ  la  loi  de 
chacune  des  séries  de  ces  équations,  et  qu'on  peut  dès  lors  les 
continuer  à  volonté  i  mais  cette  division  même  est  pénible.  Hàns 
Itvons  donc  ont  dévoir  profiter  de  la  méthode  qu'Euler  a  doomée 
pour  réduire  à  une  série  infinie  toutes  sortes  de  fonctions  fracjtion^ 
Haires^  finiêa  o»  infinies* 

stQ2.  On  nodunei&m^/icm  d'une  quai|ftiiti^vairUli{ei  itarexev 
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de  l'arc  A,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  toute  expression  analytique 
eoaaposëe,  en  quelque  manière  que  ce  soit,  de  cette  variable  et 
de  quantités  constantes. 

395.  En  ex{Nimant  par  des  lettre»  les  coefficiens  de  l'arc  A  dans 
les  trois  séries  ,  on  a 

Cï>....  1  -IA*+^A*-/itt*-|-«tc.=CU;...A+-5A»+  CA»-|-i)A»,  etc., 

ou,  en  multipliantJ'équaliwi  par  la  séiie<T),  «t  en  adonnant 
les  termes  par  r^ipbit  «ux  puissances  de  A ,  comme  nous  l'avons 
fait  (a63,  a8o) 

A  —  bÂ"  +  cA»  -k-  dA'  •+-  etc.  =  A  -f-  -SA»  +  ÇA"  4.  DA'  -f-  etc. 

—  ^    -^0B  ^$C  —etc. 
rhy  ^yB  -^  etc. 

£t  en  tran^osant  le  premier  membre, 

o  ==  AH- BA» -h  CA»  Hu  i)À' H- JÉA»  H- etc. 
-.  ^     ^fiB  ^fiC   ^fiD  -etc* 

•h  >    *|-  >.-»-#-  5.0  4-  etc. 
•"  «r    -^/i?  —etc. 

^-  <     «t-etc. 

f 

-;-A-f-  *   — .  e    4-  rf    —  ^    +  jstc. 

994.  Donc  en  fiidsant,  comme  à  l'ordinaire,  que  chaque  colonne 
Vevticale  se  rédxôse  k  zéro ,  on  aura 

2?=      J'—d  +  fiC-^yB. 

£  =  — €  +e-^fiD-ryC-h^S, 

1 

395.  En  observant  la  suite  des  termes  de  chaque  colonne  verti-*^ 
cale,  il  devient  fecae_à  présent  decontinuer  sans  calcul  ces  équations 
qui  renferment  les  valeurs  cherchées  des  coefficiens  sncoesaifi  de 
la  série  (U).  On  aura ,  par  exemple, 

Fadf      ^"f+fiJU^^yD  +  ^C^tB  .       " 

Gtsc^n'i-g'hfiF-^yE  4-J^JD  — jC  +  ^5,' 
«te* 
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^96.  En  substituant  les  nombres ,  réduisant  toutes  les  fractions 
AU  plus  grand  dénominateur  ^  et  la  somme  des  fractions  à  Vexpres* 
sion  la  plus  simple ,  on  trouvera 

2gj.  Soit  maintenant,  en  imitant  ce  que  nous  avons  fait  (272)0 

tang.  A  =  A  +  iy  -f-  ^  f'  +  «7.^  +  6a  £'  +  i58a  JT  ^ 
a'1844  G'  -f-  939569  H^  •+  efc;  et  on  aura 

.       ^'5=  A*iA  F  =:  A'i^ET 

C  =  A*i/r  G'  =  A'V^F' 

JET  =  A'  ^  ly  etc. 

On  calculera  les  valeurs  des  quantités  B",  C,  W,  .etc.  de  la  ma- 
nière enseignée  (375,  374)1  et  on  aura  la  tangente  par  un  calcul 
abrégé  autant' qu'il  est  possible*.  Passons  à  celui  de  la  cotangente. 

208.  Cot.  A  sc^.  £a  substituant  à  ^  \e$  séries  & ,  telles 

*^  am.  A  su.  A  QWJ 

qu'elles  sont  exprimées  (39?) ,  on  aura 

•   •    .  _  1  — jSA*  4-  >A4  ~  JA<  +  f  A»  —  etc. 

Appliquons  actuellement  à  cette  équation ,  de  même  que  nous 
Tavons  élit  tout-à-Pheure  pour  la  tangente^  la  méthode  que  nous 
avons  empruntée  d'Euler ,  et  égalons  cette  expression  fractionnaire 
de  la  cotangenté  à  une  série ,  dans  chaque  terme  de  laquelle  le 
coeflBcient  de  l'arc  A  sera  représenté  par  une  indéterminée  ',  et 
nous  aurons 

En  multipliant  l'équation  par  le  dénominateur  du  premier 
membre ,  transposant  le  premier  membre  et  ordonnant ,  on  aura 

I  -f-  BA*  4-  CA*  +  DA'  -+•  EA*  H-  FA"  -|-  etc. 

—  *      —  ii?   -^hC  —bD   ^bE    —etc. 

4"  ^      -f-  pjff   -j-  cC   +  cD    +  etc. 


i^fi^y      H-J" 


—  dB—dC 

•—etc. 

H-«       -i-eB 

4*etc« 

•           -/  - 

-«etOe 

-«      +C 

/-«etCe 
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S99.  En  Basant  chaque  colonne  égale  k  zéro ,  oa  aura 

etc. 

Ces  équations  sont  &ciles  à  continuer  sans  calcul  |  de  mémo 
que  celles  que  j*ai  données  (394)* 

3oo.  En  prenant  dans  les  séries  (W) ,  (Y) ,  les  coefficiens  nnmé« 
Tiques  correspondans  aux  lettres  b,  c,  etc.,  fi  ^y,  etc. ,  on  troU"- 
vera  les  valeurs  de  B ,  C ,  D,  ete,  qui,  substituées  dans  la  série 

«j  +  BA  +  CA^  4-  etc.  =  cot.  A  suivant  la  supposition ,  donne*- 

root  l'équation  suivante  : 

t^;....  cot.A  —  ^—- 5  — jrj  — 353^  — pyjr^  — ji  g^^^j 

iS8flA"  ^A"  8617  A»»  ctc- 

5oi.  Supposant  ensoite  cot. Ass-r*""-^"""  ^*—  âiX  — •  iST. 

^  JT  —  691  C  —  isr  — /' —  etc. ,  on  aura 

£'=Axi  r=: A' il  JET 

G'=A«ï^i?' 
fl'ssA'rk^xA*. 

etc. 

J'ai  tiré  de  JT  plufdf  que  de  G'  la  valeur  de  iST,  ponr  TaToir 
sous  une  expression  plus  simple.  La  quantité  F  x  A*  est  trouvée 
précédemment  par  le  calcul  qui  a  donné  la  valeur  de  G\ 

Soa.  Il  est  facile  de  voir  que  la  série  (Z)  est  bien  plus  conver^ 

gente  et  plus  commode  k  calculer  que  la  série  (U),  (aSi ,  297); 

On  verra  (959)  qu'en  général  si  on  cherche  la  tangente  d*un  aro 

de  plus  de  Sa"*,  il  est  mieux. de  calculer  la  cotangente  de  son  com« 

flément  (11)  par  le  moyen  de  la  série  (Z). 

9 


C'  = 

=  A-^B' 

iy  = 

='A-:^C 

£'  = 

=A*izy 
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CHAPITRE   VI. 

I 

Des  Tables  trigonoméiriques  en  nombres  naturels. 

5o5.  On  ne  peut  avoir  que  d'une  manière  frès*approcliée  la 
valeur  des  lignes  trigonoraétriques,  si  ce  n'est  cependant  de  quel- 
ques-unes qui  sont  égales  an  rajon  ,  à  sa  moitié,  etc  Ce  défaut 
s'est  pas  une  suite  particulière  de  la  méthode  des  séries  infinies 
données  dans  le  chapitre  précédent.  Les  méthodes  géométriques 
qu'employaient  les  Anciens  ne  donnaient  pour  la  valeur  des  lignes 
Irigonométriqnes  que  des  expressions  qui  contenaient  des  racines 
sourdes  ou  incommensurables  ;  et  Ton  sait  qu'il  n'est  pas  possible 
d'avoir  ces  racines  exactement ,  quelque  loin  qu'on  pousse  l'extrac- 
tion. L'erreur  diminuera  seulement  d'autant  plus^  qu'où  emploiera 
plus  de  décimales  pour  exprimer  la  racine  cherchée* 

3o4«  Considérons  les  arcs  d'un  nombre  entier  de  degrés.  On 
sait  qu'on  ne  peut  assigner  exactement ,  même  sous  forme  in- 
commensurable ,  les  expressions  de  leurs  sinus ,  si  ce  n*est  pour 
l'arc  de  S""  et  ses.,  multiples.  Nous  donnons  ici  ces  expressions  ^ 
les  seules  qu'on  obtienne  exactes,  et  nous  les  donnons ,  autant  que 
nous  l'avons  pu,  simples  et  propres  à  en  dévoiler  la  correspon- 
dance réciproque^  Nous  indiquerons  ensuite  comment  oà  j  parvient* 

Sin.   6-  =  -   \    (V5  +  i)+    ;^    1/(5- ï/5). 

9*=     i^(V^5H-0-      ;      t/(«-V5). 
Sin.  ,2-  s-  -  if  (v/5  -  0  +   ^    v^(5  +  i/5). 

«^•>^*=     Sï^  (1/5-0. 


Sin. 
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Sin.  i8« 
Sin.  ai' 
Sin.  34* 

Sin.  37" 
Sin.  3o» 
Sin.  53» 
Sin.  36* 


in.7a- 
8în«75* 


1 
4 


»  3 


l/3+t 
8(/a 


v3+  I 


S«'  V  =  -5^7^ 


Sin.  4a* 
Sin.  45* 
Sin.  48^ 
Sin.  5i* 

Sin.  54* 
Sin.  57» 
Sin.6o* 
Sin.  65- 
Sin.  66- 


1 
^  S 

1 
T 

I 
4 


8v^a 

il 
1 


Sin.  69*==^ 


/5~ 
|/5  + 


|/5 
V^5 


1/5 


V^5  + 

V/5-. 


1/5- 
|/5  + 
t/5  + 


/5-. 
V^5  + 
|/5  + 


). 


)  +  i^  j/(5 -- v/5). 


) 


V^(5  -  v/^ 


4V» 


)  +  ^^/(5  +  V5). 


) 


ir 

1 

a|/a 
8 


i/<5-|/5y. 


)+  î^    1/(5  + V^5). 


)+ 


AV» 


y  (5 + v'S). 


)  +  ^|/(5 


/5). 


)+.  2^2+1  v/(5  4-V5). 


)  + 


V(S  -  v'S). 


)  +     J     V(S  -H  1/5); 
)  H-  ^%^  V'ÇS  - 1/5). 


•»/» 


t 


(V^5Hî«). 
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Sifl.  78-  =      g     (v/5  -  0  +  ^    v/(5  +  v/5). 

Sin.84'=    -i^     (v/5  +  i)4-   ~5     v/(5-/5). 
Sin.  87- =  i|~^  <  V/5  -  0  4- -i^ /(5  H- /5). 

Sin.  go""  =:  x« 

305.  Pour  comprendre  ces  eipressions ,  il  fàvA  commencer  par 
les  plus  simples.  La  valeur  de  siii.  go''  est  arbitraire  (38).  Nous 
avons  déjà  trouvé  (  Si ,  80,  79),  celles  de  sin.  5o** ,  de  sin«  45* ,  et  de 
sin.  Go'^szcbs.  3o'.  On  en  déduit  (II.  2:),  sin,-  »5^a=:  siri.  (45* -^3o*) 

=  sin.  45^  COS.  3o*  —  cos,  45^  sin.  5o*  =s  —  X  -^ — r^  X  ^  =  -^ 
(^/5— 1).  Ensuite  la  formule  (I.  i5<^)  donne  sin.yS*  =8in.(6o*H-  i5*) 

s=  sin.  i5'  -4-  su*  A^  5=  -^^ —  •—  — —  •4-  -r-  î=  -^^  •— +  "tt- 

ai/a 

306,  Cnel^hons  maînfenaAtl'etpression  de  sîn.  iS""^  ou  du  demi* 
Fig.3t.e6té  du  décagone  inscrit.  Soit  AE,  ce  côté',  Tangie  C  sera  donc 

de  56*.  Du  point  A  comme  centre,  et  de  l'intervalle  AE,  je  coape 
CE  en  F,  et  je  mène  la  ligne  AF.  J'ai  AE  ss  AF ,  et  AFE  = 
AEF  =  72%  Donc  FAE  =  0  =  1  CAE  =  CAF.  Donc  aussi  CF 
s  AFs=AE.  Mais  4es  triadgles  isoscèlea^CAE ,  FAE  ont  l'angle  E 
commun,  et  sont  par  conséquent  semblables;  donc  CE  :  AE  :: 
AE  :  FE  ::  AE  :  CE ~  CF  ::  AE  :  CE  —  AE.  Soit  AEs=  «,  et 
le  rayon  CE  s:  i  *,  alors  le  premier  rapport  et  le  dernier  donnent 
.  2  :  or  ::  a;  :  î  "^x,  à^oà  x^:=  i.'^Xf  éc^uation  de  lai^uelle  résulte 
a:c=  — ^H-Vf-  Donc  l-r  ou  sin.  i8*  =  —  V+ i  V^5* 

507.  On  a  ensuite  sin.  73*2=  cos.  i8'==V0  —  «iû/iS*);  puis; 
sin.  54*  s=:  sin..(72*  — »  18^)7=  «1°*  7^*  <5os*  18**  —  cos^7a*  sija.  i8*  =r 
cos*.  i8*  —  sin.'  i8*  s=;  i  — -asin.^  i8*.  Et  enfin^  sin.  36*  s=  cos. 54*^ 

=:ï/(i-siii.'54-). 

3o8.  De  ces  expressions  ainsi  trouvées  ^  on  tire  toutes  les  autres  > 
au  mojen  ou  des  formules  (II.  iV^*)/  ^^  de  la  forawlê  (I.  i5^)^ 


.*.•»     .•»t* 
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qu*on  doit  préférer  autant  qu'il  se  peut,  en  opérant^  comme  on  V$^ 
vu  (5o5). 

"  509.  Dé  k  table  (5o4)  j'obtiens  aussi,  au  mojert  de  la  formula 
(î,  5i«),  les' expressions  ci-aprèfs*^e  quelques  tangente». 

Tang,  i5^  ==  a  — /5  î  tang.  i8v=  j^(,  ^  ^)  ; 
Tang.  3o«  =  ^i  tang. '56»  =?  y(5'— 3V/5)  j 

Ta«g.54"  =  l/(i+^)vtang.6o'==v/5j    "  .   ; 

Tang.  72^=:ï/(5  +  !h/5)j  tang.  75^t=:a-h|/5.    - 

3ïo»  Pour  arriver  à  des  expressions  aussi  simples,  Partifice  con- 
siste à  faire  disparaître  le  dénoininatein:.  £n  voici  vm  exemple^ 

Tang.;i5'  =^  (v^3 -  1) ,:  ^^W^  +  0  =  •^.  Or bn  sAit 

que  le  produit  de  la  différence,  de  deux  quantités  multipliée  par. 
leur  somm^ , est  égal  à;la  différence  entre  le^  quarrés  de  ces  même^ 
quantités.  Par  exemple  ,  (a  —  A)  (a  +  i^)xsa*  — &•.  Donc,  pour 
faire  disparaître  le  radical  du  dénominateur  ,  je  n'ai  qu'a  consi- 
dérer (y'S-f- i).  comme  la  somipe  de  deux  quantités,  et  la  mul- 
pliant  par  la  différence *(v/ 5 —  i),  j'aurai  pour  produit  la* diffé- 
rence des  quarrés,  ou  (3  ~  i)  =  a.  Donc  (  i8,  17) ,  tang  i5*  = 
(v/5— i)*  :2  =  (4  — 2/5)  :  a==3--»/5. 

'3ii.  Polir  parvenir  au  but,  il  est  quelquefois  à  propos  d'éle>ref 

anquarré.Par  exemple,  tang.  18^=  \  (y  5 —  1)  :  -^j-  ^/(5  +  i/5)=: 

^|/5— lï)  :  |/av/(54-(/5).  Domc  tang,»  i8*  =  (5-^3^/5  4-i)  : 

:  (5+  V/5)  (5-v^5>=  (5-2  y/5)  :  5=i:  1  — ^. 

5i3.  Les  expressions  finies  (3o4^  Sng)  peuvent  être  utiles  dan» 
)a  théorie  des  poljrgonçs  et  dans  les  problèrnes  n^capiques.  Quant 
au  bot  .de  ce  chapitre ,  les  expfessions^  modernes  sont  préférables* 

^  5i5.  Les  lignes  trigonométriques  ont  été  calculées  par  les  unt 
Avec  dix,  par  d'autres  avec  quinzechiflRrèSi  II  faufrdoiize  dédimftles, 
en  supposant  B  =  i  ,'pdur  avoir  avec  {tr^oisioK  les  secondes  .eti  lea 
dixisèflDM  de  seconde  ^  ldi:0qVil  s'agit  ou  des  ûtw  ,de«  angles  qtii 
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diffèrent  très-pett  ^de  go''^  ou  des  cdsiaus  des  angles  de  quelques 
secondes  seulement.  Cependant  les  tables  les  plus  communes  sont 
réduire;*  à  sept  c}éç^ma]e.s^  parce  qu'elles  sont  d*uu  usage  plus  corn* 
mode  et  d*une  exactitude  suffisante  dans  la  plupart  des  cas.  Elles 
contiennent  les  sinus,  tangentes  et  sécantes»  de  minute  en  minute^ 
depuis  o""  jusqu'à  90"",  et  par  conséquent  les  cosinus,  les  cotan* 
gentes  et  les  cosécantes  (7»  ii).  Ces  tables  servent  aussi  pour  les 
arcs  de  plus  de  go%  (54 ,62).  On  ne  peut  qu'admirer  la  patience 
de  ceux  qui  les  ont  construites  par  des  mojens  extrêmement  pé- 
nibles ,  sans  le  secours  du  calcîul  différentiel  et  de  tant  de  formule^ 
qu'on  a  trouvées  depuis* 

Si4«  Je  suppose»  i""  qitte  dans  de  certains  calculs  qui  exigent  de 
la- précision.»  on  désire»  comme  il  arrive  quelquefois»  l'expression 
d'une  lig^e  trigonométnque.avec  plus  de  chiffres  que  n'en  donnent 
les  tables}  les  mojens  les  plus  èxpéditifk  seront  alors  ceux  qui  sont 
îïidiqués  dans  le  chapitre  précédent  :  2\  qu'on  veuille  calculer  de 
nouvelles  tables  avec  plus  de  décimales  qu^on  ne  Ta  encore  fait  j 
pour  y  parvenir ,  voici  la  méthode  que  je  préfère  comme  très* 
rapide. 

Je  fais  B  =  i""  dans  la  formule  (IL  i5®)  »  d'où  je  tire  alors 
«in.  (A  +  I")  =  a  sin.  A  cos.  i*  —  sin.  (A  —  i"*).  Mais  (I.  22^)  p 
2 sin.  A  COS.  i""  =  2  sin.  A  —  4^^°.''  3o'  sin.  A.  Donc 

sin.  (A+  i'*)=:sin«  A  +  sin.  A  — sin.  (A —  i**)  — 48Îii»*5o'8ln»A« 

3i5.  Dans  cette  formule»  donnée  par  M.  Delambre  »  observez 
que  les  deux  termes  du  milieu  sont  la  différence  première  entre 
sin.  (A  — <  i^)  et  sin.  A.  Or  quand  vous  voulez  calculer,  sin.  (A+  iO# 
il  est  bien  entendu  que  vous  avez  déjà  calculé  les  deux  sinus.  pcé« 
cédens»  en  ajojatant^u  premier  le.ur  différence  que  par  conséquent 
TOUS  connaissez.  De  cette  différence  retranchez  la  valeur  de 
4«in.^3o'sin.  A  (valent  qui  coostitae  la  différence  seconde  ou,  la 
différence  entre  les  différences  premières)  1  tt  a|outez  le  reste  k 
sin.  A.  C'est  en  quoi  consiste  toute  l'opération  pour  avoir  la  valeuc 
de  sin*  (A 4-  i^i  et  on  voit  qu'elle  se  réduit  au  calcul  de  4^^^**  ^0^ 
s;ni,  At  que  noua  ramènerons  à  une  simple  addition  très-abrégée. 

5i6.  Voie!  donc  la  marche  pour  construire  en  peu  d'henves  una 
taUe  de  sioas'^  de  degré  tn  àtgjcé.  Calculez  d'abord  les  sinus  des 
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arcs  de  80'  et  de  i""^  par  les  mejens  préparés  et  déjà  appliqués 
(272  à  ^74)  9  mais  avec  3  ou  4  décimales  de  plus  que  .Yoiis  ne  vous 
l'êtes  proposé ,  afis  que  le  deroièr  chiffre  des  sinus  de  la  table  :soit 
aussi  exact  qu'il  est  possible,  poublez  le  sinus  de  Zo'  ;  ËDrmez  le 
quarré  de  cette  quantité  ainsi  doublée  ,  et  les  multiples  de  ce 
quarré ,  comme  il  a  été  indiqué  (ayS).  Ces  préparations  faîtes  , 
les  multiplications  de  4sin/  3o'  par  les  valeurs  successives  de  sin.  A 
n^exigeront  que  peu  de  momens  (:274)* 

517.  Soit  donc  A=  i*.  La  formule  (5i4)  vous  donne  d'abord 
sïn,  a**  s=  sin.  i*  -+•  sin.  1*  —  48in,*  3o'  sin.  i*.  Calculez  le  dernier 
terme  par  la  méthode  (2j4)f  et  retrànchez-Ie  de  sin.  i^.  Le  reste 
ajouté  à  sin.  i"*  sera  la  valejH*  de  sin.  :i*.  Ce  reste  est  par  conséquent 
aussi  la  différence  entre  sin.a^  et  sin.  i*,  ou  la  différence  première 
qui  sert  à  former  le  sinus  de  3"* ,  puisqu'on  a  sin.  3""  =:  sin,  2""  -f- 
sin.a'^— -'sin.  i*— 4^în.*3o'8in.2\ 

3i8.  Continuez  ainsi ^  de  degré  en  degré,  jusqu*à  So"*;  puis,  vous 
avancerez  plus  encore  ,  en  recourant  aux  formules  (I.  iô%  i5*^), 
daûs  lesquelles  vous  substituerez  de  nouveau  1%  2''....2g'',  au 
lieu  de  A. 

319.  Les  mêmes  règles  serviront  à  construire  les  sinus  de  minute 
en  minute^  en  écrivant  partout  (3i4à3i8)  minute  aq  .lieu  de 
degré,  et  30"^  au  lieu  de  3o'.  Mais  l'égalité  successive  des  différ 
rences,  ou  premières,  ou  secondes^  ou  etc.  suffira  souvent  sans  autres 
calculs. 

5!20.  Le  calcul  des  tangentes  ne.  présente  pas  autant  de  faci* 
lité  que  celui  des  sinus.  En  examinant  les  formules  connues 
jusqu'à  présent,  il  nous  semble  qu'il  n*j  en  a  aucune  qui  soit 
aussi  propre  à  abréger  le  travail ,  que  la  formule  nouvelle  que^ 
nous  avons  donnée  (I.  43«}.  Lorsque  les  tangentes  sont  une  fois 
calculées  jusqu'à  45''  >  on  aura  alors  les  autres  par  de  simples  addi- 
tions, au  mojen  de  cette  formule  transformée  comme  il  suit, 
tâng.  (45^  4-^  A)  =  2  tang.  A  +  tang.  (45*  —  f  A). 

Quant  au  calcul  des  tangentes  jusqu'à  4^"*  >  on  y  procédera  par 
la  voie  qui  me  semble  la  moins  laborieuse  de  celles  dont  on  a  fait 
mage  jusqu'ici,  c'est-à-dire  au  nfiojren  de  la  division  du  sinus  par 
le  conniis  (I.  3i«).  It  faut  alors  se  servir  des  sinus  et  des  cosinus 
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eomtne  on  les  aura  déjà  caActAéê,  c'est-à-dire  avec  dense  on  frôts 
chiffres  de  plus  que  ce  qu'on  en  veut  mettre  dans  la  table,  et  employer 
la  méthode  abrégée  dbnt  nous  donnerons  un  exemple  (35^  )• 

521.  Les  tangentes  calculées^  on  aura  les  sécantes  (40  par  de 
«impies  additions,  au  mojen  de  l'une  ou  l'autre  des  formules 

(I.  gc,  io«),  en  se  rappelant  que  co^c.  3=g-jr->  (S;).  On  aura  par 
conséquent  coséc.  A  ===  ^^-^ — ^  ^"^'  *  -  =c  cot.  A  -f-  (ang.  |  A* 

323*  Après  avoir  vu  comment  on  peut  ou  construire  des  tablés 
ou  calculer  immédiatement  une  ligne  trigonomStrique ,  il  est  ^ 
propos  de  dire  quelques  mots  de  l'opération  inverse.  Je  suppose 
que  par  le  résultat  d*un  calcul  on  ait  une  Tigne  trigonométrique 
exprimée  avec  plus  de  décimales  que  les  tables  n'eil  donnent,  et 
qu'il  importe  de  savoir  la  mesure  exacte  de  Tare  auquel  celte  ligne 
correspond.  A  l'exception  des  cas  énoncés  (SiS)^  les  tables  ordi- 
di^airef  à  7  décimales  suffisent  pour  faire  connaître  un  arc  avec 
toute  la  justesse  dont  on  peut  avoir  besoin  dans  la  pratique.  Si 
donc  on  a  une  expression  avec  un  plus  grand  nombre  de  décimales^ 
on  négligera  celles  qui  suivent  la  septième^  et  on  aura  par  les 
tables  l'angle  cherché.  Mais  s'il  s'agit  de  l'expression  du  sinus  d'un 
arc  de  près  de  go'^  ou  du  cosinus  d'un  angle  très-petit^  il  faut  avoir 
Tecours  à  la  série  (S),  (340*  ^^  substituera  dans  cette  série  Texpres- 
sion  donnée,  au  lieu  de  sin  A>  et  on  calculera  autant  de  termes 
qu'il  sera  nécessaire  pour  avoir  avec  précision  la  valeur  de  l'arc  A, 
ou  de  (go^'-^A^j  dttns  le  cas  où  l'exptessioa  serait  celle  d'un 
cosinus. 

5^5.  Pour  abréger  le  calcul,  soit  sin.  A=:a;  en  supposant, 
d9  la  même  manière  qu'on  â  déjà  vue  plus  d'une  fois , 

Acsso^-f — ^^—^  —,  etc. ,  on  aura 


f7  =  ta»  I  jB  etc, 

?94«  La  loi  de  la  série  cird^ssua  et  celle  des  coefficiens  nnm4« 
fiqiAes  dans  les  valeurs  de  J8 ,  C ,  P ,  etc.  sont  manifestes.  On 
l^ai^ra  ^*  commp  npp»  ayons  fait  pour  A*,  (973) }  et  quand  on  aura 
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trouvé  la  valeur  de  A  ^  on  cherchera  dans  la  table  (A A)  &  combien 
de  degrés^  de  minutes,  de  secondes,  etc.  elle  correspond. 

On  s'épargnera  de  pareilles  fatigues  en  bien  des  cas  ,  si  Ton  est 
pourvu  des  tables  trigonométriques  de  Gardiner. 

3a5.  Nous  supposons  en  général  le  lecteur  muni  de  tables  de 
trigonométrie  ;  elles  sont  absolument  nécessaires  pour  Téhide  et 
pour  la  pratique  de  cette  science.  Cela  présupposé  »  nous  conseillons 
de  s*exercer  à  vérifier  les  séries ,  avec  peu  de  termes  pour  y  em- 
ployer peu  de  temps ,  ainsi  que  les*  formules  contenues  dans  ce 
chapitre  et  dans  le  précédent.  En  fête  des  tables  on  trouve  ordi« 
nairement  des  instructions  sur  leur  usagCé  Nous  j  ajouterons  deux 
observations  indispensables. 

3a6.  En  premier  lieu ,  les  lignes  trigonométriquea  des  tablei; 
ordinaires  semblent  rapportées  à  un  rajon  de  looooo  parties.  Dans 
le  fait  on  peut,  en  divers  cas*  omettra  les  deux*  derniers  chiffret 
séparés^  sous  la  forme  de  décimales,  par  le  point  ou  par  la  virgule  : 
(nous  préférons  la  virgule,  parceque  le  point  est  souvent  le  signe 
de  la  multiplication).  Mais  quelle  qu*ait  été  la  raison  dé  construire 
ainsi  les  tables,  il  n*en  résultera  aucun  embarras  /  si  on  se  rappelle 
la  règle  (58).  La  série  (26j)  dérivée  de  formules  dans  lesquellet 
ou  a  su[^sé  Rss  I ,  donne,  par  exemple  ,  sin^.  8"^  so^iSgiySi; 
Soit  R'  =  lOOOQo^  on  aura  (Sg),  sin.'S*  =  R'  sin.  8»  =s  »39i7^3i  ; 
c'est  ce  qu'on  trouve  dans  les  tables  pour  cette  valeur» 

3a7.  Dans  la  pratique ,  il  est  plus  utile  de  prendre  |es  nombre» 
des  tables  tels  qu'ils  doivent  être  (lans  la  supposition  où  R  =  1 5  ce 
qui  est  facile  en  avançant  la  virgule  de  cinq  chiffres  à  gauche; 
et  c'est  ce  que  nous  ferons  toujours,  parce  qu'on  se  dispense  ainsi 
de  tenir  compte  du  rajon  dans  les  calculs  j  ce  qui  ne  se  pourrait 
sans  des  erreurs  très-graves,  si  on  employait  les  lignes  Irigono* 
métriques  jbous  la  forme  donnée  par  les  tables. 

5^8.  Nous  observons  en  second  lieu ,  que  lorsque  les  différences 
des  lignes  trigonométriques,  de  minute  en  minute,  marchant  éga- 
lement ou  à  peurprës ,  on  peut  se  servir  de  la  règle  de  trois  pour 
trouver  les  parties  proportionnelles  correspondantes  aux  secondes^ 
aux  dixièmes  de  seconde ,  ç(c.  Mais  si  les  différences  sont  notar 
bleme^t  inégales  p  çoxome  il  arrive  pour  les  tangentes  de  7 3*  4 

9 


.85-8'=. .,7+ 

^^    \  85^/=:ll,70i 
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90%  cette  r&gle  ne  s^applîque  plus  avec  lustesse.  Un  exemple  fera 
comprendre  ce  que  nqfis  disons. 

'  S^g»  Qu'on  demande  la  tangente  de  85^  7'  a5^ 

%éGS  tables  donnent 

7447786 
14500S 

Différence » • .  o,  0403783 

.  Si  telle  est  la  différence  de  la  tangente  pour  i^  ou  Go''  de  AiSé* 
yence  dans  Varc  ^  quelle  sera  la  diflfêrence  de  la  tangente  pour  !i5^ 
de  différence  dans  l'arc  ?  Par  la  règle  ordinaire^  on  a 

60'  :  29r  ::  0,0402785  :  x  =  ^^x^^o^^  _  0,0167826  ;  et  en 

ajoutant ..^.^...^^..^...^...^.  xi,7p45oo5,  valeur 

de  tang*  85^  j\  on  aura ....••...•»•..»  11,7313839  pour  la^ 

râleur  de  tang.  85''  7''  25\ 

'  55o.  Cette  opération  suppose  TÎsiblement  que  les  variations  deS« 
arcs ,  lorsqu'^es  ne  sont  que  d*nne  minute ,  sont  proportion- 
Belles  à  celles  des  lignes  trigonométriques  ;  ee  qui  en  effet  a  fou-^ 
jknird.lieu  pour  les  sinus ,.  dans  les  tables  qui  n*ont  que  sept  dé^- 
cinjales  seulement.  Mais^  il  n^én  est  pas  ainsi  des  tangentes»  Dans 
fe  cas  présent  j^ 

tang.  85"  f — tang.  85*  6'  =  a,  o4ooo56 
tang.  85*»  9'  —  tang.  85*  8'  =  o ,  o4û5545» 

En  comparant  ces  différences  avec  la  diffc^rence  intermédiaire 
trouvée  ci-dessus ,  0,040378?,  (5^9)  >  on  voit  qu'elles  procèdent 
avec  une  inégalité  assez  considérable  y  et  puisqu'on  la  néglige  dans 
là  proportion ,  le)  résultat  ne  peut  être  exact* 

55i/Tl  faut  dans  ee.ças^  avoir  recours  à  la  formule  rîgoureusa- 
(f  II.  55^  ) ,   qui  ,    pour.  35^^   de  variation    dans    Tare  ,   donner 

^  tang.  85?  7^  =e  ,     p.  T'.^^l,    ,  ,^  . 

^         ^,  /  coa.  8i5^  7' C08. 85^  7' flSr^  j 
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Or  \è$  fabtes  donnent  cos.  85^  7'  = 0^0851171  ;  et  par  le 

moyen  de  la  règle  de  trois  ,  on  a    ^ 
«o«.«5*7''a5^a=  •• • o,o85oo65 


Produits 


0,00733634^  dwiseurl 


0^01674937 }  ^uoticnU 


Donc  COS.  85*  7'  x   cos.  85*  7'  aS'  = 

Sm%  s5'  =  0,0001 3  i2ro34a  $  di$^idcndc^ 

488400a 

542 I 98 

35654 

6709 

196 

Si 

o. 

S3a«  Dam  tetie  division  faite  conformément  &  la  formule  >  il  faut 
observer  que  pour  avoir  avec  exactitude  le  dernier  chiffre  du 
quotient^  nous  avont  commencé  du  troisième  chiffre  effectif  du 
quotient  après  la  virgule^  et  non  du  second  ,  à  négliger  dans  la 
multiplication  les  unités  du  produit  de  ce  chiffre  par  le  dernier  du 
diviseur.  De  même  pour  le  quatrième  chiffre  effectif  du  quotient  ^ 
fions  avons  omis  son  produit  par  le  dernier  du  diviseur ,  et  les 
imités  de  son  produit  par  Tavant-dernier  ;  pour  le  cinquième  du 
quotient^  le  produit  par  les  deux  derniers  du  diviseur,  et  les  unités 
du  produit  par  l'antépénultième;  et  ainsi  de  suite ,  en  pon<Huant 
successivement  les  chiffres  du  diviseur,  à  mesure  que  la  multi^ 
plieation  commence  par  chacun  d'eux.  C'est  la  méthode  connue 
pour  abréger  la  division  des  décimales;  elle  est  analogue  à  celle 
qu'on  a  déjà  vue  (275),  et  qui  abrège  leur  multiplication.  Pour 
avoir  le  quotient  exact  avec  sept  décimales  effectives,  nous  avons 
pris  le  dividende  avec  deux  décimales  de  plus  que  n'en  a  le  di- 
viseur ,  sans  compter  les  zéros  qui  commec  cent  ces  deux  nombres. 
Nous  avons  tiré  de  la  table  (AA)  la  valeur  de  ce  dividende  ou  de 
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sîn.  a5'  î  car  on  peut  prendre  Parc  au  lieu  du  sinus  j  et  s'il  n'excède 
pas  une  minute ,  avoir  encore  au  moins  dix  décimales  exactes  > 
comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître  en  calculant  sin.  l' par  le  moyen 
de  la  série  (W) ,  (267). 

333.  Après  ces  remarques  nécessaires  à  l'intelligence  de  Topé- 
ration^  examinons-en  le  résultat. 

On  a  donc  (33i),  ^  tang.  85*  7'  =:   0^0167493 

En  ajoutant tang.  85'  7'  =  ï  i,7o45oo5 ,  la  formule  rigou- 
reuse donne  tang.  85*  7'  a5'  =  11,7212496.  On  a  trouvé  (329) 
par  la  règle  de  trois 1 1,7212829.  Donc  Terreur  de 

la  règle  de  trois  est 6,oooo333. 

354.  Tl  faut  en  conclure  que  lorsqu'on  veut  avec  exactitude  les 
tangentes  de  73*  à  90"",  on  doit  chercher  les  parties  proportion- 
nelles pour  les  secondes  par  le  moyen  de  la  formule  différentielle 
(II.  33«).'  On  emploiera  lautre  (II.  340  P^^^  ^®^  cotangentes de  o* 
à  I7^ 

335.  Il  est  clair  que  si  la*  tangente  est  donnée ,  et  que  Ton 
cherche  Tare  auquel  elle  correspond ,  alors  la  formule  (II.  33«)  à 
calculer  pour  avoir  les  secondes,  les  dixièmes,  etc.,  doit  s'expri- 
mer ainsi  :  sin.  ^B  ou  ^B  =:=  ^  tang.  B  cos.  B  cos.  (B  +  ^B). 
Faisons-en  Tapplication  au  même  exemple.  Je  suppose  qu'on  de« 
mande  Tare  auquel  correspond  la  tangente  11^7212496.  Je  cherche 
dans  les  tables  la  tangente  la  plus  approchée ,  que  je  trouve  être 
tang.  85"*  7'  =  iii7o45oo3  =  tang.B.  Je  prends  la  différence  entre 
ces  deux  tangentes^  et  je  la  désigne  ainsi  :  ^  tang.B  =  o,oi67493. 
Je  la  multiplie  par  cos. B 3=  cos.  85""  j\  Ce  produit,  que  j'appelieP, 
doit  être  multiplié  par  cos.  (B4-  ^B).  Mais  comme  ^B  m'est  in- 
connue |  je  Tomets  pour  le  moment^  ce  qui  revient  au  même  que 
d'employer  la  formule  (II.  4^0  ^"  ï^®"  ^^  ^^  formule  (II.  33«),  et 
je  n'emploie  que  cns.  B.  En  faisant  le  calcul ,  je  trouve  ^B  =  -P 
X  cos.B  =  0,000121375.  Je  cherche  dans  la  table  (AA)  l'arc  dont 
la  valeur  est  le  plus  immédiateufient  au  dessous  de  cette  valeur  de 
^B-,  je  trouve  que  c'est  Tare  de  20',  et  qu'il  reste  0^000024413» 
Je  trouve  de  même  que  ce  reste  répond  à  un  arc  de  5",  et  qu'il 
reste  encore  0^000000171,  Pour  avoir  la  valeur  de  ce  second  reste 
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en  décimales  de  secondes ,  je  prends  dans  la  même  table  l'arc  d'une 
seconde  =  0^000004848  ^  et  je  dis 

0^000004848  :  i'  ::  0,000000171  :  a:'  =  o^o55« 

Donc  ^B^saS^^oSS.  Donc  Terreur  qui  résulte  de  ce  qu'on  a 
emplojé  COS.  B  au  lieu  de  cos.  (B+  ^B)  ne  va  pas  à  quatre  cen- 
tièmes de  seconde*  Au  surplus  ,  si  on  voulait  une  eiactitude  rigou- 
reuse*, après  avoir  trouvé  ^B  =  35'  à  très-peu-près,  on  recom- 
mencerait la  dernière  multiplication ,  en  y  employant  cos.  (B-f-aS*), 
au  lieu  de  cos.  B,  et  on  aurait  ^B  =  P  x  ces.  85**  7'  a5*  =5 
o^oooiai2t02  =  2t5'  exactement. 

336.  £n  général  on  peut,  sans  erreur  sensible,  employer  la 
formule  (II.  4o*)i  ^^  li^^  de  la  formule  (II.  55«),  dans  cette 
opé  ration  ;  mais  non  dans  la  précédente ,  du  moins  si  ]*on  veut 
la  tangente  avec  précision  (sans  quoi  il  vaudrait  autant  faire 
usage  de  la  règle  de  trois)-,  car  en  employant  pour  cette  opération 
la  formule  (II.  4^0 >  ^^  trouverait  tang.85''  7'  25"^==.  11, 7212258, 
valeur  plus  petite  de  o^oooo238,  que  la  valeur  exacte. 

537.  Les  tables  dont  nous  avons  parlé  dans  ce  chapitre,  se 
nomment  Tables  trigonométriques  en  nombres  naturels  i  ce  qui 
les  distingue  de  celles  auxquelles  nous  allojis  passer. 


CHAPITRE    YII. 

Des  Tables  trigonométriques  en  logarithmes. 

338.  Ok  ne  peut  assez  dire  combien  nom  sommes  redevables  au 
Baron  de  Neper ,  Écossais,  inventeur  des  logarithmes  dont  l'utilité 
dans  les  Mathématiques  est  au  dei^sus  de  toute  expression.  C'est  à 
VAlgèbre  à  développer  la  théorie  sur  laquelle  ils  sont  fondés,  et  les 
services  importans  et  multipliés  qu'on  en  retire.  Cependant  nous 
insérerons  ici  une  partie  des  règles  qui  les  concernent ,  pour  nous 
mettre  en  état  de  traiter  complètement  de  la  construction  des  tables 
trigonométriques  en  logarithmes. 
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559.  Si  Ton  nomme  c  la  caracrérislique  d^m  logaritlime ,  oa 
sait  que  c  + 1  exprime  la  quantité  des  chifires  du  nombre  entier 
correspondant  à  ce  logarithme.  Par  exemple  o,3oio3o  est  le  lo- 
garithme de  a,  et  a,5oio3o  est  le  logarithme  de  200;  or  dans  le  pre- 
mier cas ,  c  =  o;  donc  le  nombre  entier  doit  avoir  un  seul  chiffre, 
et  en  effet  ce  nombre  est  a.  Dans  le  second  cas  ^  c  =:  a  ;  donc  le 
nombre  correspondant ,  300  ,  doit  avoir  et  a  en  effet  trois  chiffres. 
D'après  cette  règle^  il  faut  que  la  caractéristique  des  logarithmei 
des  fractions  décimales  soit  moindre^ue  zéro ,  c*est-à-dire  né- 
gative* Nous  traiterons  seulement  des  logarithmes  des  fractions 
décimales^  parce  que  toutes  les  autres  fractions  peuvent  se  réduire 
à  celles-là* 

540  Les  logarithmes  des  fraeiions  décimales  peuvent  s'exprimer  de 
f:rois  manières  différentes*  Soit  par  exemple  la  fraction  0,75  =3  ^« 
Selon  la  théorie  des  logarithmes  ^  ou  aura  log.  -^^^  =s  log.  75  -*- 
jog.  100  =3  1,87506  -^  a^ooooo ,  en  n'emplojant  ^  pour  abréger, 
que  cinq  décimales  ;  et  en  effectuant  la  soustraction  ,  log.  ^  =^ 
<— 0,13494"  Mais  cette  méthode»  quoiqu*exacte ,  est  absolument 
proscrite^  k  cause  des  inconvéniens  des  logarithmes  négatifs.  Le 
principal  est  qu'on  ne  peut  avoir  par  les  tables  le  nombre  corres- 
pondant à  un  pareil  logarithme^  qu'en  regardant  ce  nombre  comme 
le  dénominateur  d'une  fraction  ajant  l'unité  pour  numérateur* 
D'où  il  suit  que  le  nombre  correspondant  k  chaque  différent  loga- 
rithme négatif  a  un  dénominateur  différent^  et  qu'on  a  ainsi  des 
fractions  qui  ne  jouissent  pas  de  l'avantage  qu*ont  les  fractions 
décimales  >  d*être  immédiatement  comparables  entre  elles. 

541.  La  secx)nde  manière ,  adoptée  par  quelques  Auteurs ,  con- 
siste à  effectuer  la  soustraction  sur  les  seules  caractéristiques.  Par 
exemple  ,  log.  ^  3=  1,87506  •—  2,00000  =  —  i  +  0,87506  j  cb^ 

qu'ils  écrivent  encore  comme  il  suit  :  7,87506.  Cette  manière  est 
expéditive;  mais  elle  n'est  pas  la  plus  usitée,  parce  qu'elle  nécessite 
aussi  l'emploi  du  signe  négatif,  et  qu'il  faut  de  l'attention  pour  ne 
pas  se  tromper  dans  les  deux  opérations  contraires ,  l'addition  des 
décimales  et  la  soustraction  des  caractéristiques.  Voici  un  exemple 
de  celte  manière  ;  ajant  trouvé  le  log.  de  ^ ,  je  suppose  ^u'oA 
chficche  par  h%  logarithmes  le  produit  de  >  a  par  ^^  ; 
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log.  la  =  1,07918 
log.  rà  =  r,875o6 

Somme  ou  log.  (  la  x  1^*0  )  =  log.    9  =  0,95424 
Et  tel  est  en  efièt  le  log.  de  9  dans  les  tables. 

Nous  croyons  devoir  avertir  que  quelques  Auteurs  ometfen* 
dans  les  tables  la  virgule  entre  la  caractéristique  et  les  décimales. 

54a.  Venons  à  la  troisième  manière ,  qui  semble  plus  générale- 
ment suivie.  Comme  il  ne  peut  arriver  dans  aucun  calcul  qu'on  se 
trompe  de  dix  miJIe  millions,  on  ne  court  aucun  risque  de  supposer 
k  caractéristique  plus  forte  d'une  dizaine  d'unités,  toutes  les  fois 
que  cela  sera  nécessaire,  pour  l'avoir  toujours  positive^  Ainsi  dan» 
l'exemple  proposé,  si  on  fait  log.  /^=  11,87506—3,00000,  oa 
aura  log.  0,76  =  9,87506  :  mais  sui^UMit  la  règle  générale  (33q)  , 
9,875o6=log.  7500000000-,  donc  pour  que  ces  caractéristiques  ainsi 
confondues  induisissent  en  erreur,  il  faudrait  se  tromper  au  point 
d'employer  750a  millions  au  lieu  de  /^  ou  des  |  d'une  unité  ',  ce 
qui  est  impossible 

^  345.  Si  l'on  observe  que  9,87506=  10  —  o, «494,  on  en  conclura 
I  .  qu'il  est  facile  de  converUr  en  logarithme  positif  tout  logarithme 
négatif,  (340)  j  X'  que  la  caractéristique  du  log,  d'une  fructio» 
■ecimale  est  toujours  moindre  que  la. 

o"^  ? V^**"?*"*  '*^*'*  caractéristique,  en  a  donc  log.  0.75=* 
9,87506.  Par  la  même  raison,  log.  0.075 «log.  r||^«:  8,875o6î. 
k,g.  0,0075  =  log.  rîr'^  =  7,87506-,  et  ainsi  de  suite.  D'où  résulte 
cette  Pègle  :  le  logariihme  d\une  fraction  décimale  a  pour  carac^ 
tinstique  le  camplémerU  à  9  du  nombre  des  zéros  qui  se  trouvent 
de  suite  aprèsUa  virgule  dans  la  fraction  donnée. 

545,  De  cette  règle  il  suit  que  quand  on  aura  le  logaritlrme  d'une 
In  *r  ?*;?™*î*'  P°«  connaître  cette  fraction ,  on  cherchera 

te^rclJÎ-r  .*  ''"•*  7™'''"  '^^""^  ^*  logarithme  donné,  sans 
•emrcomptedelacaractéristique^puison  mettra,  avant  le  nombre 

m?^  ;.  "°  ^   ?  f"^^*  ^^  **  "^^""S"**  **  ^'«"*a"t  <*«  2^w»  q«*il  Sian^ 
quait  d  unités  a  la  caractéristique  pour  qu'elle  fiît  égale  à  9.  Tonir 

.  «era  facile  a  entendre  ,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  aux  exemple» 
¥»  précèdent  et  à  ceux  qui  suive»*.      . 
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546.  Nous  avons  dit  que  le  log.  d'une  fraction  décimale  a  tou- 
jours une  caractéristique  moindre  que  lo;  de  là  il  suit  que  dans 
r addition  des  logarithmes  des  fractions  décimales ,  on  ne  doit 
pas  tenir  compte  des  dixaines  de  la  caractéristique  dé  la  somme. 
On  les  supprimera  donc  ;  et  il  en  résultera  que  si  le  log.  d'une  somme 
doit  être  celui  d'un  nombre  entier ,  la  caractéristique  se  trouvera 
exacte  et  sans  augmentation;  et  que  si  ce  logaritbme  doit  être  celui 
d'une  fraction ,  la  caractéristique  sera  conforme  à  la  règle  (544). 

347.  Par  exemple ,  si  Ton  cherche  par  les  logarithmes  le  produit 
de  24  X  Op'jS,  on  aura  log,  34  =    i,58oai 

log.  0,75  =    9,87506 

somme  11^25537 

£n  négligeant  les  dixaines  de  la  somme ,  nous  aurons  seulement 
1^25527,  et  Terreur  qui  résulte  de  la  règle  (544)  ««^f^  détruite, 
puisque  ce  nombre  est  le  logarithme  exact  de  18  =  24  X  0;75« 

Mais  si  Poa  chercbo  le  produit  de  0^7$  X  0;4#  oa  f^^^^ 

log.  0,75=   9,87506 
log,  0,4    =    9,60206 

somme  19,477131 

Par  la  suppression  des  dixaines,  la  somme  se  réduit  à  9,477^^5 
et  il  est  alors  aisé  de  voir ,  d'après  la  règle  donnée  (544)  t  q^©  la 
caractéristique  indique  une  fraction  décimale  j  et  que  le  logarithme 
trouvé  est  celui  de  o^5  =?  0^76  x  o^4* 

548.  Qu'on  observe  donc ,  comme  une  règle  générale ,  de  sup- 
primer toujours  les  dixaines  de  la  caractéristique.  Ainsi ,  pat 
exemple ,  s'il  s'agit  d'élever  une  fraction  décimale  à  une  puissance 
donnée;  puisque  le  carré  de  0,4  est  0,16,  on  aura  2 log. 0,4  = 
19,20412  i  et  on  écrira  seulement  9^20413.  De  mème^.  si  l'on  veut 
par  les  log^itjioies  le  cuba  de  o>4  qui  est  0,064  >  on  aura  5  log.  0,4 
=?=  28,80618,  et  op  écrira  8,80618.  On  voit  que  nous  avons  négligé 
d^ans  la  caractéristique  une  diiaine  ppur  la  seconde  puissance ,  et 
deux  pour  la  troisième  j  on  en  supprimerait  trois  pour  la  quatrième  1 
et  ainsi  de  suite. 

549*  Conclaous  de  U  que  pour  Textractiou  des  racines  ^  qui 
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«st  Pop^ratîon  mverse,  il  faut  suppléer  ces  dixaines  négligées: 

9aDS  quoi  Je  calcul  ne  pourrait  être  exact.  On  écrira  donc,  ou 

on  sous-entendra  m—  i  de  dixaines  avant  là  caractéristique^  en 

appelant  m  l'exposant  du  radical.  Ainsi  on  suppléera  une  dixaine 

pour  la  racine  quarrée ,  deux  pour  la  racine  cubique ,  et  ainsi  de 

suite  Par  exemple ,  pour  avoir  par  le  moyen  des  logarithmes  la 

racine  cubique  de  0,064,  dont  le  logarithme^  suivant  la  règle  (544) 

est  8,80618  *,  avant  de  diviser  ce  logarithme  par  S  ,  suppléez  deux 

dixaines  à  la  caractéristique  >  en  écrivant  28,8061 8 --,  le  quotient 

3 
de  la  division  >  9,60206^  sera  le  logarithme  de  0,4  =  V^o,o64» 

55o.  Je  me  suis  un  peu  étendu  sur  les  logarithmes  des  fractions 
décimales,  à  cause  de  Tusage  continuel  qu'on  en  fait  dans  la  Tri- 
gonométrie. Les  tangentes,  jusqu'à  4^''f  et  tous  les  sinus  ne  sont 
que  des  fractions  décimales ,  lorsqu'on  suppose  R.  =  i .  Les  carac- 
téristiques de  leurs  logarithmes  sont  aussi,  dans  les  fables^  con- 
formes à  la  règle  que  nous  avons  donnée  (544)-  Quant  aux  tan- 
gentes des  arcs  plus  grands  que  de  4^^^  quelques  tables  emploient 
pour  caractéristiques  ip ,  11,  etc.  Dans  ces  tables^  les  lignes  trigo- 
nomé triques  sont  considérées,  non  comme  parties  de  R  =  i ,  mais 
comme  parties  de  R=:  1 0000000000.  Lorsque  je  prends  les  loga* 
rithmes  dans  ces  tables ,  je  néglige  constapiment  la  dixaine,  m'en 
tenant  à  la.  seule  supposition  que  R  p=:  i  ^  comme  à  la  plus 
commode* 

35i.  Les  tables  trigohométriques  en  logarîlhmes  ont  été  calcu- 
lées par  Briggs  avec  quinze  chiffres  pour  chaque  centième  de  degré, 
{Trigonometria  Britannica ,  Goudae ,  i655 )  ;  et  par  Adrien  Ulacq , 
avec  on;ee  chiffres,  de  dix  en  dix  secondes,  (  Trigonometria  arti^ 
jiclalisy  Goud^,  i655).  Ces  tables  >  devenues  aujourd'hui  très- 
rares,  ont  été  réduites  à  huit  chiffres  par  Gardiner,  dont  l'étiitioa 
donnée  à  Londres  en  1743»  ^  ^té  réimprimée  en  plusieurs  endroits» 
Elles  contiennent  aussi  les  logarithmes  des  nombres  jusqu'à  looooo  \ 
et  par  le  moyen  des  parties. proportionnelles  qui  y  sont  insérées, 
elle«  les  donnent  aisément  .jusqu'à  un  million.  Ce  sont  les  tablés 
les  plu$  généralement  adoptées.  En  1795,  Firmin  Oidot  les  a  . 
publiées  à  Paris  par  la  méthode  stéréotj^pe,  au  mo/en  de  laquelle  j 
seront  corrigées  tou^s  le3  erreurs  qui  pourront  se  découvrir. 
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55a.  Je  suppose  actuellement,  comme  je  l'ai  fait  pour  les  lignes 
trigooométriques  en  nombres  naturels ,  qu'on  ait  besoin ,.  dans 
certains  cas,  de  leurs  logarithmes  avec  plus  de  chiffres  que  n'en 
ont  ceux  des  tables  que  l'on  possède*,  ou  bien  que  l'on  veuille  cons- 
truire de  nouvelles  tables  plus  étendues  que  celles  qu'on  a  faites 
jusqu'à  présent:  voyons  quels  sont  alors  les  mojens les  plus expé* 
ditifs  pour  résoudre  ces  questions.  Les  facilités  qui  en  résulteront^ 
seront  utiles  pour  abréger  en  général  le  calcul  du  logarithme  d'un 
nombre  quelconque. 

353.  Problème.  IJn  nombre  étant  donné,  trouver  son 
logarithme. 

Dans  la  théorie  des  logarithmes,  l'équation  fondamentale  est 

b  ^=::'n ,n  représentant  un  nombre  quelconque,  X  son  logarithme >. 
b  la  base  du  système.  De  là  naissent  les<  trois  conséquences  qui 
suivent. 

554.  Chaque  valeur  différente  de  la  base  con%ûtae\m système  dif- 
férent de  logarithmes.  II  est  inutile  d'observer  qu'en  changeant  b^ 
i^faut  aussi  changer  Â  dont  dépend  l'égalité  avec  un  même  nombre  /z*. 
Il  est  de  même  évident  que  l'équation  ^'atteindrait  pas  le  but  qu'on^ 
•e  propose ,  si  on  faisait  ^  =  i. 

555.  Le  logarithme  de  Vunité  est  toujours  zéro.  Car  on  n'a* 
3=1,  que  lorsque  X  =:  o« 

356,  Le  logarithme  de  la  base  est  toujours  Vunité.  En  efièt 
A  b   =ib,  il  faut  que  X  =  i, 

357.  Passant  maintenant  à  la  solution  du  problème,  j'observe- 
qne  la  question  exige  que  le  logarithme  soit  fonction  (^Q^)  àw 
nombre.  Et  puisque  cette  fonction  doit  s'anéantir  lorsque  /z  =;  i  ^ 
Je  fais  77  —  1  s=zcc  ,  et  le  logarithme  fonction  de  a:*,  et  j'ai  recours^ 
à  la  méthode  des  indéterminées  (261). 

558.  Soit  donc  log.  (1  +  a>)  =  Afo  +  IVx*  +  Pip'  +  Qx^  -f-  efc; 
Puisque  log.  (i  -f-x)»  =  log.  (i>4.  ajr-+..T»)  =  2\og.(i+a:)  ,. 
il  s'ensuit  qu'en  écrivant,  dans  la  série,  (ar-f- jt*)  au  lieu  de  œ ,. 
cette  série  ainM  transformée  sera  égale  an   double   d'elle-même- 
Mettez  en  équation,  ces  deux-  valeurs  nouvelles,  transportez  les> 
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termes  d*nn  seul  côté ,  et  ordonnez  conforméanent  ans  puissances 
dd  X,  (^65)  ;  TOUS  aurez 

Q  =  2Mx  4-  Afr»  +  4Nx^  -f-     Nx^  +  etc. 

^4^^   +BP    -f-iaP    -H  etc. 

+  i6^    H-  etc.  . 

—  zSf   -^  ajy   —  aP     — .  ^iQ     -^  etCé 

SSg.  Égalant  actuellement  à  zéro  la  somme  des  coefficlens  dam 
chaque  colonne  verticale ,  selon  les  principes  exposés  (264)»  oa 
trouve  2M—'allïz=:Oi  puis  Jlf*f-4^*~^^=.0}  d*oii  on  déduit 
iV  =s  •—  i  ilf •  En  substituant  cette  valeur  dans  la  troisième  colonne^ 
on  a  P  =  I  ^«  La  quatrième  colonne  donne  Ç  =  —  ^M.  La 
cinquième^  si  on  continue  Topération,  donnera  -R  =  j  M 9  et  ainsi 
de  suite.  Ces  valeurs  de  i^^  P,  Ç,  etc.  substituées  dans  la  première 
équation  ^558)^  produisent  celle  qui  suitj  pour  la  solution  du 
problème. 

(A)  ......  log.(i  -|-^)=5^C-^— f  ^+î^  — T^4-ctc«) 

On  verra  (5 1:3)  comment  on  peut  tirer  de  cette  équation  la  wêf 
leur  de  log.  x. 

56o.  Pour  confirmer  ee  que  nous  avons  dit  (554)  Mr  le  nombre 
infini  des  systèmes  de  logarithmes  f  il  était  nécessaire  que  la  valeur 
de  Pune  des  indéterminées  restât  arbitraire ,  et  qu'elle  eût  avec 
la  valeur  de  la  base  une  relation  immédiate  que  nous  rechercherons 
tout  à  Pheure  (Syi).  On  nomme  module  cette  indéterminée  Af* 

$6i.  Le  sjstème  dans  lequel  on  suppose  Ms;^  i  est  celui  auquel 
Neper  s'est  attaché.  Les  logarithmes  calculés  dans  cette  suppo- 
<ipn>  se  nomment  logarithmes  naturels ,  ou  encore  logarithmes 
hyperboliques,  parce  que  les  aires  hyperboliques  asjrmptotiques» 
représentées  en  général  par  les  logarithmes  dans  un  sjstème  quel- 
quelconque  >  appartiannent  dans  ce  cas  à  la  plus  remarquable  et 
à  la  plus  simple  des  hyperboles^  c^est-à-dire  à  Ihyberbole  équi- 
latère  de  puissance  égale  à  Tunité. 

36:3.  On  ne  voit  pas  d'abord  comment  l'équation  (A)  peut  donner 
le  log.  d'un  nombre  quelconque ^  car  la  série  est|  à  la  vérité^ 
convergente  si  on  fait  a;  <  i  ou  x  =  i  ^  mais  si  l'on  augmenta 
•eUe  valeur  ^  bientôt  la  série  devient  divergente.  Pour  remédia 
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i  cet  inconvénient ,  ayans  recours  anx  transFormations,  Nous  Ver- 
rons bientôt  (SgS)  un  a^tre  mojen  de  la  rendre  convergente  dans 
tous  les  cas* 

S65.  En  faisant  x  négatif,  Téquation  (A)  devient 

(B)....Iog.(i— j:)  =  M(— x  —  i-f  — ia;^-.ia^_e<c.) 

564.  Si  on  a  \r  <  1  ,  cette  série  prouve*  ce  qur  a  déjà  été  dît 
(ZZg,  S4a),  savoir  >  que  le.togaritlinie  d'une  fraction  est  négatif 
de  sa  nature* 

565.  Si  a:  5=  I ,  cette  série  donne  log.  o  ==  — -  00  .  C'est  ce  qm^ 
résulte  aussi  de  Téquation  fondamentale  (353);  car  on  ne  peut 

avoir  b  ^=^0,  que  lorsque  A  =5 —-00  .  On  a  alors  3""*  :=  ^  =  0; 

ce  que  donne  aussi  Téquation  trigonométrique  t^-—t  =  cos.  A  ^ 
lorsque  A  =  90*,  (j^)* 

566.  Enfin  supposons  x>  i.  Dans  ce  cas ,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  x,  la  somnte  de  la  série  est  encore  — ao  .  Il  semEiIerait 
donc  que  le  logarithme  de  tout  nombre  négatif  est  égal  à  Tin  fini 
négatif.  Mais  la  nature  de  ces  logarithmes  a  excité  de  longues 
discussions  entre  les  plus  habites  Mathématiciens;  et  il  est  encore 
permis  de  douter  de  l'utilité  de  bette  question.  Nous  nous  con- 
tenterons de  rappeler  nos  lecteurs  k  l'équation  fondamentale  B  :=znji. 
qui  de  fait  ne  donne  aucun  sjstème  de  îogaritbmes  des  nombres 
négatifs.  Car  n  ne  peut  jamais  être  négatif  à  moins  que  b  ne  le 
•cit.  Et  si  Ton  adoptait  pour  la  base  une  valeur  négative^  (ce 
qui  ne  serait  au  surplus  qu'une  bizarrerie  sans  but);^  il  en  résulte* 
rait  pour  n  des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives^ 
selon  que  X  serait  un  nombre  pair  on  impair. 

367.  Actuellement  si  l'on  soustrait  de  l'équalîon  (A)  réquatton 
(B)^  et  qu'on  réfléchisse  que  j  selon  les  règles  ordinaires  du  calcul 

des  logarithmes,  log.  (i  +  Jo)  —  log.  (i— aî)5:^ log.  j^  ,  oit 
aura 

(C) log..  7~  =  MM(x  +  lx*  +  ta*-\^^xt-^  etc.  ) 

5fi8,  Qa'oa  veuille  dQoc,  pac  exemple,  le  log.  hjpeçboKque  de  a^ 
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en  résolvant  Téquatîon  -~-^  =  a  ,  on  trouTera  a?  s=  |  ^ .  ^t  ùar 

conséquent,  puisque  JI!/=  I ,  (56i), 

■  • 

log.  :.  =  a  Q -f-3:^ +5:;igï +^  +  etc.) 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  série  est ,  sans  comparaison  i 
plus  GOnvergfente  que  si  on  faisait  a?  =  i  dans  Inéquation  (A)7 

569.  Si  on  appelle  /  le  logarithme  Bjperbolique  d'un  nombre 
quelconque  ,  T  le  logarithme  du  même  nombre  dans  un  autre 
sjstëme  ,  et  «^  la  somme  de  l'une  quelconque  des  trois  séries  (A) 
(B),  3(Q;  on  aura  /=^,  et  T=zMS;=:MI.  Donc  en  mul'^ 
iipliant  le  logarithme  hyperbolique  d*un  nombre  par  fe  module 
d'un  autre  système ,  on  aura  le  logarithme  di4  même  nombre 
pour  ce  système. 

070.  On  a  aussi  /=rgj  donc  ,    en  dhîsant   un  logarithme 

d*un  système  quelconque  par  le  module  de  ce  système,  on  aura 
le  logarithme  hyperbolique  correspondante 

.S71.  Faisons  à  présent  ^-^^=  ^î  d['où  résulte  xss—^y  Afe^ 
ce»  râleurs  l'équation  (C) ,  divisée  par  JW,  devient  (356)  ,      . 

et  fait  connaître  comment  la  valeur  dn  module  dépend  dfe  celle 
de  la  base  (56(y)/ Une  seule  des  deux  valeurs  peut  être  un  nombre 
entier^  ;       ^.     .       ' 

'  *  '\         • 

5^2.  La  diffèrentiàtion  des  îogarîtbrnes  pour  foutes  sorfes  iîe 

différences  finies,  se  trouve  facilement  par  le  mojen  des  formuler 
précédentes.  Si  un  nombre  quelconque  n  reçoit  un  accroissen^çnC 
^n,  on  demande  quelle  est  f*augnientatîon  corre^ondanfe  du 
log*  de  n  :  cette  valeur  sera  donnée  par  l'équation  log.  n  +  ^  log.  n 
~  log.  (n  +  ^n),  de  laqueWe  on  tire  ^log.nzss,  fog.  (n-i-^n)^-^ 

iog..=jog.2±jL-=iog.^  :  \  ;: 

575.   Si    ôri  réduit  cette   dernière^  eipressSon    en  sérid  pair  le? 
joojen  de  la  formule  ÏA)  ,  en  feisan't  scsz^,  o»  a  va-  ;,  . 
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CD) âIog.»=H(^-K^)"+i(^)-i(^)'+^) 

Et  c*est  la  formule  difiFérentielle  que  Ton  donne  ordinairement ,  et 

dont  on  prend  seulement  le  premier  terme  -^  pour  les  différences 

■« 
infiniment  petites,  (^94)^ 

374*  Si  n  diminue  au  lieu  de  croître,  on  donnera  à  ^/i  le  signe 
fiégatif.  Alors  la  série  (D)  ocra  entièrement  négative  ;  d*où  il  suit 
jévidemment  que  si  le  nombre  devient  {dus  petit,  le  logarithme 
.diminue  aussi* 

SjS.  Mais  nous  allons  donner  une  formule  nouvelle ,  4>eaBCoup 
plus  convergente ,  et  qui  pourra  avec  avantage  remplacer  toutes 
les  précédentes. 

Faisons  f±|  =  ^^^^î  d'où  l'on  tire  0:  =  .' j^\  .  Ep  substi- 
tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  (C),  et  mettant  ^  log,  n  au  lieu 
de  log,  '''^   ■  ,  (573).>  on  «.ura   ' 

576.  Cette  série  est,  sans  comparaison,  plus  convergente  que 
la  série  (D) ,  pour  calculer  la  différence  d'un  logarithme  connu 
à  un  autre  plus  grand ,  ou  plus  petit.  Dans  ce  dernier  cas ,  il 
fuffit  dç  donner  k  ^n  le  signe  njégatijl 

S77«  Si  on  part  de  la  ^supposition  que  log^^  n  s=  log*  i ,  cette 
même  série  (F)  servira  pour  calculer  le  logarithme  de  tout  nombre 
positif^  plus,  grf nd  pu  plus  petit  que.  l'unité. 

.  378.  Faisons  un  premier  usage  de  cette  fo/piuIe«  Ajant  trouvi 
(567)  une  série  çxpéditive  poiir  calculer  (363)  Ip  logaritme  hyper- 
bplig^e  de  >,  (la  forniolf^  (F)  donnerait  1a  ipêipe  sériç  ^^  faisant 
9  ==  I  et  ^Tzs  I  ) ,  on  a  aussi  le  log^  dp  4  9  puisque  log.  4  = 
log,,:j*=;alog.a>\Ajrant.le  log.  dp  4^  P»  calcfil^ra,  en  peu  de 
minutes,  par  la  formule  (F),  le  log.  de  ^ ,  qui  a  coûté  plusieurs 
jours  du  travail  le  plus  fastidieux  aux  premiers  constructeurs  des 
Iqgarithn^es ,  p^rce  qu'ils  uQ  connaissaient  aucune  des  fbrmiiles 
précédentes.  Sans  ce  cas-ci^  ^?;;4»  d^^^=r^^ê  ^^  par  conséquent 
J'jéquation  (F)  devient 
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Qaatre  fermes  de  cette  série  suffisent  pour  obtenir  la  quantité 
qu'il  faut  ajouter  au  log.  de  4  po«r  a^^r  ^^  'og.  hyperbolique  de  6 
avec  sept  décimales  exactes*  Ce  log.  de  5  ajouté  à  celui  de  2  donne 
log.  10  =  a,5o3585  -f-. 

379.  Si  au  lieu  du  log.  de  4  >  on  eût  employé  le  logarilb.  de  6  pour 

arriver  à  loe.  5  ,  alors  la  formule  (F)  eût  donné  —  -    ^  ■  =  —  ~  t^ 

d'où  il  résulte  que  pour  une  même  valeur.de  ^;i,  la  série  est 
plus  convergente ,  quand  on  peut  descendre  d^un  logarithme  pluS' 
grand  à  un  plus  petit, 

3do.  Le  second  membre  de  Téquation  (D)  renferme  la  différence 
-première  (3i5)  d'un  logarithme  à  un  autre  plus  grand  \  et  avec  toua 
ses  termes  négatifs  (374),  celle  d'un  logarithme  i  un  autre  plus  petit. 
Mais  une  somme  de  termes^  tous  de  même  signe,  est  une  quantité* 
supérieure  à  la  somme  des  mêmes  termes  ayant  des  signes  qui 
alternent.  Donc  pour  un  ckccroissement  donné  du  nombre  ,  U 
logarithme  moindre  crott  plus  que  le  plus  grande 

38i.  Si  donc  obt  a  trois  nombres  en  progression  arit^métiqtie,  la 
différence  seconde  (Si  5)  de  leurs  logarithooes  doit  être  négative;  * 

3d2t.  Cette  différence  consiste  dans  le  double  des  termes  du  degré 
pair  dans  la  série  (D).  En  effet  les^  différences  se  prennent  en  re-^ 
trancliant  la  quantité  supérieure,  ou  première  en  ordre,  de  Tin- 
fèrieure  on  subséquente  y  c'est-à-dire  ici  le  logarithme  moindre 
du  plus  grand  ;  ensorte  que  la  difierence  prise  entre  termes  tous 
négatifs,  doit  être  aâfêctée  de  signes  tous  positifs*,  et  cette  différence, 
€fi\  est  ia  plus  grande  (38o)  se  retranche  ensuite  de  l'autre  plus 
petite  qui  a  ses  signes  alternatifs  ;  ce  qui  rend  la  différence  seconde 
iiégative ,  et  fait  disparaître  les  termes  impairs.  Écrivez  les  diffé- 
rences premières  entre  trois  logarithmes  successifs ,  puis  la  différence 
entre  ces  différences,  et  vous  concevrez  la  chose  facilement. 

383.  Etant  donc  donné  le  logarithme  de  («— 5^/?)  et  celui  de  n,- 
on  trouve  celui  de  (n+  ^n)  en  retranchant  la  différence  seconde, 

e>8U-dire  ^(^)+^  (â2y+^(^y+  etc.,dela  différence" 
«donae  entre  log.  (/i  --  â  ")  «'  log*  ^  t  «t  ajoutant  le  reste  à  log.  »v 
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384.  Quoîqti'en  çmplojant  cette  série  dans  l'exemple  (578),  il 
faille  en  calculer  quatre  termes,  c'est-à-dire  autant  de  termes  qu'en 
se  servant  delà  mienne  ;  cependant  cette  méthode  due  à  mon  illustre 
ami  Ddambre,  peut  avoir  ses  avantages  pour  la  construction  d'une 
table  des  logarithmes  des  nombres.  Mais  ma  formule  (F)  est  très- 
générale;  elle  convient  également  pour  les  nombres  entiers,  rompus 
ou  mixtes;  elle  n'exige  pas  qu'il  règne  entre  eqx  aucune  progression; 
elle  n'a  besoin  ,  pour  toute  donnée,  que  d'ui)  seul  logarithme j 
qu|  peut  même  être  zéro  ou  celui  de  l'unité. 

585.  Nops  sommes  actuellement  en  état  de  déterminer  sans  peine 
le  module  d#s  logarithmes  tabulaires  ou  vulgaires  ,  c'est-à-dire 
ceux  des  tables  ordinaires.  Comme ,  dans  ce  système  ,  log.  10  ==  i  # 
si  jdans  l'équation  Tc=:  MI  ^  (^69) ,  on  fait  7*=  i ,  /  sera  le  lo* 
garitbme   hyperbolique  de  10^  (SyS);  et^  avec  a8  décimales  > 

/=  3,5625850929940456840179^14547  =  -Tjf  équation  qui  donne 

ilf  =  0,4543944^ ^9^^^^^ ^^7^^^'^%^%*  ^°  multipliant  par  ce 
nombre  uq  logarithme  hyperbolique,  on  obtient  le  logarithme 
vulgaire  correspondant  Ç5j6q)}  et  si  }'Qn  multiplie  par  le  nombre 

pjrécédent;  c'est-^-dire  par  ^1  un  logarithme  vulgair/9|  le  produit 

est  le  logaritftne  hyperbolique  correspondant ,  (570). 

586.  Le  nombre  10  est  la  base  du  système  ordiiiaire  ou  du  sy^-* 
ième  de  Briggs,  qui  le  premier  calcula  les  tables  ordinaires.  Ce 
système  parait  être  le  plus  commode» qu'on  puisse  adopter,  parce 

^ qu'au  moyen  d'un  changement  facile  dans  la  seule  caractéristique, 
le  log.  d'uQ  Nombre  sert  constamment  au  même  nombre,  quoique 
multiplié  ou  divisé  par  ime  puissance  quelconque  de  10.  Par 
exemple,  nous  savons  (SSg)  que  le  log.  de  a  est  aussi  celui  de  2lo, 
dé  2000 ,  de  0,0a  ,  etc. ,  pourvu  seulement  qu'on  augmente  ou 
qu'on  diminue  convenablement  la  caractéristique,  (^es  logarithmes 
hyperboliques  n'pnt  pas  un  pareil  avantage» 

587.  Étant  donné  un  logarithme ,  tromper  le  nombre  auquel 
il  corresponde  Ce  problème  se  résout  facilement  en  divisant  par  Jlf 
jl'équation  (A),  et  la  convertissant  ensuite  par  la  méthode  du  retour 
^eç  séries,  (260^.  Soit  donc  (i  -\^x)  le  nombjre  cherché,  et  faisons^ 
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pour  abréger ,  ^^'  y"      =7",  l'équation  (A)  conrertie  donnera 

*  =  J^  -f-^  "^^^  ira  "^^  î!3:4  +  ^^^•'  ^  ^'  P^  conséquent  le  nombre 
cherché  (i  -J-  jc)  =  i  +  J^  +  ^  H^  efc« 


388.  Donc  en  général ,  pour  un  nombre  quelconque  n  ^  on  aura 

38g.  Si  dans  ceffe  série  on  suppose  Iog«  nss  i  et  itf  =  i  ^  la 
▼aleur  de  n  sera  (356^  36o)  la  base  des  log.  hyperboliques.  On' a 

îdonc  n  =,i  4-  7  4- —  +  TTO,"*"  rjX^  '^  ®**^*  ^  ^"i  ^'^  rédui- 
Mnt^  71  =  21^7 1828 1838459045^3536028.  Ce  nombre  est  d'un  grand 
«isage  dans  le  calcul  intégral ,  où  on  l'indique  ordinairement  par 
la  lettre  e. 

k 

m 

Sgo.  En  comparant  la  formule  (D)  avec  la  formule  générale  (P); 

(•j5g),  on  a^^^p  =  mî  â«.=j,  i=a,  —  5^^=  *>  et  ainsi 

•de  suite.  Avec  ces  valeurs  de  af  ô,  c,  etc.^  on  trouvera  celles  de 
A,  B ,  C ,  etc.  dans  la  formule  (Q),  (^60) i  et  la  série  (D) 
convertie  Reviendra 

■ 

591  •  Cette  série  fait  connaître  Vaugmentation  d'un  nombre^' 
relativement  à  celle  de  son  logarithme.  Si  la  diminution  de  ce 
dernier  était  donnée  .>  on  en  conclurait  de  même  celle  du  nombre^ 
en  donnant  le  signe  négatif  à  ^  log.  n  ,  (ij4)  y  1^^  termes  impairs 
seraient  alors  négatifs. 


39a.  La  construction  des  fbrnmies  terminée  ^  il  sera  utile  de 

préparer.^  comme  fe  l'ai  enseigné  (^73)^  les  facteurs  ilf  et  ^i 

dont  on  a  un  1>esoin  continuel  pour  passer  des  log.  byperboliquei 
aux  log.  vulgaires ,  et  vice  versa. 

%n  prenant  le$  valeurs  (385)  ^  on  a  donc 


%p 


^ 
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5M  = 
6Jf  = 

8jlf  = 
9ilf  = 

S95*  De  même 


0,43439    44^19    o3a5i     83765 
o,86858    89638    o65o5    6555o 


11289  ' 
33578 

i,5o28a  54457  09755  48395  55868 

i3oo7 
16359 

19510  96590  67755 
33763  79355  79034 
36014  63130  9o3i4 
39366  44^86  oi6o5» 


I^?'?!?  .79276 

3,17147  34095 

3^60576  68914 

5,04006  15753 

5,47435  58553 

5,90865  03571 


5io6o  45i57 
i5835  56446 


1 


'S,5o358    50939    94045    68401    79915 


79  = 

:  4>6<^I7 

01859 

88091 

568o5 

59839. 

3 
M   ~" 

:  6,90775 

53789 

83157 

o53o5 

59744 

4  __ 

!   9,21054 

03719 

76183 

* 

75607 

19658 

5 

!  11,5139a 

• 

54649 

70338 

43008 

99575 

6 

ai- 

i  i5,8i55i 

05579 

64374 

10410 

794^r 

è- 

1  16,11809 

565o9 

585 19 

78813 

5940a 

18,43068 

07459 

53565 

m 

47314 

59516 

è  = 

30,73536 

58569 

4641 1 

i56j6 

t93S(. 

$94.  Au  mojen  de  ces  préparations  ^  la  conversioo  des  log;. 
tabulaires  en  log.  hyperboliques  ,  et  réciproquement ,  se  réduitr 
à  de  simples  additions.  Si  on  chercha,  par  exemple,  te  log.  hyper* 
bolique  de  10,09.;  qu'on  prenne  le  log.  vulgaire  correspondant 
(avec  huit  décimales ,  s*il  «e  peut ,  pour  avoir  la  septième  pJur 
exacte  )i  ce  log.  est  1,00589117  :  en  disposant  en  leur  lieu  les- 

produits  de  -g^  par  chacun  des  chiffi:es  qui  composent  ce  logitp- 
rlilime^  on  aura: 
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3^3o2585o9  '  » 

690776 


1    ^ 
M  "" 

o,oo5 

etc.  :1072s 

23o 

16 


Somme      3^Sii544d  ss  log.  10,09 

395.  Cette  opération  est  si  abrégée^  que  quelquefois  même 
CD  pourrait  la  préférer  pour  la  formation  des  logarithmes  des 
nombres  composés*  Au  surplus  Lambert  (Supplementa  Tabul. 
Lag.  et  Trigon.  Berlin ,  1770)  a  donné  une  table  des  nombres 
premiers^  et  une  autre  table  non  moins  utile  ,  qui  contient  le 
plus  petit  facteur  de  chacun  des  nombres  composés  jusqu'à  109000* 
Or  connaissant  les  fiscteurs  d'ao  nombre,  on  sait  qu'en  sommant 
lenrs  logarithmes,  on  a  k  logarithme  de  ce  nombre. 

396.  Observons  ici,  en  nous  servant  du  même  exemple,  combien 
est  convergente  la  formule  (F) ,  (575).  Il  suffit  de  calculer  s«ale« 
ment  le  premier  terme  de  la  série  pour  avoir  exactement,  aveâ  f 
et  même  8  décimales,  la  quantité  qu'ail  faut  ajouter  à  a,Zio55S2p 
logarithme  de  io>o8  ^  pour  former  le  log,  de  10,09.  Dans  ce  caa 
nss  xo,o8,  et  ^n  s=  0,01 }  et  le  premier  terme  de  la  série  donne 

48  log.n^^a  X  ^^  =  0,0009916 

iog.  10,08  =  d,3io55Sa 

Somme  ou  Iog.  10,09  =  :2j3ii544^ 

5g7«  l^<m%  répéterons  encore  une  fois  que  dans  tous  lef  calcula 
d'approximation ,  quand  on  vent  se  servir  d'une  quantité  trouvée 
pour  en  calciner  une  autre ,  de  celle-ci  passer  &  une  troisième , 
et  ainsi  de  suite,  il  faut  faire  les  calculs  avec  une,  deux ,  trois ^  etc. 
décimales,  suivant  les  cas,  de  plus  que  l*on  ne  désire  d^ep  avoir 
^ui  soient  ex«i4e$}  «utremeat  L'erreur  des  décimales  négligé» 
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pourrait  s'accumuler  et  s'étendre  sur  les  dernièires  décimales  con^ 
serrées. 

398.  Le  log.  de  10  étant  connu  (SyÔ) ,  plus  de  difficulté  sur 
la  divergence  (56a;)  de  la  série  (A) ,  puisqu'il  devient  facile  de 
2a  rendre  convergente  »  mêrate  pour  les  nombres  les  plus  grands.. 
Qu'on  demande  j  par  exemple  >  le  log^  hyperbolique  ^e  mSSg^  Il  estr 
clair  que  laSSg  =  if^^Sg  x  w)Ooo  =  ii^SSg  X  lo^  Done- 
log.  1^389  ==  4l<>g*  x<^  +  log.  i>a389.  En  faisant  a:  =  0,2589  »  ^^ 
série  (A)  sera  convergente  ^  et  donnera  uu  logarithme  qui,  ajouté- 
à  4  log*  ^o  9  produira*  celui  qu'on  cherchait, 

399.  Si  au  lieu  de  1^389^  le  nombre  donné  était  0,1:1589,  onr 
aurait  rog.0,12589  ==  log.  -î-î-î-Jl s=:iog;  1^,3589— log.  10.  Demêine 

k  0,001  a38Q  on  substituerait  ^-^ — ^;  il  en  serait  ainsi  de  tous  les- 

'  •^        .  1000   ' 

^  cas  semblables.  Nous  prévenons  seulement  qu'ici  le  log.  le  plus 
grand  étant  négatif,  il  faut  soustraire  le  plus  petit  du  plus  grand ,. 
et  écrire  le  reste- avec- le  signe  négatif,  selon  la  règle  ordinaire. 
Car  par  les  raisons  indiquées  (386),  on  ne  peut  appliquer  aux 
log.  hyperboliques  des^  fractions  l'expédient  adopté  (344)  E^ur  les* 
log;  vulgaires*         .  . 

4oOi  Mais  la  série  (F),  en  traitant  de  même  le  nombre  donné, 
est  dans  tous  les  cas  bien  préférable  à  la  série  (A),  pour  calculer 
le  logarithme  d'un  nombre  quelconque •  En  efifet ,  en  réduisant  l6 
nombre  laSB^à  la  forme  i',2589,  et  faisant  /i=i,  on  aura 
'^/ï  =0,2589.  Avec  ces  valeurs,  on' n'aura  à  calculer  que  trois* 
termes  de  la  série  (F)  pour  former  avec  sept  décimales  exactes* 
le  log.  cherché ,  tandis  qu'il  faudrait  calculer  au  moins  huit  termes^ 
de  la  série  (A)  pour  arriver  au  même  but. 

4oi«  Plus  le  premier  chiffre  du  nombre  donné'  est  supérieur  à: 
l'unité,  moins  la  série  (F),  sous  là  forme  (575)  ,  est  convergente 
dans  le  calcul  du  logarithme  de  ce  nombre.  Qu'on  demande, 
par  exemple,   le  logarithme  de  34i2.  Pécris  3,4i2  x  looo,   etr 

faisant  tz  =  i ,  j/ai  â«  ==  3,4x2.,  et      ^\    =  tT^*  Cette  frac 

tion  est  plus  grande  queo,5.  Voyons  àl'obtenir moindre,  en  donnant?, 
dans. la  série  le  sigd^  négatif  4  ^n^  (Syô),  Elle,  seyt  alors  pour: 
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descendre  à  un  logarithme  plus  petit j  et  pour  cet  effet,  ajant 
toujours  n=ii,  nous  devons  faire  5^12  =o^S4i^  X  loooo.  De  là, 
puisque  de  log.  i=  o ,  nous  devons  passer  à  log«  0^341 3^  nous  avons 

^«  =  -  o,6588.  Par  conséquent  ^^^^  =  -  ^  j   fraction 

moindre  que  o,5,  comme  nous  le  desirions.  Donc  o,5  est  la  limitf 

des  valeurs  — .    ^    ,  pour  se  déterminer  entre  les  deux  formet 

sous  lesquelles  on  peut  employer  la  série  (F). 

402.  Quand  d'un  logarithme  effectif  on  veut  passer  à  un  autre, 
en  se  servant  de  cette  série,  comme  on  Ta  fait  (SyS,  3g6),  on 
la  trouvera  d'autant  plus  convergente  que  le  nombre  n ,  dont  on 
connaît  le  logarithme  ,.  sera  plus  grand,  et  que  ^/z  sera  plus  petit.  ' 

*  4<>5.  Le  cétèbre  La  grange- (Théorie- des  Fonctions,  a4)  a  proposé 
de  nouveau  les  anciennes  formules  employées  par  Briggs  pour  le 
calcul  des  logarithmes ,  formules  qui  exigent  desv  extractions  réité- 
rées de  racines.  Je  me  plais  à  croire  que  ma  formule  différentielle 
finie  (F),  bien  plus  facile  et  plus  expéditive,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  les  abréviations  imaginées  par  le  premier,  atteint  le  but 
de  ce  grand  Géomètre,  de  substituer  le  calcut  fini  au  calcul  infî-*- 
nitésimaL 

4o4*  Mais  il  est  temps  d'appliquer  à  quelques-uns  (35^3)  des  objets 
principaux  de  ce  Traité,  les  formules  générales  données  ci-dessus» 

Proposons- nous  ce  problème  :  L'haro  étant  donné ,  trouver  le 
logarithme  du  sinus ,  du  cosinus  et  de  la  tangente  de  cet  arc. 

4o5.  Puisque  (375)   â  log.  si». -4  ^.h^_^h^^dL^. 

^A  cot.^=:  â^.(-^-^— g^-g^-etc.),  (3oo), 

j'aurai,  en  iotégrant  (207,  ^iio),  et  introduisant  le  module  M, 
siajQS  quoi  l'on  n'aurait  que  le-  logarithme  hyperbolique  f 

■      log.  sin.  ^  =  log.^  -  Af  (  ^  H-  -^  +  3T^  + 

JFSTtTS  "t"  3».5*.7.9.h  ■+" «s». 5'. 6. 7». 9»,  11.1^  "^ 
*A^*       ■  Se.y^-"  ,      t^  \ 
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406.  On  a  de  même  ^  log.  cos.  ^  = -^f;^  ss  —  Mî^ 
Donc,  en  intégrant,  (206), 

log.  COS.  -^  ==  -  -«^  (t  +  g^  +-5^  •+•  5^'+: 


.5*.7'.9*-ii-i3.i5.io    '  / 


3 

logarithme  négatif  >  qu'on  rend  positif^  tel  qu'il  est  dans  les  tables  ; 
de  la  manière  indiquée  (S4$)* 

4oj.  Enfin ,  comme  log.  tang.  yi  ss  1<^.  sin.  A  *--  log,  cos.  j4  , 
il  suffît  de  prendre  la  difiérence  entre  les  deux  séries  que  nous 
venons  de  trouver }  et  en  réduisant ,  nous  aurons 

log.  tang.  A  =  log.  A  +  M  (4>^  +  5^.+ 

3.4.5». 7. 9^^  3.5V9*.  Il  ^^  35.53.7*.9».u.i3  ~ 
3v5V7*.9Vii.i3  ^^  fl.3».5«.7.9Sii.i3,i5.i7  ^^        / 

4o6.  A  la  rigueur ,  celle  de  ces  trois  séries  qui  est  relative  au 
cosinus  est  la  seule  qui  réponde  exactement  à  l'énoncé  du  problème ^ 
puisque  les  deux  autres  exigeât  qu'avec  l'arc  on  connaisse  encore 
son  logarithme.  Mais  ce  logarithme  se  calcule  promptemeot  par 
les  moyens  que  j'ai  enseignés  (4oo^  4^^)^  ^^  ^^^x  que  j^ajouterai 

C4ï5,4i8> 

409.  Ces  trois  séries  que  j'ai  publiées  pour. la  première  fois 
en  ijg4p  (Società  Italiana ,  Tora.  vii)|  senties  pkis  faciles  à 
former,  et  les  plus  commodes  que  je  connaisse^  pour  calculer  imrné* 
diatement  le  logarithme  d'une  ligne  trigohométrique  quelconque. 
Mais  8*il  s'agissait  de  construire  des  tables  (  â5:a  )  9  il  me  sembla 
que  la  voie  la  plus  courte  serait  de  calculer  les  sinus  en  nombres 
naturels,  par  les  mojens  rapides  exposés  (5i6) ,  puis  d'en  tirer  les 
logarithmes  par  la  méthode  expéditive  que  j'ai  indiquée  (4oo,  4o0« 

4ip*  Pe  quelque  manière  qu'on  s'/  prenne  #  le  travaili  au-delà 
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de  45%  «e  réduit  à  de  simples  soustractions.  Si»  faisant  usage  de  la 
formule  (4o6),  vous  avez  formé  les  logarithmes  des  cosinus  de  o* 
à  45"*^  vous  obtiendrez  les  logarithmes  des  sinus  correspondans  » 
ou ,.  ce  qui  revient  au  même ,  des  cosinus  de  go*  à  45'*f  au  mojen 
de  l'équation  (L  G^),  qui  donne  celle-ci,  log.  sin.y^slog.  sin.^y^ 
—  log.  2  "T*- log.  coç.  ^*)  pourvu  que  vous  vous  serviez  de  cette 
dernière  en  descendant  de  4^""  à  o%  pour  les  valeurs  de  A,  parce 
qu*aiors  log.  sin»  a^  sera  toujours  l'un  des  logarithmes  déjà  trouvés. 

4ii.  Si  au  contraire  vous  avez  commencé  par  calculer  les  loga« 
rithmes  des  sinus  de  o*  k  4^'',  conformément  à  la  méthode  (409); 
alors,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  cosinus  correspondans,  vous 
emplojierez  la  dernière  équation  ci-dessus,  en  la  changeant  ainsi, 
log.  COS.  ^  =  log.  ûn.^^A  —  log.  n  —  log,  sin.  A.    Mais  en  se 

servant  de  cette  formule ,  il  faut  assigner  à  A ,  d'abord  toutes 
les  valeurs  de  o*  à  as*,  puis  celles  de  54""  à  44'' 1  ensuite  celles 
de  a5'  à  a8* ,  et  enfin  celles  de  5i*,  5a%  53*  et  29*.  Pour  3o%  et 
même  aussi  pour  4^''  ^  ^^  »  il  est  mieux  de  se  servir  des  for^ 
mules  (3o4)* 

41  a.  Après  avoir  fbrmd  les  Togarithmes  des  sinus  ou  cosinus  de 
tout  le  quart  de  cercle,  on  aura  promptement  ceux  des  tangentes, 
au  moyen  de  la  formule  (  I.  3x«  )  qui  donne  log.  tang.  A  =: 
log.  sin.  ^  -^  log.  CO&.  A.  . 

4^^  J'ai  donné  des  méthodes  pour  former  les  logarithmes  avee 

un  nombre  illimité  de  décimales  -,  mais  comme  il  semble  difficile 

que  vingt  décimales  ne  suSiJseQt  pas' dans  les  cas  les  plus  extraor-- 

dinaires  ,  j'ai.<nis  à  U  fia  de  cet  Ouvrage  la  table  (BB)  quL 

sera  d'un  grand  secours,  comme  nous  le  verrons  bientôt.  Je  l'ai 

tirée  de  Gardiner ,  en  me  bornant  aux^  logarithmes  des  nombres- 

premieps.  (Par  le  mot  logarithm$9^  nou^  entendrons  toujours- à 

l'avenir  les  logarithmes  vulgaires ,  (585} ,.  ou  des  tables  ).  J'j  ai 

ajouté  les  Facteurs  de  ceux  des  nombres  composés  intermédiaires,. 

qui  ne  sont  divisibles  ni  par  a  ,  ni  par  5-,  ni  par  5 ,  parce  que 

cenx  qui  le  sont  se  distinguent  à  la  première  inspection.  Il  sera? 

facile,  par  le  mojen  de  cette 4abie,  déformer  au  besoin  les  loga«- 

ùthmes  des  nombres  composés  :  le  vingtième  chiffre   seitlemeni^ 

pourra  se  trouver  inexact^  la  somme  des  décimales  au-delà  n'étanV 

pas  donnée^ 
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414.  Pour  éprouver  Putilité  de  cette  table,  cherchons  la  racine 
cinquième  de  161900,  approchée  jusqu'à  doure  décimales.  Négli- 
geant les  deu3ç  zéros  qui  n'influent  que  sur  ht  caractéristique,  nous 
chercherons  d'abord  le  logarithme  de  1619,  mais,  pour  plus  de 
sûreté ,  avec  quatorze  décimales  :  le  plus  approché  que  donne  la 
table  est  celui  de  162  ou  de  1640.  Je  fais  n  =  1620,  et  j*ai 
^«  3=5  —  1.  Donc  par  la  formule  (SyS), 

I^TTJ^    =  -  g^  =  -  o,  000  3o8  757  a64  $9 

S  (i^TT^y  =="  •  • -  o,  000  000  000  009  81 

Somme  —  o,  ooo  5o8  757  374  4^^ 

Le  double  de  cette  somme  multiplié  par  Af>  comme  à  Tordinaire; 
domie 

•—  ^  log.  1620  =  —  0,00026816578925 

log.  16:10  =  log.  ^   4-  4  log.  5  -f.  log.  10  ;=         5,20951501454263 

Différence  ou  log.  1619  =       5,20924684875338 

Ajoutant  2  à  la  caractéristique  y  parce  que  le  log«  cherché  est  celui 
de  161900^  et  divisapt  le  log.  p^  $>  on  aura 

5 

log.    1/ 1619OO    =     I,     04ï     849    369    750   '68m 

En  cherchant  dans  les  tables  ordinaires  à  quel  nombre  correspond 
oe  log.  considéré  dans  ses  premières  décimales ,  on  trouve  que  le 
log.  le  plus  approché  est  celui  de  11,01  qu*on  a  ensuite  avec  14 
décimales  par  la  table  (BB) ,  comme  oa  va  le  voir. 

log.  yiôigoo  ci  i,  o4i  849  569  j5o  68 

log.  ii,Qi  ;;i5  log.  5^67  4.  log.  5^1,  o4«   787  3i8  971  '  75 

pi$erence   o^  000  062  o5o  778  gS 

£a  appelant  ^  leg. n  cette  différence  (qui  serait  négative,  si  la 
logarithme  reconnu  le  plus  voisin  était  plus  grand  que  le  loga- 
rithme donné  ) ,  et  faisant  n  ;=  1 1,01 ,  la  formule  (590)  donnera  la 
.quantité  qu'il  faut  ajouter  à  11,01  pour  avoir  la  racine  cherchée.  La^ 

^9Mîiltiplication  de  la  valeur  de  ^  log.  n  par   celle  de  jj  se  fer<i 
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par  addition  y  au  moyen  de  la  préparaiiop  (SgS)  ;  et  on  aura 

i^    =0,000  142  877  198  57 

"  \     M'y  ^^  ^'  ^^^  ^^^  ^'^  ^^  9^ 

ç  ( — ^-  J    =  O,  000  000  000  000  49 

Somme     o,  ooo  143  887  406  00 

En  multipliant  cette  somme  par  n  ou  par  ii,ox  ^  on  aura         ^ 

^11,01  5=  ^^ï  =    o,  001  575  190  340 

n  K  II»  01 

Et  la  somme  ou  î/161900  s=  11^  on  673  190  $40 

Ces;  calculs  sont  courts  ,  A  on  limite,  comme  nous  Pavons  faîtp 
cbaque  opération  à  i4  décimales.  Je  crois  mftme  qu^avec  les  moyent 
abrégés  que  j*ai  donnés  ,  celte  méthode  est  plus  expéditive  que 
celle  de  Hallej,  donf  les  formules ,  qui  d*ailleurs  ne  peuvent  donner 
qu*un  nombre  limité  de  décimales  exactes  ,  ont  été  généralisées 
par  TAbbé  Marie. 

4i5.  Après  avoir >u  Vusage  qu'on  peut  faire  de  nos  formules; 
ainsi  que  de  la  table  (BB)»  pour  l'extraction  des  racines ,  on  pourra 
facilement  en  faire  l'application  k  la  recherche  des  logarithmes  des 
lignes  trigonométriques  ,  ou  d^un  nombre  quelconque.  Qu'on  de- 
mande, par  exemple  ,  avec  vingt  décimales ,  te  logarithme  de  Tare 
de  1%  dont  nous  aurons  besoin  par  la  suite.  Je  prends ,  avec  vingts* 
deux  chiffres,  la  valeur  de  cet  arc.dans  la  table  (  AA);  puis  j*ob$erve 
qu*en  séparant  les  quatre  premiers  chiffres  à  gauche ,  el  les  consi- 
dérant ,  pour  plus  de  commodité,  cotmne  un  nombre  entier,  je 
puis  en  avoir  le  logarithme  parja  table  (BB),  puisque  log.  4848=* 
log.  5  +  4  ^ûg»  3  +  log.  lOi.  Soit  donc  4848  =  a  ,  et  appelons  ^  /ib 
les  dix-huit  chif&es  qui  suivent  ;  nous  aurons ,  on  négligeant  dans 
le  dénominateur  les  décimales  inutiles  (33a)  pour  la  division  , 

^n  o,  i56  811  095  35q  q^S  890 

Mn+^n^    9696,  i36  844  ogS'sSa  9  ' 


^  CHAP.>  VIL  AUTRES  APPLICATION». 

En  calculant  Bculemcnt  ce  terme  et  le  second  ^  de  la  série  (F)  ^  et 
mpltipUant  par  2M,  on  aura 

^  log.»  =  oi,  ooooi  !»ft556  653io  jaji^ 
Ajoutant   à  cette  quantité  log.  5,    puis  4Jog.  :^  et   log.  101^ 
en  trouvera,  en  prenant  4  pour  caractéristique  (344) >  attendu  que 
dans  la  valeur  de  Pare  de  i",  la  virgule  est  suivie  de  cinq  zéros^ 

log.  I*  =  4,  68557  48668  a554o  51955^ 

Sans  le  secoure  de  la  table  (BB) ,  ce  logarithme  aurait  exigé 
le  calcul  de  vingt  termes  de  la  formule  (F)>  emplojée  comme  oo 

Va  vu  (4oO» 
Four  avoir  ,  avec  exactitude  p  même  te  dermer  chiffre  de  ce 

logarithme^  )^ai  pris  5^  et  non4i  pour  le  vingtième  chiffre  de 

4  log.  ^>  est  tenant  compte  des  décimales  ultérieures  de  log.  2,  (4i3)w 

4i6.  A  log.  i^  ajouter  le  logarithme  de  60^  que  vous  fbrmere;^ 
au  mojren  de  la  table  (BB). ,  et  vous  aurea 

16g«  i'  =±  6,4^^7^  &1172  07184  T5ao4* 
417*  Ajoutée  encore  à  oe  logarithme  celui  de  60 ,  et  vmxs  amiear 
log.  !•  =  8,  ^4187  73675  90827  08455. 

4i8.  Au  mojen  de  ces  trois  logarithmes^  on  obtient  sans  nulle 
peine  celui  d^un  arc  quelconque  de  la  table  (AA).  Si  l'en  veut^ 
par  exemple^  le  logarithme  de  l'arc  de  40''^  à  log.  4^  tiré  de  la 
table  (S^y  on  ajoutera  lo^  1^,  et  on  aura  le  logarithme  cherché* 
Si  Parc  était,  par  exemple  ^  de  40*  10'  =  a4io',  il  ne  s'agirait 
que  de  sommer  les  logarithmes  de  2410  et  de  t^  Et  si  Pare  s'éten- 
dait jusqu'à  des  secondes  et  même  des  décimales ,  s*il  était ,  par 
exemple,  4^"*  i^'  9'>8=  144^09%  8  j  on  ajouterait  de  même  log.  ^'^ 
au  logarithme  du  nombre  144609,8,  (4oo).  On  voit  à  quel  point 
est  devenu  facile  U  calcul  de  log.  j4  ,  dans  les  séries  (4^5,  4^7}* 

419.  Comme  les  tàUe»  de  logarithmes  sont  toujours  précédées^ 
ihes  instructions  nécessaires  pour  leur  usage ,  pour  trouver  les  parties 
proportionnelles ,  ete. ,  nqus  nous  dispenserons  d'en  parlée* 

Lea  logarithmes  à  sept  décimales  des  tables  <  ordinaires  ne 
fisent  pas  ponr  donner  avec  exactitude  les  secondes  et  les  dixi^me^ 
de  seconde  pour  les  cosinus  p  depuis  o*  jusqu'à  i5"  environ.  Lors- 
qu'on désirera  une  pareille  précision  ,  on  pourra  l'obtenir  pour  lea 
cosinu»  entre  5?  et  iS** ,,  en  faisant  lei  calculs  en  nombres  naturels,. 
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et  se  servant  des  tables  de  cette  espèce.  Si  le  cosinus  donné  répond 
à  un  arc  moindre  que  de  5%  ou  qu^oa  veuille  faire  us^ge  des  loga<* 
rithmesy  il  faudra  les  former  et  les  employer  avec  aulant  de  déci-i 
maies  qu'on  le  croira  nécessaire;  et  alors  ^  pour  trouver  à  quel  are 
correspond  le  logarithme  d^un  cosinus,  on  calculera  d'abord,  par 
Tune  des  foromlea  (  i88 ,  Sqo  ) ,  le  nombre  auquel  répond  le 
logarithme  donné;  puis»  par  les  méthodes  enseignées  (S^a) ,  Tare 
auquel  répond  ce  nombre  lui-même.  Au  surplus  nous  chercheront 
des  expédiens  pour  éviter  ces  cosinus  autant  qu'il  sera  possible  i 
4ans  Vusage  <Left  formules  pour  la  résolution  des  triangles* 

4^0.  Le  calcul  par  logarithmes ,  tris*expéditif  de  sa  fiaèure  ,  Te 
devient  encore  davantage  par  l'usage  du  Complément  arithmé-- 
tique  f  opération  qui  transforme  la  soustraction  en  addition  j  ainsi 
<j^x\  suit.  Que  l'on  ait  à  retrancher  579  de  895  ;  il  est  clair  que 
eg5  —  579  5=  895  -f.  1000  —  579  —  1000  =  S95  +  4ai  — • 
iooo  =  3i6.  Je  puis  donc  ,  au  lieu  de  retrancher  579  de  895  f 
ajouter  4^1  à  ce  dernier  nombre ,  (ce  qui  me  donnera  pour  somme 
i3i6  ),  pourvu  que  dans  lu  somme  je  supprime  une  unité  du  même 
ordre  que  celle  dont  cette  somme  s'est  accrue  par  Topératiôn.  Dans 
notre  exemple  cet  ordre  est  celui  des  unités  de  mille;  il  faut  donc 
supprimer  une  unité  de  mille  dans  la  somme  1 S 16^  et  nous  aurons 
3i6  =  895— *579.  Actuellement,  si  Ton  compare  4^1  à  ^79,  on 
trouve  que  ^  et  n  sont  la  différence  ou  le  complément  de  5  et 
de  7  à  9^  et  que  i  est  le  complément  de  9  à  lo.  Donc  pour  opérer 
par  le  complément  arithmiîtique,  il  faut ,  au  lieu  du  nombre 
iju^on  doit  soustraire  »  écrire  le  complément  à  g  de  chacun  de  ses 
chiffres  ,  excepté  le  dernier  à  droite ^  dont  on  écrira  le  complément 
à  xo:  faire  ensuite  r addition ,  et  supprimer  dans  la  somme  une 
unité  du  même  ordre  que  celle  dont  cette  somme  a  été  augmentée 
par  cette  opération.  Cette  suppression  nç  cause  aucun  embarras 
dans  les  calculs  par  logarithmes^  parce  qu'elle  tombe  toujours  sur 
les  dixaioes  de  la  caractéristique  y  qu'on  omet  déjà  par  la  règle 
donnée  ^346).  Par  le  dernier  xihiWre ^  on  entend  le  dernier  effectif j 
car  les  zéros  qui  setaietrf:  à  la  fin  du  nombre  à  sotistraîre,  s'écri- 
raient tels  qu^  sont  ;  maïs  on  écrira  9  au  lieu  de  chacun  de  ceux 
qui  se  trouveront  entre  les  chiffres  effectifs*  Au  premier  aspect,  tout 
eeU  p«rait  devoir  eaibarrasser  le  câlcàl  pli^t  que  le  faciliSerj 
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maïs  la  pratique  fera  reconnaître  l'avantage  de  l'emploi  du  cora* 
plément  arithmétique.  Nous  en  ferons  un  usage  continuel  dans  no9 
exemples.  Pour  le  moment  il  suffit  de  dire  que  quand  on  en  a 
l'habitude,  il  ne  coûte  pas  plus  d'écrire,  au  lieu  d*un  logarithme, 
son  complément  arithmétique,  que  de  copier  ce  logarithme  tel  qu'il 
se  trouve  dans  la  table.  D'ailleurs  si  on  examine  la  conversion  du 
log.  négatif  en  logarithme  positif  (345) ,  on  verra  qu'elle  se  réduit 
à  prendre  le  complément  du  logarithme  négatif.  La  cotangente 
a  donc  pour  logarithme  le  complément  arithmétique  de  celui  de 
la  tangente,  eivice  versa;  puisque  (1. 53«),  log.  tang.  u4L=log.  i 
—  log.  cot.  ^  =  —  log.  cot.  A ,  (355).  On  en  doit  dire  autant  du 
cosinus  et  de  la  sécante  (36)  ,  et  du  sinus  et  de  la  cosécante  (Sy^. 

4^1.  Si  les  logarithmes  sont  utiles  pour  les  multiplications,  les 
divisions,  les  élévations  aux  puissances,  et  les  extractions  des  ra- 
cines, ils  semblent  incapables,  par  leur  nature,  de  se  prêter  ao 
calcul ,  quand  il  s'agit  des  additions  et  des  soustractions.  Il  est 
sans  doute  à  propos  de  rechercher  les  expédiens  les  plus  commodes 
pour  surmonter  cette  difficulté*. 

4ââ*  Soit  à  calculer  une  équation  de  cette  forme  ,  :r  =  a£-f-  cd, 
dans  laquelle  ab  et  cd  représentent  deux  termes  composés  chacun 
de  facteurs  et  de  diviseurs  monômes,  quels  que  soient  leur  nombre 
et  leur  nature.  Le  mojren  le  plus  court  pour  trouver  la  valeur  de  x, 
en  calcuTant  l'équation  par  logarithmes,  est  en  général  de  chercher 
le  nombre  correspondant  à  tog.  ab  =  log.  a  +  log.  6  ,  et  de  la 
même  manière  le  nombre  correspondant  à  log.  cdy  ensuite  de 
prendre  la  somme  de  ces  deux  nombres» 

4^3.  Mais  si ,  par  exemple ,  x  est  une  ligne  trigonométrique  ; 
pour  trouver  à  quel  arc  elle  répond  ,  il  est  plus  avantageux  de  se 
servir  des  tables  trigonoraétriques  en  logarithmes  que  des  tables  en 
nombres  naturels.  Car  dans  les  premières  >  a  cause  de  leur  usage 
bien  plus  fréquent  >  on  a  inséré  les  différences  entre  les  logarithmes 
contigus  y  et  par  ces  diff'érences  on  trouve  promptement  les  se» 
coH(le8>dixièraes  de  seconde^.etc;  avantage  que  n'ont  pas  ordinaire- 
ment ks  fables  trigonométriques  en  nombres  naturels» 

4^4'  Par  la  même  raison,  si  ^3,  ou  si  ab  et  cd  étaient  des  lignes 
tfig^Qnomélri^ueSj  il  serait  à  désirer  de  n'avoir  pas  à  les^  chercher 
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dans  ces  dernières  tables^  et  de  pouvoir  résoudre  Téquation  par 
les  logarithmes* 

4:25.  Nous  dounerons  donc  deux  mojens  pour  trouver  le  log. 
de  rinconuue^  en  résolvant  l'équation  proposée. 

J'écris  réquadon  comme  il  suit  :  x;s=i  ab  Ci  -f-î^  J;  je  prends 
le  nombre  correspondant  à  log.  ^;  j'y  ajoute  l'unité,  et  j'ai  ainsi 
le  nombre  (i  -f-  ^j ,  dont  je  prends  le  log. ,  auquel  j'ajoute  celui 

cd 

de  ab  déjà  trouvé  en  calculant  log.  -r;  la  somme  est  log.  a?. 

4:26.  Le  second  mojen  n*est  pas  moins  général  ^  et  il  a  Vavan* 
tagé  particulier  de  dispenser  de  l'usage  de  la  table  des  logarithmes 
des  nombres^  lorsque  toutes  les  quantités  contenues  dans  l'équa- 
tion sont  des  lignes  trigonométriques.  Je  prends  dans  l'équation 

■    cd 

rédnite  (4^5)  le  binôme  ^  +  ~3>  ^^  j®  1^  compare  avec  le  second 
membre  de  Péquation  — ^r  =:  i  +  tang.'Ai  (I.  ig^).  Si  donc  je 

cd 

suppose-T=:  tang.'A^  supposition  qu'on  ne  peut  contester^  puis- 
qu'une tangente  peut  avoir  (49^  ^0  >  toutes  les  valeurs  imaginables } 
j'aurai  i  +  ^  =:  ~-,  et  par  conséquent  x  =  ^^^.  L'équation 

fang.'A  =  ^  me  donne  tang.  A  =  Xy^^y  ayant  déterminé  par 

son  moyen  l'arc  A,  je  prends  dans  la  table  ,  à  côté  de  log.  tang.  A^ 
le  logarithme  de  cos.  A,  et  je  l'emploie  dans  l'autre  équation 

^.  Donc>  en  séparant  en  deux  parties  l'équation  donnée. 
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on  peut  en  faire  lè  calcul  par  logarithmes  avec  bien  plus  de  facilité 
qu'en  employant  les  méthodes  données  jusqu'à  présent  par  Lacaille 
et  autres  auteurs  qui ,  en  pareil  cas,  emproient  la  formule  (IL  igi^}« 
Cette  transformation  m^a  été  particulièrement  utile  dans  ma  so« 
lution  du  problème  dont  l'objet  e^i  de' déterminer  le  moment  du 
plus  grand  éclat  de  Vénus;  solution  imprimée  d'une  manière  très- 
fautive  dans  l'Encyclopédie  méthodique  ,  k  Paris  ,  et  ensuite  avec 
quelques  fautes  encore  dans  l'Astronomie  de  Laiagide^  artr  1198» 
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437.  Au  Jieu  de  réquation  (I.  19®) ,  on  peut  prendre  indiffe* 
remment  celle-ci,  jr^^j  =  i  +  cot/A  ,   (I.  4«),    En   faisan! 

cot.A  =  |/^,onauraa:  =  ^. 

4a8.  Donnons  un  exemple  de  ces  sortes  de  transformations* 
Étant  donnés  les  log.  des  sinus  et  des  cosinus  >  et  par  conséquent 
(4ia)  des  tangentes  des  deux  arcs  de  i""  et  dea^;  cherchons  le  log« 
de  sin.  3*  par  cette  formule ,  sin.  3!  =  sin,  a*  cos.  i*  +  cos.  a*  sin.  1% 
(II.  i^).  En  la  comparant  A  la  formule  générale  (4^3  )>  on  a 
sin.  3°  =  X,  sin.  a°  cos.  i^^=:abf  sin.  i**  cos.  a*  =  cd.  Donc  (425), 

sin.  3»  =  sin.  a-cos.  i<>(i  4-t4^^^ 

Par  conséquent  en  faisant,  comme  ci-dessus  (4^)#  tang.  A=s 

y^  u^T-',  ^^  ^^^  ^^^'  ^  =  -  co8.'A  *  Calculons  par  loga- 
rithmes les  deux  dernières  équations  : 

log.  fang.  I*  =  8,a4igai5 
(L  3a«),  log.  cot.  a*  =  1,456916a 

.  Somma      g^ôgSSSyj 

La  moitié  ^e  eette  soitime  (34g) ,  on  log.  tang.  A  =  9,8494188^ 
Ce  log.  répond^  dans  les  tables^  k  tang.  35''  i5'37\  Il  faudrait 
actuellement  soustraire  deux  fois  le  log.  du  cosinus  de  cet  angle  p 
de  la  somme  de  log.  sin.  a*"  et  de  log.  cos.  i'.  J'évite  ces  sous- 
tractions en  écrivant  deux  fois,  au  lieu  de  log.  cos.  35^  iS'  ij'p 
'son  complément  arithmétique^  et  je  u*ai  qu*une  seule  addition  k 
faire. 

log.  cos.  !•  as:  9,9999538 

log.  sin,  a""  =s  8^5428193 

COmpL  log.  €0S«  S5^  i5!  5y'  s  o^o88oa36 

o,o88oi36 

,  Sqpimfi  ou  log*  sioa  3"*  s=:. 8^7 18800a 

1^  tel  est  en  effet ,  dans  les  tilles,  le  logarit^hme  de  ce  finttt* 

4^9*  II  est  bon  d*observer  que  dans  ces  sortes  de  calculs  il 
n'est  p^  nécessaire  de  cherche];  Tangle  A  lui*même.  Far  exemple 
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Jam  6e  cas-ci^  il  suffit  de  connaître  le  log«  d^  la  tangente  de  cet 
angle  pour  déterminer  immédiatement  celui  de  son  cosinus  ^  seule 
quantité  dont  on  ait  besoin*  £n  effet  ^  qye  l'on  prçnne  la  différence 
de  log.  tang»Ai  c'est-à-dire»  dans- notre  exendple,  de  9,S^g4^^^j 
au  logarithme  le  plus  roisin  dans  les  tables  :  ce  logarithqie  est,  dans 
celles  de  Gardiner,  9*8^^3a5  s:?;  Ipg,  tapg.  3^5*  iST  40'î'et  8{i 
différence  à  celui  de  tang.  A  est  a^ooooi35.  Que  Ton  prenne  aussi, 
dans  ces  tables  >  la  différence  de  44?  j  ou  0^0000447 j  entre  les  deux 
logarithmes  les  pins  proches,  en  plus  et  en  moins,  de  log.  taqg,  A. 
Enfin,  qu'après  avoir  pris  encore  la  différence  i49  entre  les  deux 
logarithnoes  correspondans  des  cosioii^^  ^  fftss^  la-  pvopcrtion 
447  :  i35  ::  149  i  ;^,  et  U,  TaleUir  de  ^  sera  celle  qu'on  doit 
ajouter  dans  ce  cas  à  log.  cos^.  SS''  i5^  4^^^  9^  ^^  trouv^  dans  la 
table ,  pour  avoir  le  logarithme  cherché  de  cos«  A» 


/ 


450.  Si  réquatîon  à  caUuI^r  avait  cettç  £QTjjffi,^fC:ç=iffb?':^cd;- 

en  écrivant  a:=;=crfr^—  ij,  le  premier  mojen  indiqué  (4^5) 

s'jr  appliquerait  avec  une  ég^lé  £^ilité^  en  retranchant  l'unité 
au  lieu  de  Tajouter; 

45 1,  Quant  à  la  d^  métfiod'e,  on  comparera  le  bînÔme-^—  » 
ail  second  membre  de  l'équation  (L  5S«),  tâng/A  fc=  ^-^-tt. -^  i. 
En  procéda^nt  çonu«fi  en  a  feit  •(4^6),  9fli  .a»rft  cos.  A  ;=  1/^  ^  > 

tX  x:=icd  tang.^A^  • 

ah 

Ce*  COS.    A 

parce  qu'alors  fang.  A  serait  imaginaire,  où  ne  doit  plos* se^seiVlr 
44e  la  formaJe  (I.  '53^)  pour  «n  tirer  .!§  f};uan(it^:^e'4>pi9pA];9lj|on> 

»ais  alore^  on  écrira  xxsL-^od  \x  ■-'-^^[f  ©^  prenant  l'équation^ 

à 

435.  Dtr  peut  preiidi]e-^«AeaMnt'v}î£)u>1ii»i(|.  49^4  jCdvM^  > 
««^iâ/Ai  «tl^iafiot  ^siAcAos  L^^i'^p  aui»^^  r-  c</  ooK^ii.. 


^  WAP.  Vn.  APPLICATIOIÏ  DES  LOfiARITHBfES 

454.  Soit  maintenant  Téquation  générale  y  =:  abdc  cddb  âf. 
f  Dans  cette  équation  et  dans  les  équations  générales  qui  suiveot, 
le  signe  double  embrasse  tous  les  cas,  et  la  règle  donnée  (ao)  n*a 
point  ici  son  application  )•  Je  fais  a&  db  c^  =s  a:  ;  je  cherche 
log.  X  par  les  moyens  que  je  viens  de  donner  (4^^  ^  4^^)} 
ensuite  par  les  mêmes  voies  je  résous  par  logarithmes  Téquation 

De  cette  manière  on  pourra  calculer  un  poljnôme  quelconque 
par  logarithmes^ 

455,  Soit  enfin  Téquation  très-générale  z  =  ^^'ZcD±£ F ±,ltc: 

Kédùisez  par  les  règles  précédentes  le  numérateur  à  un  seul  loga- 
rithme-, faites  la  même  opération  pour  le  dénominateur,  et  Téqua- 
tion  sera  résolue  par  logarithmes» 

456.  Et  si  le  second  membre  est  ou  en  partie  ou  en  entier  affecté 
4e  signes  radicaux^  si  on  a>  par  exemple^ z  sss  ^ = . 

alors  log.  Ç^{ab  dz  cd  ±:  e/zt  etc.)  »  ^  logv  (  «*  *  ^^  * 

•  I 

ef:àz  etc.)  ,  et  on  a  de  même  log*  ^(^B  àz  CD)  =  -  X 

log.Ç^BdbCD).  li  ne  reste  donc  qu'à  suivre  les  règles  données 
pour  trouver  le  logarithme  d*un  binôme  ou  d'un  polynôme ,  sauf 
la  division  convenable  par  l'exposant  du  radical. 

Mais  comme  les  racines  quarrées  sont  celles  qui  s'offrent  le  plus 
soiïvent  dans  les  diverses  opérations,  nous  allons  donner  des  formules 
partici^lières  qui  nous  feront  très-utiles. 

437.  Avft&t  ày  pa«aer ,  je  doî«  faire  ime  observation  que  fai* 

nat^ela  formule  (455),  et  qui  «'applique  à  toute»  le«  autres.  Quand 

le»  deuK  terme»  d'une  fraction  renferment  de*  quantité»  identique» 

.  on  qui  oBt  dç  l'affinité ,  il  J  »  tpujour»  meyen  d'en  varier  Avan- 

a  008.  9 

taget^sement  l'expression.  Si,  par  exemple,  on  a  2 es  i_agin.B* 
alon  ça  pçnt  Bu^poaer  <43;>)  eoa.  A  b=  v^a  »in.  B ,  et  l'on  aura 
X  5»^?^,  expression  qui  devieat  plus-aimple  et  plu»  lexpéditire 
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{)ouT  le  calcul ,  si  on  substitue  la  valeur  de  a  lirée  de  réquation 
précédente.  Car  alors  on  a  z  =  cot.  B  cot/A. 

458.  Soit  maintenant  a:=  y/(^»-f.^»)j  on  aura  (26),  xz=p  x, 
l/^Ti  -f-  2,\En  comparant  ce  dernier  radical  avecv/(i+tang,*A), 

(!•  19®),  on  aura  tang.A=2,  etaî=:— ^.  Par  la  simplicité  de 

ces  équations,  on  voit  que  la  proposée,  ^=  v(/^*  +  7*)>  ®*' 
une  de  celles  auxquelles  cette  espèce  de  transformation  s'applique 
avec  le  plus  d'avantage. 

439»  On  trii^uverait  la  même  chose  en  suivant  la  règle  générâm 

(455).  Alors  log.  a?  =  i  log,  (p^  +  y')  =  1  log.  ;;•  (i  +  2|)  =  h^.p 

+  T  log-  (ï  +  ^)  »  et»  (426),  ^  =  tang/A,  ou  2  =  taDg.A. 
De  même  i  -i-  ^  =  (^J i  donc  1  log.  (i  +  f)  =  log.  ^. 
Et  par  conséquent  log.  x  =:  log.  p  +  log,  — ^,  ou  a? s:    P^.* 

44o*  En  comparant  l/^(i  *f-  ?)  avec  \/(i  +  cot,*A)  >  (!•  4^), 
on  a  aussi  cot  «As-,  et  .r  =  .  ^  .# 

p'  sm.  A 

44i*  Si  réquation  était  de  cette  forme,  a?  s=s  i/(p' +  «/*)# 
elle  se  réduirait  à  la  précédente  x  z=:  \/{p*  ^  g^) ,  en  mettant 

É  n 

r*/*  au  lieu  de  y*  •,  et  on  aurait  tang«  A  =  -  y^rs  et  :t  ss:    .     .  , 

où  cot.  A  =  -  V^  et  :r  =:  n^T* 

443*  Sdit  à  présent  x  z=:  ï/C/?*  — ç*).  Les  log.  s'appliquent 
aisément  à  ce  cas,  parce  qu'alors  xz=z  ^/(^— ^  ç)  (p^ç).  Mais 
'^i'P  ou  ^,  ou  l'un  et  Tautre,  sont  des  lignés  trigonométriqnes  (4^^)» 
ou  que  Ton  ait  seulement  les  logarithmes  de  p  et  de  ç,  sans  avoir 
leur  valeur  en  nombres  natnrels ,  il  faut  alors  recourir  à  l'une  des 

deux  formules  (1.  5«,  iQ^)y  et  faisant  xx=^p\y/^(i  -^?-V  on 

aura  ^  =  ces.  A  et  a:  =:  p  sin.  A,  ou  2  =  sin,  A  et  a:  =  jp  cos.  A. 
P  P 

443,  Enfin  toute  expression  comparable  à  l'une  quelconque  des 

i3 


•    •    '  •  ! 

t  %       •    * 


m    • 
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fortnwîes  frigonoméfriqtiei,  pmirre  se  né«oudre  «t  9t  calcuter  par 
le  moyen  des  labiés  trigeooiaéiTii^iies.  Soit>  par  exemple  >  :r  =  m  >c 

SLt^.  Je  fki«<i7)>  «cawt  X  — j;  et  eoeiptrâiit  treMe  fcactioa  aret 

â 
le  second  membre  de  la  formule  (II.  8«)^')*ai  -  =  tang.  B,  e* 
a:s=m  tang.  (45^-HB)* 

444*  Lorsque  a  et  ^  sont  des  nombres^  on  ûtit  i*additioii  et 
Jà  soustraction^  puis  on  calcule  hnmédîalemeBt  par  )f^  logarUiunes 

l'éqvatian  x:=m  X  ^'"^y  i^  réduction  à  celte  forme  ^  quand 

elle  est  possible^   est  donc  quelquefois  préfikdble  aux  méthode» 
précédentes»  Soit ,  par  exemple  , 

rang.  0^:1=:  — ^^ Tr 

°  i+>icos.A 

équation  6ans  laquelle  x  est  inconnue  >  et  soit  demandé  de  con^ 
▼ertir  cette  équation  en  celle-ci  ^ 

tang.  (  t  A  —  a:)  2=  |-=^  x  tang.  i  A , 

qui  est  plus  commode  pour  Tusage  des  logarithmes^  en  supposant 
<]ue  n  soit  un  nombre. 

=  Ti — ^"^^^'  * — -— .  5=s  tang.  «.  Donc  (i  +  n)  tang.  of  4- 

i+n+(i — /i)tang.*^A  o  \         •        ^      -o  »^ 

(i  —  w) tang.»  \  A  tang.  a:= 2/z  tang.  i  A  =  tang.  ç  A(i  +«*^  i — 'î)  î 
tet  en  transposant ,  tang.  ïA(i— ;i)(i  +  tang.  j  A  tang.  a?  )  5= 

(  I  -f-  «  )  (  tang.  f  A  —  tang.  se  )•  Donc  taog«  4  A  X  ^^  =» 

^ÛSFÎXT^  =  t^g- a  A  -  ^),  (H.  6e). 

Si  réquation  à  convertir  était  taoe.  a:.s=; — r^ — r,  on  ferait 

-  sin.  A  , 

tang.  X  s= g ,  puis  -  =  »•. 

a.  +  -co8.A.  ** 


"  X  tang.  i  A, 

• 


1 

I 

» 
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K0118  voilà  en.  état  d'entreprendre  la  résolution  des  triangles  dans 
tous  les  cas.  Les  commençans  qui  seraient  pressés  d*y  arriver  et 
d'en  connaître  toutes  les  applications,  pourront  réserver  à  un  antre 
temps  la  lecture  des  deux  chapitres  qui  suivent,  et  qui  renferment 
un  grand  nombre  d'opérations  analytiques,  curieuses,  k  la  v  érité 
mais  non  nécessaires  pour  Tintelligence  des  autres  parties  de  cet 
Ouvrage.  Ces  deux  chapitres  d'ailleurs ,  qui  supposent  plus  d'étude 
et  de  progrès,  sont  écrits  plus  succinctement  que  les  autres,  pour 
ne  pas  trop  augmenter  le  volume  de  ce  Traité. 


CHAPITRE   VÏIL 


Formules  trigonoméîriquei  y  compliquées  (fùnagùtaù^t. 


44s.  li«N  nous  arrêtant  aux  logarithmes  hyperboliques;  nom 

avons  (588) ,  n  s=  i  +  log.'/i  H-  i  log.'»  +  j^  \og.^n  +  cte. ,  et 

par    conséquent   ;*•  s=  i  4-  log.  *  n*  +  i  log.'  ii*.  +  ®'c«  '^^  ' 

+  -  log.'n  4*  —  log-*^  H-  7^  l«g'*»  -H  •*«•  Soit  n:ssie  =:  la 

base  des  logarithmes  hyperboliques,  (389);  alors  log./ias  c(  on 
aura  donc 

^'  s=s  I  4-  ^v+* h w  H 5-7  +  ctc; 

"    1^    i.a   '    i.fl.5   '    i.a  3.4   ' 

Et  si  X  est  négatif  j 

-  '  -  «^  • 

i  "^i.a        iVa'.^*^  i^fl.3.4  ^ 

44^.  Soit  ActeellMawt  x:s^Ap^:^ii  on  «uri 


■     • 


4       * 


#- 


r 
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^A/-,  _   ,   JU  ^^-'    _  J^  -.  AV--I  _A4_ 

— V7-5  —  ®*^* 

1  .a.o.4'«^ 

.   ,       ^  A  y/—  I  A»     ,    AV— 1     ,         A^ 

C-^V-i  ^  I  -w        j  —^     i.a.3     ^^  i.a.3.4  ~ 

AV— 1 

l.îl.O.4.5 

447-  Mdinfenant  prenez  la  somme ^  et  divisez  par  a-,  vous  aurez 
^Av^-i      -Av/-i  A*    ,      A4  A«  ,  •  . 

^ =:  I  — 5-j 'z'j  n  c  +  ^*C*  =  <^OS.  A  p 

a  a     •    a. 3. 4        a. 3. 4-5. 6    "  ' 

(a85).  En  divisant  de  même  par  a ,  mais  faisant  la  soustraction 
au  lieu  de  l'addition  >  vous  aurez 

Ù—z£!^^iy^j  (a     ^'  I     ^'  ^^ 

5  ~K  \  a. 3  ^-3.3.4.5        3.3.4.5.6.7 

44^-  C^9  ^ciix  équations  a|outëes  Tane'  à  l'autre  ^et  soustraite» 
Vune  de  l'autre^  quant  aux  premiers  et  derniers  membres^  donnent 

^V— I  =  COS.  A  +  sin.  A  y/— '  * 
^^^•-i  — :  cos*  A  —  sin.  A  y/*^  »• 

449«  Divisez  la  première  de  ces  deux  nouvelles  équations  par 
la  seconde ,  vous  aurez 

* 

^A  J^  C08.  A -f- sin.  Ai/ —  t  1  +  tang.  A  y/ —  r 

€08.  A  — 8in.  Ay/— t  1  —  tang.A  y/r—^i* 

45o.  La  solution  de  l'équation  entre  la  première  et  la  dernière 
de  ces  trois  valeurs  égales  j,  donnera  pour  l'expression  imaginaira 
de  tang.  A  ^ 

De  cette  valeur ,  et  des  premier  et  dernier  membres  des  éqna^ 
lions  (44?)  >  il  est  facile  (  177)  de  tirer  de  i^ême  les-  valeurs  ima- 
ginaires  des  autres  lignes  trigonométriques. 

45i.  D'Alembert  a  démontré  {Dissert,  sur  les  Vents) if\\xe  tonier 
«xpression  imaginaire  peut  se  réduire  à  la  forme  P  rt-  Ç  V^—  ^> 


1*  • 


•  ••••• 

•  •  •  *  • 

•  •     •  • 

•  •    •  * 
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quantité  qui  devient  réelle^  lorsque  Ç  =  o,  et  encore  par  l'addi- 
tion ou  par  le  produit  de  la  quantité  P  —  Q  \/ — i.  Voyons 
quelle  sera  l'utilité  des  formules  ci-dessus ,  en  opérant ,  par  ces 
sortes  de  réductions,  dans  des  exeniples  remarquables  d'exposans 
et  de  logarithmes  >  les  uns  et  les  autres  imaginaires. 

453,  Soit  proposé  de  transformer  l'expression  (ii + 3  v/—i)'"*"'*^""* 
en  celle-ci ,  cos.  A  -+-.^in.  A  v^—  i^ll  faut  .trouver  ^  par  le  moyen 
des  données  a,  b,  g,  h,  la  grandeur  de  l*ar.c  A^  et  du  raypi^ 
dont  on  le  décrirait  (38)* 

455.  Soit  donc  («-1-3/—  0'"^* ^'''  —  cos.  A  -H  «in.  Av/-ii. 
En  femplojant  v/ — i  avec  le  signe  négatif, "Iqui  conviept  éga- 
lement à  cette  quantité  >  on  aura  Oi — d{/ — i^zz^Kt'  =:qo8.  A 

—  8in.  A  ^/-7-  1. 

*.  •  «       • 

454*  Multipliez  ces  deux  équations  Vune  par  l'aufre ,  et  transposez; 
vou s  aurez  cos/A  +  sin.*A  =  ( a  +  6  \/~  i  )'  (a  +  & V^— •  1  )* ^^ * 

(a  — iv^-,>(a-V-0-*'<-  =  («-  +  *'XÊS^y'^". 
Soit  \  =  tang.  X  ;  alors  (449) »  lt\yl\  =  '^'^'-       "       '  ' 

455.  Donc  cos.*A  +  «in.'A  =  {a^-^h^y  X.uf  .*'*?=  R%  U^')* 
Donc  ici  le  rajon  de  Parc  A  se  détermine  par  l'êquatiôn 

456.  De  plu3>  si  l'on  divise  Tune  par  l'autre  les  deux' équations 
(453),  on  àuràj^T^ V.rX-w-. '^ '^^  t "^ ""•  t ^"" ' '^  -^^'^-^ 

^^     /'  (a — 61/— 1)«    **^    '         cos.A-^sio.A  1/— '1  '  .' 

(449).  Donc  <?îAV-.  =;  (J±|^y  (  a  +  &  /  ^  iy^'Z.\ 
(a— ÔV/-.i)*v^-^S  ou,  C454), 

457.  Et  puisque  log.  ^  =  i ,  on  aura, ^  en  emplojanl  les  loga* 
riîhmes  V  aA  v^ — i  =ag^jrv/— i  -4- ^' V^^  i .  log/'(^â^H-' i* )  j  et 
enfin ,  en  divisant  par  av/-^  i  ,  *     ''^  •     '  '    '^ 

A=^a;  4-^  A  log.(a*  +  i')  =^a:4-log.  t^'Ca-^-i*)'^ 

valeur  cherchée  ,  dans  laquelieV^l^  it  détermine  ^àv  a  et  ^>  €^  «^ 
pour  rayon  TuAilé /  (^54)*^    :.    ,    ,    .  .  .  »""^ 
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458.  Si  ToD  exprime  par  les  logarithmes  les  équations  (449) ,  et 
qu'on  divke  p,r  ./-i ,  où  trouve  A  =  ^  log.  ^:;1:!:^;^;-I^ 

tin — r^  ïog%  î"^^'*"^'   ■■  r^^^\  formules  trës- utiles  dans  le  ealôul 

a  j/ — 1       ^    1  —  tang.  A  i/—  i 

intégral ,  pour  réduire  à  des  arcs  de  cercle  les  logarillimes  ima- 
giiaaires.        .  '   ' 

-  459*  Maintenant ,  puisque  rf^-  î  v^—  i  est  l'expression  générale 
dii^dute  gf'aûdéut  Imaginaire  (45i),  cherchons  ta  réduction  du 
logarithme  de  ce  binôme  à  la  même  forme  P+Q  |/ —  i . 

.  -Oh  at.  albrs;  dan»  la  formule  (4M)  comparée  à  ce  binûme  , 
gtsttj  hnitx^i  donô  Ust*  \/a^  -h  à* ,  (455);  et  faisant  toujours 

-  =  fang.  X ,  (454)  f  on  trouve  (38) ,  cosl  A  =  cos.  x  {/(a^  +  ^*) , 
et  sin.  A  =  sin.  x  \/(  a"  +;  i*).    Donc   (455)  a  ^  h  |/— •  1 

'^y{cû^  +  i*y  (cos.  X  4-  sin.  i  y—  i)  =  v/(4*  +  *•)  «^""  >  (44Ô)* 

t)'dù  résulte 

et  par  consé()ueqt 

Jlog.  (a*  +  ^M  =  P,  et  xz=^Q. 

*  *  4^'  Cetie  forme  simple  se  retrouve .  implicitement  dans  les 
logarithmes  (^^58).  En  effets  écrivons  2 A  au  lieu  de  A  dans  la 
première  formule  -(44^)  1  puis  exprimons-la  par  les  logarithmes  \ 
W^BK»  aurons    '  r, 

I         3  A^Z-i^  I  C5=  log.  ( COS.  aÀ.  +  sin.  %K  v^—  i)  , 

équation  dotit  le  premier  membre  est  le  même  que  dans  les  équa- 
liîJirt  (458)^  si  on  taultlplie  celles-ci  par  «(/— i.  Donc  aussi  les 
autres  membres  de  ces  équations  seront  égaux  au  second  membre 
de  celle  que  nous  venous.de  trouver. 

Ici    iP  5=  o  =  log.  i  .   et  0  =  ^  A. 

.461.  ^Yqjons  ce  qui.  arrive  dans  les  équatiqns  (448)  #  quand  oa 
substitue  une  àuifre  base  à  la  base  ^  dps  logarithmes  h/perboliques. 

Soit,  (453)^  *=,o^  g^=o,},on  a  de  suite  a* ^<=: *  =  cos. A 
+  sih.  A  (/  —  t^.  Mais  aWs  it:±  o ,  (454)  î  H  =2  i  ,  (455)  ,  et 

a*k:r-!  =  COS.  {h  log.  a)  +  sin*.(iA ^g.  à) fZ-i-i  ; 


»  '  « 


COMPLIQUÉES   D'IMAGINAIRES.  .^^3 

fîpressîon  dans  laquelle  log,  a  est  un  logarithme  hjperbolique 

46a.  Si  dans  le  dernier  membre  (458),  on  développe  Texpres- 

^^^^  ^^6-  !— tl^irAi/^^  •^  «noyé» îde  la  fem^ule  (567) ,  toute 
la  série  qui  en  résultera  aura  2(/ —  i  pour  facteur.  Mais  on  a  vu 
que  cette  même  expression  a  aussi  aj/ — i  pour  diviseur.  Il  suit  de 
là  que  lesiniAgilUlivéss'éraoomsseirt,  et  H  reste  précisément  Téqua-- 
tion  (aSa).  Cet  exemple  fait  voir  comAienfc  les  formules  imaginaires 
conduisent  à  des  formules  réelles  :  ce  dont  nous  allons,  donner 
encore  une  preuve  remarquable» 

jj65.  Bn  écm^ipt  »A  lia  lieu  4e  A  dans  les  éqpSafions  i^^^\ 

.^«iàv-.  3-.côs.nAdfc  sin.TzAj/— i'.  /  '  "•' 
Mais'  si  l'on  élfeVe  à  la-  puissance  /^  chacun  des'  nenlbciess  de  ^ 
mêmes  équations  (44^)*  on,  obtient  ,  "^ 

^•àèk\y/^x  =  j^cçs.  A  ±  sin^.A  y"-^  ?i*.. 
Donc  >  X^t  xî'esi  un  iJbéprème  ûopoctapM  f  t  purÎMâc)  ^  \ 

pos»  aA  p^  sîa.  fiAji/'-p- 1  .;^  (cD9k. A  sb  sio,  Af/?^  <)''i     ^ 
464.  De  même ,  en  mettant  17A  au  Hen  4e  .A ,  dans  Qè»  éqifai* 
iiôn«<447)^.<»»«    ..••         ;:,-r, '.'         "  :\  vnv.-V  .  ;  ^ 

Maintenant  si  lV>a  élève  à,  4a  jpujûtsaho«  R.lffl^^égyu^^>n|^j^8), 
leur  sommé  ^^euc  -dif^rencâ^  âonneront  c»av— 1  -j_  tf— bAV— 1  -- 
(cos.  A  +'ûn.  A|/—  i/  -f,  (co8.  A  -ot;ttiu  4i^a)-a9ij.'-#?A;W<il* 
g-uK^-^  ^  (cos.  A  +  sia.  A  f/— ,0'—  (cos.  A,— 8in.Ài/~0"» 

4o5.  Qu'on  éiibstilue  nes^  valeurs:  llans'les -équations  ci-dessus  j 
9n  aura  ,    >    .  i>         ... 

COS.  nA  =  <<^Q9-  A  -f  sJD .  A  y^  1)^;+  {A^sf A il/m.  A  t/— 15*''  ' ^ 


i .  t 


•  *  i  . 


*  ? 


Sin.  wA  ==  fc^^'^'^'âfacA  v^II-^^^-îj^coi».  A  — sin.  A  y/—  i)'^        ' 

Développez ,  par  le  moyen, de  la  fqrnïul^,d^j|^wion^  l,ç^  Jbinêmes^ 
oe  ces  importantes  formules ,  et  vous 'verrez  disparaitce  tou3  ,U* 
radicaux  imaginaires» 
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CHAPITRE   IX. 

Équations  et  Séries  tr^onométriques ,  relcdii^es  €Uix  arcs 

^  multiples^ 


•     • 


•  .... 

46fiy  lousT  9SC  multiple  est  représenté  par  Toxpressioa/iA^  dans 
laquelle  n  exprime  un  nombre  quelconque  entier, ou  roippu,  po- 
sitif ou  négatif^  rationnel  ou  irraUonAel ,  k  ipoins  qu'il  n'ait  été 
déterminé  par  quelque  condition  pu.  supposiliop.^  Les  formulea 
(^465,  4^4  >  4^^)  appartiennent  paf. conséquent  aux  arcs  multiples. 
Mais  comme  elles  sont  embarrassées  d^imàginài'rçs,  noud  les  ayons 
laissées  dans 'le  chapitre  précédeilt  /pour  ne  recbercher  dans  celui- 
ci  que  des  expressions  iféëlles.  Nous  en  développerons  un  grand 
nombre  #  ^upique  nous  en'  omettions  -  beaucoup  ,■  comme  moins 
utiles  et  plus  conipliqu^eB. 

467.  Trouuer  la  formule  générale  du  sinus  de  Varc  multiple , 
exprimé  par  lesrpuissances  du -sinus  de  tare  simple* 
Mettons  jxA  an  lien  de  A  dans  Inéquation  (2167)^  nous  aurons 

...     ,        ■.•,!'        *p3     •   a.9.4.5       a.o.4>»&««>-7 

• 

Mak  lfequa^on-{â4i)  donne-  :.-.",■'. 

s  SUli  A  -h  -r-Tî-  •+"  ^  '/  â. -T"  ..   y  fi  J"  "T*  «IC. 


»^/Aji^  si^  +  (43+  STi)  "^;'^  +  «*«• 

A'=s  sîn.'A  +  etc» 

Substitue]»  des  râleurs  dans  1«  sérip   ci^desansi   nous  trour 

VttOtt»  '        ■      ■ 


« 
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.       .    TisinM    ,    Snsin.^A    ,      S.Snain.'A      ,       .^ 

»A  =   7»    sm.  A  H--0"+"ÏT5"^ — mX^^ — '"^**'' 

—  -^  —  a.3  3.4  a.3.4.5  6 

+  73175      =  +TX4-5^-  -3.4.5.6   +«*'^- 

«'A'  _      Tf  sm, ^Jl  . 

~  a.3.4.5. 6. 7  a.3.4.5.b.7 

Or  les  coefficîens  de   chaque  diverse  puissance  de  sin.  A  se 
réduisent  aux  expressions  suivantes:  -^3-  =  — ,     ^.3      >  ^7475 

—  3T4^  a.3.4.5  ~*      a.3.4.5  a.3,4.5         '  a.4.6.7 

g-„3  5»s  ra^  aa5yi—  aSgra^  +  55/i^  —  n7  __ 

a.3.4.5. 6  "^  a.3.4.5. 6         â.3.4.5.6,7.  a. 3. 4.5. 6. 7 

_  nÇn^— 1)  (y**— 9)  (yi*— fl5)    jj^^^  ^^  ^  ^  p^^  1^  formule  générale 

a. 3. 4. 5. 6. 7 
cherchée, 

(*)..•  sin.  7ÎÀ  =  w  sui,  A  —  -^^3— sin.  AH ^  g  ^  5 —  «ux,  A 

_n(n^-0(^^  ,.^^,A  4-  etc.; 

formule  dont  la  loi  est  évidente* 

468.  Cette  «érie  est  yisiblement  finie ,  «t  d'un  nombre  de  termes 

exprimé  par  ^^-^ ,  quand  n  est  un  nombre  entier ,  rationnel  et 

impair;  elle  est  infinie  dans  tout  autre  cas.  Cependant  si  »  est 
entier,  rationnel  et  pair,  la  somme  des  termes  se  réduit  à  une 

eipression  composée  d'un  nombre  j  de  termes  multipliés  par  cos.A, 

ou  par  v/(i  —  sin.'A).  Ce  qui  se  trouve  et  se  démontre  comme 
il  suit. 

469.  Soit  S  le  second  membre  de  l'équation  (*)j  on  aura 
ain .  Tz  A  =  ^^  =s:  ■St/(;--"°'A)  Mais  par  le  binôme  de  Newton, 

COS.  A  \/(i— ain.*A)  * 

on  a  v/(i  — sin.«A)  =  i  — i  sin.'A  —  ^  sm,*A  —  ^^  sin-'-A. 

—  etc.  Divise*  5  par  cette  série ,  et  vous  trouverei 

»4 
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(^). , .  8in.  »A  =  ï/(i  ~ 8in/A)  (n  sin.  A  —  ^^^—^  »i°«'A  -f- 

jérie  qui  finit  évidemment  aprè»  ^  de  terme»,  qaand  n  est  pair, 

470.  Trouver  la  formule  générale  du  cosinus  de  farc  multiple, 
exprimé  en  puissances  du  sinus  de  farc  simple. 
L'équation  (a85)  donne 

COS.  «A  =:  I — ~  A*-|    "t ,  A* ,"'    ■  A«  4-        "^        »  I     .,^ 

X        •  «.3^-^       51.3.4.5.6-^  ^ii.3.4.5.6.7.0  **'*'• 

Substituez  les  valeurs  de  A*,  A*,  etc. ,  en  les  fermant  d'aprè* 
l'équation  (a4i)  ;  pui»  réduisez ,  et  vous  aurez 

(>)../co..iiAs=  .  ~?  ,in/AH-^^iî=^slnM--'^^2^?;if),in.'A 


^ X3.4.g.6.7.g ""• -A.  —  etc. 

471.  On  voit  que  le  nombre  des  termes  de  cette  série  e8t"'^^> 

quand  »  est  rationnel  et  ;pa/r;  elle  est  infinie  dans  tout  autre  cas» 
Mais  on  la  rend  finie ,  quand  s  est  rationnel  et  impair ,  et  alor» 

•lie  est  exprimée  par  "^^  de  terme»  multipliés  par  ces.  A ,  ou 

P"  V(»  —  «in.'A).  Il  ne  »'agit  pour  cela  que  de  la  diviser  par 
«e  bindme  développé,  eommeoa  l'a  fiiit  (469);  ce  qui  donne 

C/)...co».7ïA==v/(i-»in.»A>(i— 2^=28in\A+^:^=^^^«in.«A 

%1^.  Quelle  cjue  soit  la  valeur  de  w  ^  les  séries  {<t)  et  (^  sonl 

égales  entre  elles.  L*uoe  des  deux  au  moins,  on  toutes  deux  sont 

infinies.  Il  en  est  de  même  des  séries^  {y),  et  C<^)  comparées  entre* 
elles. 

475*  Trouver  la  formule  générale  du  sinus  de  l\^c  multiple^ 
exprimé  par  les  puissances  du  cosinus  de  tare  simple. 

Au  lieu  de  A  dans  Téquatian  («T},  qu'on  substitue  go*  —  A  ^ 
©n  aura,  dans  le  cas  seulement  de  n  rationnel  et  impair^ 
«os.  n  (9©f  -,  Ai  =  ±  sin.  nX,  (lai}.  U'o^ 
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(e)./.t.  tîn.  /►A  =  rfc  i/(  1  —  6o8.*A )  (1  —  —^  co$.*A  4- 

Le  signe  positif  a  lieu  quand  n=:4  m  -^  t ,  le  négatif,  quand 
nzrz^m —  if  m  étant  un  nombre  entier  rationnel,  à  partir  de  zéro, 

474.  Mettons  de  mftine  go*  —  A ,  an  Heu  de  A ,  dans  Téqua- 
tion  (/3);  nous  aurons,  înais  seulement  pour  n  rationnel  et  pair, 

(0 8m.»A  =  ±  /C<  — C08/A)  (»€o«.A— "^^gi2  co$.»A 

avec  le  signe  positif  quand  n  =  4^  +  2 ,  négatif  quand  n  =  4^« 

475.  Les  équations  (<),  (0  n^  subsistent  que  pour  les  valeurs 
de  n  que  nous  avons  assignées  pour  chacune  de  ces  équations. 
Toute  autre  valeur  donnerait  un  résultat  faux ,  comme  il  est  aisé 
de  s'en  convaincre  par  la  méthode  (i^i).  Les  mêmes  limites  ont 
lieu  pour  les  deux  équations  qui  suii^ent,  (if),  (d-)« 

476.  Troui^er  la  formule  générale  du  cosinus  de  Parc  multiple  i 
exprimé  en  puissances  du  cosinus  de  l'arc  simple. 

Introduisons ,  dans  l'équation  (et)  ,  90*  — •  A  au  lieu  de  A  j  nous 
obtiendrons,  mais  seulement  pour  /i  rationnel  et  impair p 

()j).  .  . .-.  COS.  n  A  =  db  (n  cos.  A  —  n{n^^\)  ^^^tj^  ^ 

«.^.4.5  -^co».»A-etc.); 

avec  le  signe  positif  quand  n  s=:  4m  -f-  i  «  et  le  négatif  quand 
nss:4fn  —  I. 

477*  Substituons  de  même  90*  —  A,  au  lieu  de  A,  dans  l'équa* 
tion  (y) -y  nous  aurons,  mais  seulement  pour  n  rationnel  et  pair, 

W COS.  «A  5=  sfc  («  -  f  cos/A  H-  "'^/g-^^  C0S.4A  « 

"'n"3^ys"'^°°>-'A4-etc.> 

Le  signe  positif  a  lien  lorsque  «  as  4/»,  et  le  signe  négatif,  quand 
n=:4m  —  2. 

478.  J'ai  publié  -pour  la  première  fois ,  dans  le  tome  vu  des 
Mémoires  de  la  Société  Italienne,  les  huit  formules  précédentes  , 
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trouvées  par  des  méthodes  purement  trigonométriques  ,  et  qvî 
n'avaient  été  démontrées  à  priori  par  personne  que  je  sache ,  si 
ce  n'est  la  formule  (a)  par  Euler  {Cale.  Intégr.  187).  Pour  la 
formule  (>),  il  s'est  servi  (ibid.  181)  des  formules  (464) ,  après  les 
avoir  conclues  par  analogie.  {Anal.  inf.  i55.  ) 

47g.  On  exprime  encore  les  sinus  et  cosinus  de  l'arc  multiple 
par  les  puissances  indéterminées,  n,  {n  —  2),  (/z  —  4),  etc.  des 
sinus  ou  cosinus  de  l*arc  simple ,  comme  on  peut  le  voir  dans 
les  séries  (X),  {v) ,  (^)^  (O  ^^  ^^^  Mémoire  cité  (478). 
J'omets  ici  ces  séries,  parce  qu'elles  ne  sont  pas  générales  pour 
une  valeur  quelconque  de  w ,  et  ne  servent  que  pour  tes  nombres 
pairs  ou  impairs;  parce-  qlie  d'ailleurs  elles  ont  ce  défaut,  qu^ 
lorsque  l'un  des  termes  se  réduit  à  zéro ,  les  termes  suivsms  ne 
s'anéantissent  pas;  enfin,  parce  qu'elles  ne  sont  absolument.néces- 
saires  dans  aucun  cas*. 

480.  En  substituant  successivemeot  à  n  les  nombres  naturels 
o,  I  >  3 ,  etc. ,  on  déduit  des  formules  (a),  (/?),  la  table  suivante. 

Sinus  dês  arcs  multiples ,  exprimés  par  les  puissances  du  sinus, 

de  rare  simple. 

Siti.o     s=  e« 

.  Sin.  A    =  sin.  A. 
Sin.  aA  =  asim  A  v^(i  — «sin.'A). 
Sin.  5  A  =  5  sin.  A  —  4^î°"*^* 
Sin.  4 A  =  (4siii.A—  Ssin.'A)  /(i  —  sin.* A). 
Sin.  5  A  =  5  sin.  A  —  ao  sin.^A  -t-  16  sin.^A. 
etc. 

481.  Les  formules  (é) ,  (Q  produiront  de  laméoie  manière  la» 
table  qui  suit*. 

Sinus  des  arcs  mulliples ,  exprimés  par  les  puissances  du  cosinuA 

de  rare  simple^ 
Sin^  o    ^  o. 

Sin.  A    =  v/(i  —  cos.'A). 
Sin.  »A  =  a  COS.  A  |/(x  —  cos.'A}*. 
Sin.  3A  =  (4cos.*A  —  0  V/(i  —  cos.'A). 
Sin.  4A  =  (8cos,3A  — 4cos.  A)V(i  — cos.'A). 
Sin. 5A  =  (i6.cos.*A  —  iicos.'A  +  0  V^(i  —  cos.'A). 
etc^ 
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4821.  Des  formule^  ()))  >  (d*)  naksént  celles  de  la  fable  suivante. 

Cosinus  des  arcs  multiples,  exprimés  par  le^  puissances  du 

cosinus  de  Parc  simple.  ^ 

Gos.  o    =1.' 

Cos.  A  =cos.  A 

Cos.  3  A  =  2  COS.' A  —  I. 

Cos.  5A  =  4  cos.'A  —  3  COS.  A. 
Cos.  4A  =  8  cos/A  —  8cQS.*A  -f-  i; 
Cos.  SA  =16  cos.^A  — r  ao  cos.^A  -+•  5  cqs.  A.. 
etc. 

483.  Enfîa  les  formules  (>)^  (^S")  focrrDissént  la  table  suivante» 

Cosinus  des  arcs  multiples,  exprimés  par  les  puissances  du  sinus 

de  Parc  simple* 

Cos.  o    =  I. 

Cos.  A   =  v^(i  —  sîn.*A), 

Cos.  aA=  I  —  a  sîn.'A. 

Cos.  3 A  =  (i  —  4  sin.'A;  \/{\  -^  sîn/A> 

Cos.  4 A  =£:  I  — r'  3  sin/^  7^-  âsixi/A» 

Nous  verrons  (84a)  comnoient  on  peut  déterminer  les  racine» 
de  toutes  ces  équations» 

484*  Il  est  facile  de  continuer  les  quatre  tables  ci-dessus.  Le 
second  membre  de  chaque  équation  est  £prmé  du  second  membre  de 
réquation  précédente,  multiplié  par  acos.  A,  ou  par  2  v/(i  — sin.*A), 
et  du  second  membre  de  Téquation  qui. précède  cette  dernière  , 
multiplié  par  *-^  i«  Ces  deux  facteurs  constituent  V échelle  de 
relation  ,  ainsi  nommée  par  Moiure,.  de  pareilles  séries  de  sinus^ 
et  cosinus  d'arcs  multiples  croissant  en  progression  arithmétique  > 
séries  qui  sont  de  l'espèce  de  celles  qu'on  nomme  récurrentes , 
parce  que  chaque  terme  dérive  de  termes  préeédene  modifiés  par 
une  loi  constante* 

485.  Mais  on  peut  former  plus  rapidement  quatre  autres  tables, 
dans  lesquelles  les  sinus  et  cpsinus  de  rare  multiple  sont  exprimés 
par  les  sinus  et  cosinus  de  moindres  arcs  multiples.  Mettons  nA 
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aa  lieu  de  A,  et  (/î  —  a)  A  au  lieu  de  B ,  dans  les  Formules  (  II.  igs 
30%  25^,  ^40 1  et  nous  aurons  aussitôt  celles  qui  suivent. 

486.  Sin.  /lA  =3  acos.  A  sin.(;z —  i)  A  —  sîn.  (;z  — 2)A. 

487.  Cos.  nA  =  a  cos.  A  cos.  («  —  i  )  A  —  cos.  (/z  —.  a )  A. 

488.  Sin.  wA  =  a  sin.  A  COS.  (/z — i)A  4- sin.  (/2 2)  A. 

489.  Cos.  nA=i  —  a  sin.  A  sin.  («—  i)  A  +  cos.  («  —  a)  A. 

490.  La  formule  (486)  donne  ^  (7^)$ 

Sin.  o    =  o. 
Sin.  A    SK  sin.  A* 

Sin.  a  A  =  a  cos.  A  sin.  A; 
$in.  5  A  =  a  COS.  A  sin.  aA  —  sin.  A. 
Sin.  4A  =  a  COS.  A  sin.  5A  ■—  sîn.a  A. 
etc. 

49U  D*tm  autre  côté,  la  formule  (488)  donne 

Sin.  o    s=  o./ 
Sin.  A   =  sin.  A. 
Sin.  aA  =  a  sin.  A  cos.  A; 
Sin.  SA  :^  a  sin.  A  cos.  a  A  +  sîn.  A. 
Sin.  4 A  ss  a  sin.  A  cos.  SA  +  sin.  a A# 
etc. 

492.  Par  la  formule  (487) ,  on  a  >  (7S)  ; 

Cos.  o    s=  I. 

Cos.  A   tscos.A. 
Cos.  aA sr:  a  cos.  A  cos.  A  —  i. 
Cos.  SA  =  a  COS.  A  cos.  aA  —  cos.  A 
Cos. 4 A  s=  a  COS.  A  cos.  SA  —  cos.  aA. 

etc. 

49S.  Enfin  on  déduit  de  la  formule  (489) , 

Cos.  ^    c=  I . 
Cos.  A  =  COS.  A. 
Cos.  a  Ass  I  —  a  sin.  A  sin.  A. 
Cor.  5A  =  cos.  A  —  a  sîn.  A  sin.  a  A. 
Cos.  4A  =;  COS.  aA  —  a  sin.  A  sin.  SA. 
eta4 
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Xa  loi  pour  la  continuation  de  chacune  de  ces  tables^  est 
évidente. 

494,  Trouver  la  formule  générale  de  la  tangente  de  Varc  mul^ 
iiple^  expritnée  par  les  puissances  de  la  tangente  de  Parc  simple. 

Nous  aurons  recours  y  pour  cette  solution ,  aux  formules  ima- 
ginaires^ comme  Ta  fait  Euler  {Anal.  inf.  ^49).  Au  lieu  de  A> 
substituons  nA  ;  nous  aurons ,  (4^) , 

auAy'— I 

Tang.  HA  =  -L^  x  '^j,^_,      : 

ÉleroDS  &  la  puissance  n  le  premier  et  )e  dernier  membre  de 
l'expression  C449)î  i^  deviendront  e--^^-^ ^  (^'±^^^^^\ 

49^*  Substituons  cette  valeur  dans  TéquaHon  ci -dessus^  et 
réduisons.  Elle  devient^  en  faisant,  pour  abréger,  tang.  Ass;/^ 

tane  nA  —  oV^i/-0'-0-^^-0'  v<  _L.i 
496.  Or  la  formule  de  Newton  donne 

^nJn^^i)Sn:^:^(n-^  /♦  -f-  etc. 

497*  Arec  ce«  râleurs ,  et  réduction  faite  *  l'^qnation  (49^)  80 
cba/j^  en  celle-ci  >  qui  e«t  la  formule  cherchée  \ 

Tang.  «  A  s=  («  tang.  A  —  "^"""^^3^""""^  tang.'A  +. . . , 

,(n-.0(n-,)(n-S)(n~4)  4^     »^  _  ^^  \  . 

a. 5.4. 5  "^  / 

tang.^A  -—  etc.  ji 
4^*    Ce  qui  donne  la  table  sui?aAtér 


\ 
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.  4 

Tangentes  des  arcs  multiples ,  exprimées  par  les  puissances  de 

la  tangente  de  l'arc  simple. 

Tang.  A  =  tang.  A. 

.  a  tang.  A 

Tang.  2 A  =  ^  _  tang.-A' 

Taiîg.  3A  —        i_3taDg.*A     • 

Tang.4A  -.  7  _  g  ta^g.-A  +  tang.4A- 
etc; 

499.  La  continuation  de  cette  table ,  au  mojen  de  la  formule 
(497)y  'coûterait  peut-être  plus  de  peine  que  si  on  recourait  à  la 
formulé  (II.  5®.);  avec  laquelle  ,  en  faisant  B  toujours  égal  à 
Tare  multiple  qui   précède ,   on'  a  sur-le-champ ,   par  exemple  , 

tang.^A  =  ^!3:A±^^kàt^:  i\  ne  reste  qu*à  introduire  la  valeur 

D  I  —  tang.  A  tang.  4A  ^  ^ 

trouvée  de  tang.  4A ,  et  faire  les  réductions  à  la  forme  la  plus 
simple. 

500.  Je  passe  à  Pinverse  des  problèmes  résolus  ci-dessus.  Soit 
proposé  de  troui^er  la  formule  générale  des  puissances  du  cosinus 
de  rare  simple ,  exprimées  par  les  cosinus  de  l'arc  multiple. 

Les  formules  imaginaires  employées  par  Lacroix  (  Câlc,  Différ. 
T.  !•  42.  Paris ^  i797)#  ct'dont  je  rends  l^usage  plus  prompt,  si 
je  ne  me  trompe  ^  et  plus  clair  >  conduisent  à  une  solution  plus 
directe  que  celle  que  faî  publiée  en   1794*  ï^*  X  du  Mémoire 

cité  (478).  .  .        •  .. 

Soit  donc  «^•-1  ;=<, ,  «-Av'-t  ^s  (  ;  et  par  conséquent  (44?)» 
COS.  A  =  i  (a  -t-  i)  5  on  aura  a»  côs."  A  =  (a  +  ^)"  =  (  *  +  «)*. 
D'où  a-+  •  cos.-A  =  (a  -I-  ô  )-  +  (  A  -4-  a)"  =  a"  +  ^"  +  «û* 

(a-'* -f  i"—  )  +  "^"~'^  a* 3*  (/«"-♦  +  *"-♦)  +  etc. 


5oi.  Or  ai»  =  1  ,  (5op)i  et  si  l'on  introduit  dans  les  équations 
(448), /lA,  («— a)A,  (/ï  — 4)A,  etc.  successivement ,  au  lieu 
de  A ,  on  aura  (465)  ,  a*  4-  A"  ;?=  cos.  nk  -f-  ""•  ^^V —  *  + 
cos./zA — sin./zA/ — i=aco8.nA,a"~'+*"~*=aco8.(/i — 3)A, 
a"-<  +  i"-<5=2co$.(7i  — 4)À,  etc.  Donc,  en  divisant  par  a 
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fous  les  fermes  de  la  dernière  équation  (5oo) ,  on  obtient  ^  pour 
la  formule  demandée , 

(p),..a"cos.»A===cos./2A+-cos.(/i--a)A4--i-Y--^cos.(/i— 4)^ 

^^^-'^'ij^-^'i  cos.(n^6)A^ctc. 

Dans  cette  série  la  valeur  de  »  n*est  cjxcaascrife  par  aucune 
restriction  (466)» 

Boa.  ;Mais  quand  n  est  un  nombre  entier  positif^  il  est  évident  ; 
par  la  nature  des  coefficiens ,  que  la  série  est  finie ,  et  que  le 
nombre  de  ses  termes  est  n-f-  <•  Deux  quelconques  de  ces  termes ,' 
pris  à  égale  distance  des  extrêmes  ,  sont  égaux  entre  eux  ;  la 
première  moitié  contenant  les  arôs  positi&  ^  et  la  seconde  les  mêmes 
arcs>  mais  négatifi>  ce  qui  ne  change  pas  le  signe  du  cosinus  (75). 
Tout  cela  est  clai&>  tant  par  la  propriété  des  coe£Bciens  qui  sont 
ceux  du  binôme ,  que  parce  que  le  multiplicateur  négatif  de  A 
s'augmente  de  deux  unités  #  k  chaque  foif  que  le  positif /s  s'accroît 

d^une  unité*  On  peut  donc  se  restreindre  à  — ^  termes^  pourvu 

que  chaque  terme  se  prenne  double ,  ou  bien  pourvu  que  Je  premier 
terme  se  change  en  a"=:'  cos/A.  Il  faut  observer  alors  que  si  n 

est  un  nombre  pair^  Texpression  ^ — ^  exige  qu'on  ne  prenne  que 
la  moitié  du  terme  dont  le  rang  est  après  -  termes. 

5o3.  Trousser  la  formule  générale  des  puissances  du  sinus 
de  Parc  simple ,  exprimées  par  les  sinus  ou  cosinus  de  Tare 
multiple. 

En  emplojant  les  expressions  (Soo);  nous  avons  (447)  s  ^îd*  A 
=  (a  ~  i)  :  a  /—  i }  et  par  conséquent  a' (  j/ —  i  )•  sin/A  =s 
(a-^by  ^ssz(b-^  a)»,  pourvu  que  n  soit  un  nombre  pair.  Donc^* 
dans  cette  supposition ,  a"± ■  (  v/—  i  )•  sin.'A  =  (a  —  b)r  +- 

^  i"-4)  ^  etc.  î  ce  qui  est  la  série  trouvée  (5oo) ,  sans  autre 
,4lifféreoce  que  ceUe  dès  signes  alternans. 

i5 


ji(yi—  i)  (n — a) 
a.3 
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504.  Or  (  i/  —  I  )•  =  =F  I  î  donc 

(?)...  2"  8inM=±(cos.72A—YCOs.(n—a)A+î^i^^ 

C08.  (/»  —  6)  A  +  etc.^  ; 

et  le  signe  supérieur  a  lieu ,  quand  n  est  multiple  de  4* 

505.  Cette  série  ne  diffère  pas  de  la  série  (p).  On  peut  donc  lui: 
appliquer  ce  qui  a  été  dit  (5oa);  le  premier  membre  deviendra. 
^2""  sin."A>  et  on  prendra  la  moitié  du  dernier  terme. 

506.  Mais  si  ti  est  in  nombre  impair ,  alors  (  a  *—  ^  )'  =:  — 
(b^a)\  Donc  a^(v/— i)*sin."As:5;(a  ~  *)»  —  (A  — a)*  = 

—  etc. 


507.  Maisa*--^fr*a=:cos.  wA-f-sin.wA^/**^!— CO8.  «A+sin.wA 
X  t/— I  =»si0. iiA|/— 1^,  a"-*— fi"-*c=3sin.(w — a)Av/— i,. 
et  ainsi  de  suite.  De  plvs^  (V^— ^  i)'  ss  db  f/ —  i^  Donc  le  facteur 
V —  I  est  conunun  à  tonales, termes  de  la  dernière  équation  (5o6)  y, 
donc  en  la  divisant  par  ;!(/—  1 1  on  aura>  toujours  d'après  les 
lègles  (5oa), 

(At) . . .  2^- •  sin.-A  =  rb; (sin.  tïA -.  "  sîn. (^  —  2)  A  +  !îl2ZlL> 

sin,C;2~4)A~''^"~2^''~''^in-(/x-6)A  +  etc,): 
ILe  signe  supérieur  a  lieu  ^  quand  (n  — •  1)  est  multiple  de  4* 

508.  Les  deux  prqblèmef  que  nous  venons*,  de  résoudre  font* 
ressortir  Tùtilité  des  formules  imaginaires  •,  puisqu'ils  nous  dé- 
mentirent qu'il  est  impossible  d'obtenir  des  expressions^  réelles,, 
i*.  des  puissances  4^  cosinus,  de  Tare  simple^  exprimées  en  sinus^ 
de  Parc  multiple; V  ^*«  des  puissances  du  sinus  de  Tare  simple,, 
eiprimées'  en  çinùs  p\i  cosinus  de  Parc  cénéralement  multiple ,  pour 
une  valeur  quelconque  de  tï  ;  5*.  des  mêmes  puissances  de  sinus,, 
exprîmiées.  en  sinus  de  Parc  muhîple  paii*;  4"^-  de  ces  mêmes  puis- 
sances,, exprimées  en  cosinus  de  Patc  multiple  impair. 

509.  Dés  formules  (/t),  (Ç),  et  en  suivant  les  règles  (Soa),. 
on  déduit:  la  table  qpi  suit» 
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Wtûissmces  du  sinus  de  Parc  simple ,  exprimées  par  les  sinus 

au  cosinus  de  Varo  multiple^ 

Sîû.'A  =  8În.A 
aSin.'A  ==  I  —  COS.  aA. 
4Sui.^A  =  5  sui.  A  —  3În.  5A. 
SSin/A  =  5  —  4co8.  ^A  -f-  co«.  4A. 
lôSin.'^A  =  losîn,  A  —  5  8in.  5A  +  fin.  5A.' 
3a  Sin,*  A  =  lo  —  1 5  cos*  a  A  -f-  6  cq».  4A.Tr*.  cos*  €A# 
64SiD/A  =  55  un*  A  —  ai  siii. 5A  +  78iii*5A  —  sîn.  7A  ; 
etc. 

5io.  Far  la  formule  (p)  et  lee  règles  (5oa)^  ou  obtient  la  table 
^suivante* 

Puissances  du  cosinus  de  Parc  simple^  exprimées  parles  cosinus 

de  Parc  multiple^ 

Cos/ A  ;:=:  COS.  A» 

3  Cos.*A  =  I  •:!-  cos,  rA. 

4  Cos.*A  ss  5  COS.  A  H-  COS.  5A: 

«  Cos.4A  =  5-1-4  COS.  R A  H-  cos.  4A; 
16  Cos.* A  =  10  COS.  A  -4-  5  cos.  5 A  +  côs.  5 A; 
3a  Cos.*  A  =  10  +  i5  COS.  a  A  +  6  cos.  4A  +  cos.  6A; 
•64  Cos.'A  =s  35  COS.  A  4-  ai  cos.  5A  +  7  cos.  5A  +  cos.  7A;. 
etc. 

5i  I .  La  table  ci-après  se  déduit  promptanent  de  la  fable  don- 
née (498).  La  seconde  équation  de  cette  detaièré fournit,  par  Sasolu^ 
tion ,  la  valeur  de  tang.*A.  Substituez  cette  valeur  dans  la  troisième 
équation ,  et  vqus  déduirez  de  cette  équation  la  valeur  de  tang.'A. 
Substituez  dans  la  quatrième  équation  les  deuk  valeurs  trouvées; 
vous  obtiendrez  de  même  lavaleior  de  taipg.^A,  et  ainsi  de. suite. 
Je  n'insiste  pas  sur  <Je  problème ,  parce  que  je  n'en  vois  pas 
l'utilité. 


J 
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Puissances  des  tangentes  de  Parc  simple ,  exprimées  par  les 

tangentes  de  Parc  multiple. 

Tang.'A  xsx  faug.  A. 

m          SA—  Stang.  A  tang.  a  A  —  gtang.  A  tang.SA  +  atang.QA  tang.  3  A 
iang.   A  —  \  tang.aA  ^- 

etc; 
5 12.  Exprimer  Para  par  les  sinus  de  ses  multiples^ 
Nous  avons  (SSg),  par  les  logarithmes  hyperboliques ,  ...../» 

log.  (i-4-a;)  =  a;  —  l^'H-î^'  —  etc.,  et  par  conséquenf . . . . 

log.(iH-7)  =  7-^+gp-etc.î  d'où ,;.. 

log*(i  H-^)  — lp^-(i4- j)>  ou  log.i-i^,  ou  enfin 

•i  +  — 

log.  a;  ss  (as  —  i)  —  i  («• — ij)  H- 1  (j:»  —  -^^ ,  etc . ,  c'est-à-dire 
log.xzss. (a;  —  «T')  —  i («•  —  X—)  +  ^ (j;»  —  *r»),  etc. 
5i5.  Or  soit  aîss^Av"-!.  on  aura  log.é^V-i/ou  Af/ —  t  =rr 

—  etc.  En  divisant  cette,  équation  par-  a  v^-^-'i,   elle  devient 


3Av'— t  — 3Av'-i 


a  ^».  j  — —  —  etc. }  et  par  conséquent ,  (464>, 

f  A  =s I sîn. A  —  i sîm. aA -f-l  sin. 3A  —  J sin. 4A  ^ etc. 

Remprunte  cette  «oîntion  curieuse  de  Lacroix  {Càlc,  Dîfér. 
pag«  7^)»  ^  l'attribue  k  Euler.  Pour  connaître  à  quel  point  le* 
imaginaires  sont  utiles  ponr  conduire  rapidement  et  san»  fatigne 
à  cette  série,  il  suffit  de  voir,  dans  les  Éphémérides  de  Mikm,. 
pouir  '  l'année  1785  (pag.  187),  coonment,  par  de»  moyens 
purement  «rigonométriqaes ,  ainsi  que  le  èts  l'exigeait;  l'équa- 

lion  i^lus  générale  (^W^)-»  tang.-i  -=  illÈliA- ',  où  :»  =5:  i  A  lors- 

"  I  -r  »  C08.  A  "  •    .  ■ 

que  B=s  I,  (I.  41»},  a  été  transformée  en  l'équation  qui  suit  : 
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ar  =  »sin.  A — ^71*  8in.3A  + ju*  sin.  5A  —  \n^  8in.4A  +  etc. 
Passons  maintenant  à  des  problèmes  du  même  genre  >  mais 
d*ane  autre  espèee. 

5i4«  Sommer  une  série  quelconque  de  sinus  d'arcs  en  pro^ 
gression  arithmétique. 

Soit  la  série  très-générale»  sin.  A+sin*  (A+B)-+-8in.(A4-2B)..». 
« .  •  +  sin.  (A+^B)|  celle  dont  on  demande  la  somme. 

Ou  a  (IL  a4«) , 

cos.(A  —  ^B)  —  cos,(A  +  5B)=:3a8in.^B  sin.A^ 
C08,(A  +  IB)  ■—  cos-(A  +  |B)  =  3  sin.  \  B  sin.(A4-B)  j 
cos,  (A  +  f  B)  — .  COS.  (A  H- 1  B)  =  3  sin.  i  B  sin.  (A-f-aB). 

Prenant  la  somme  de  ces  trois  équations  >  on  trouve 

cofl.  (A— |B)— COS.  (A  +  iB);==asin.  iB(8m.  A  +  ab.  (A+B)-f-8in.  (A+flB)). 

Ici  ^  =:  3  j  et  par  conséquent  -{ B  =;  ^       B.  Mais»  quelle  que 

soit  là  valeur  àep ,  il  est  manifeste  que  l'expression  du  coefficient 
de  B  dans  le  second  terme  du  premier  membre ,  sera  toujourt  ^ 

?^±i.Donc  '•        ' 

.   a 

Sin. A  +  8Îii.(A+B)  4- sin.(À+a6) -f-sîn.  (A+pB) ss 

C08.(A— iB)— co8./A-^-2E±iB^       «n.£^Biiii.(A+ApB)         ' 

V — S — d~ — °  .     ,(n.!»4^}. 

ann.  ^B  sm.jB  '^  ^^ 

5x5.  Si  la  série  est  infinie ,  cos/ A  -\  ^^  "^  '  Bjdisparaît,  parce  qfue 

cos.(A+iB-h;^B)  =  cos.(A+^B)co8.;?B~sm.(A-i-iB)sin.;>B, 
et  que  ces  deux  termes  s'évanouissent  j  les  sinus  et  cosinus  de  l'arc 
infini  pB  n'étant  pas  assignables. 
Donc  sin.  A  •+-  sin.  ( A  +  B)  +  sin.  (A  +  :aB)  -f-  etc.  jusqu'à 

,».     n     .  C08.  (A  — îB) 

rjnfini  ;=: ^ — ,  p     . 

5x6.  Et  si  A=  B,  on  Ama 
sin.  B  +  sin.  aB  +  sin.  5B  -f-  efc.  jusqu'à  l'infini  =  i  cot.  J  B.  (*> 

{*)  Lorsque  B  est  partie  àliquote  de  la  circonférence  ;  cette  série  est  du  genre 
des  séries  périodiques  ;  et  ^  continuée  à  Vinfini  ^  elle  ne  peut  avoir  pour  somme 
qu'un  nombre  vague  et  absolument  indéterminé .  {Mémoires  de  rinstit.  Nat.  ^  tom.  3^ 
Ilist. ,  pag.  lo). 
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517.  Ce  qui  semble  n'avoir  pas  été  remarqué,  c'est  que  quand 
la  progression  serait  décroissante ,  ces  formules  ne  varieraient  pas 
en  faisant  B  négatif  (77) ,  ainsi  que  nous  Tavons  démontré  plusieurs 
fois,  et  qu'on  doit  Pentendre  pour  les  problèmes  qui  suivent ,  et 
pour  tous  les  cas  semblables. 

5 18.  Sommer  une  série  quelconque  de  cosinus  (tares  en  pror 
gression  arithmétique* 

Soit  proposé  de  sommer  la  série  générale  ces.  A+  cos.  (A-f-B) 
+  COS.  (A  +  ^B) +  cos.(A  +  ;7B).  On  a,  (IL  !i5e), 

sin.  (A+iB)  —  sin.  (A  — ^B)  =  2  sin.  ^JB  cos.  A  j 

sin.  (A+  i  B)  —  sin.  (A  +  i  B)  =  2  sin.  \  B  cos.  (A  +  B)  ; 

sin.(A+|B)  — sin.(A  +  |B)  =  2sin.iBcos.(A  +  3B). 

La  somme  de  ces  trois  équations  donne 

«in.  (A  +>B)  —  sim  (A  ~  {  B)  =  a  sin.  i  B  (cos  A  +  cos.  (A  +B) 

-f-  COS.  (A  +  2B)\ 

Donc,  sans  répéter  ce  qui  a  été  dit  (5i4)  9 

<îos.A  +  cos.(A  +  B)  +  oos.(AH-2B)....  4-cos. (A-f-;?B)  =: 

r 

»^(^  +  ^^»)--°''<A~iP)_rin.Kp-fi)Bco8.(A-t-ipB) 


S19.  Si  f»  =  » ,  le  terme  sîn. (a  +  ^^^^b)  disparait,  par  lc« 
xaisoQS  déduites  (5iS) ,  et  il  reste 
COS.  A  -f.  COS.  (A  -f-  B)  -f-  COS.  (A-|-  aB)  -f-  etc.  jcsqu'à  l'infini  s=s 

rin.(A  — iB) 


»«    I      ■ 


asin.  ^B 

JEt  si  de  plus  A=  B,  alors  cos.  B  +  cos.  3B  +  cos.  3B  -|-  etc* 
jusqu'à  l'infini  =  —  j. 

520.    Sommer   la   série  S  =  sin. "A  +  sin." (A  -f-  B)   + 
«in."  (A  +  aB) .  - . . .  +  sin.»  (A  -+-  p&). 

Soit  premièrement  n  un  nombre  impair^   On  aura  ,  d'après, 
ia  formule  (ft),  (^07), 


\ 
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dezSss  -^,  («in.  »  A  4-  «in.  »  (  A  +  B)  +  $iii.  n  (  A  +  aB) 

-|-«in.w(A4-;7B))— .^.(8in.(/:— 3)A+«in.(/i— a)(A4.B) 

H- sin.  (»  — aX-A^  H- *'*)•  •  •  •  • +""•  ("— 3)  (A. -^-A'B)) 

^ ÎLl!LZli>  ( 8in.  ( «  —  4)A  +  sin.  («—4)  (A  +  B) 

+  sin.(»  —  4) (A  +  aB) -f-8fti.(«  — 4)  (A  +  pB)^ 

—  l!^!i=il^i=:^  (sin.  (  »  —  6  )  A  +  «in.  C »  —  6)  (  A  +  B  > 

H- «in. Ci  — 6)  (A-*-  aB). . . .  +  «in.  («  —  6)  ( A  +;?B)) 
•f-  etc. 

D'où  Ton  coDclurtt ,  en  vertu  de  la  sommation  (5i4)>  et  en  adopfanfr 
les  règles  de  la  formule  (ft},  quant  au  signe  double  et  aunombr»^ 
es»  termes  « 

_  gin.  i»(p4-»)Bain.»(Â  4-  |pB) 
*  "^  —  fl'-'ain.inB 

B  «in.  1  («— a)(p  +  0  B  rin.  («— a)  (A-f  ipBy 
""  a?-'8in.  H'»-'a)B 

■      nfft— 0«n.it«— 4)0'+OB»in("— 4)(A  +  ipB) 
"T ~         a"5in.  i(n— 4)B 

it(n— i)(«—fl)  rin.i(B— 6)  (/>-Hi)Baia.(n— 6)  (A+jpB):^ 
—  3.a»«in.i(i»— b)IJ 

4-etc. 
n  =  5'>  par  exemple  >  on  a* 

aij.|(p-f-i)B5in.5(A+ipB)    .   San.j  (p4- QBaJB.  (A-f-ipB): 
—  4sin.iB  •"  4«">-iB        . 

5a  1.  Si»  e«t  pair,  alors  on  se  servira  de  la  formule  (?),  (5o4).  On 
laissera  de  côté  le  dernier  terme,  qui  demeure  un  coefficient  isolé }  et 
traitant  la  formule  (|) ,.  comme  la  formule  (ji)  vient  de  l'être,  chaque 
terme  donnera  une  série  dont  on  prendra  la  somme  (5i3)5  le  nombre 
des  séries  sera  \nyet  le  aoefficient  isolé  ci-dessus,  tonjours  divisé' 
par  a»-',  sera  répété  un  nombre  (p-h  i)  de  fois ,  c'est-à-dire  autant 
qu'il  y  a  de  termes  dans  la  série.  5*  Cela  bien  entendu ,  et  ea 
observant  les  règles  de  la  formule  (0)  relativement  au  signe  double,, 
on  trouvera. 
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c rin.j  nÇp^-QBcoi.yiÇA+ipB)       nsin.Kn-:>)(P+0Boo8.Cn>>a^CA+iiyB^ 

*^*"  a*'-*8in.fnB  a"-«  «m.J  (o— .a)B 

,    n(n—  i)8in.i(y»— 4)  (p4-  i)Bco8.(«  — 4)  (A+T^B) 
•*  a«8in.K»  — 4)B  — 

»(ïi— 1)(/»— a)  «m.i(n— .6)rp4-i)Bco8.(n— .e)(A  +  ipB) 

5.a«sin.i(n  — b")B 

_1_  -L-P'f  »  w  (w— i)(»— a) In 

"*" a—.   ^  i.a,...,i»  '• 

Si,  par  exemple,  n«4,  on  ^  5^»^" ''(p+»)BcôM(A  +  XpB) 

»m.(/>+0Bco».3(A+^pB)    .    (p+i)5 
a  sin.  B  ^         ^ 

523.    Sommer  la  série   S  £=  cos."A  H-  cos."(A  •!-  B  )  H- 
co8."(AH-  aB) +  co8."(  A  +;?B). 

La  «érie  S  se  développe  par  le  mojen  de  la  série  (  p  ) ,  de  la 
même  manière  que  (5ao)  ;  et  prenant  (5i8)  les  sommes  de%  séries 

partielles^  dont  le  nombre  ^  j^our  fi  impair,  e^  ^       j  on  a 

ç  —  àtï,  i  n  (p  ^  i)  B  COS.  n  (  A  4-  ^  pB  ) 

a*    *  8in.  ^  »B 

.,    n8m.i(p~i)  (p+i)Bco8,(yt-%a)<A-f-^pB) 
^  a"-*  ain.  i(n— .a)B 

n(n—  08in.i(»— 4){(P  +  OBoo8.(yi~4)  (A-f-jpB) 


'^^  a«8iii.  i(»— 4)B     ' 

.  ,    n{n — i)(i>— ft)8Îir,K»— S)(P+i)Bcoi.(» — 6) 

*4*  I      II   iTlIlBi  I  g'      M     '      '  'l  V  '    CM»  i    "         " 

'  3.a*aMi.  ^(»— p^B 

H-  etCe 


(A+ipB) 


5^S«  La  même  formule  sert  pour  le  eas  o&  n  est  un  nombre  pair^ 
fit  le  dernier  terme  devient 

P+  ^  ^  (»->  i)  <n^a)  ......  i  (18 4-a) 

a»-*  "^  i.a i(n— a)* 

5a4*  Pour  trouver  les  sommations  (5i4#  5i8)^  £e//tfr  a  eu 
recours  k  la  théorie  des  séries  récurrentes.  Pour  arriver  au  même 
but^  ainsi  qu'aux  sommations  qui  suivent^  le  P.  Fontana  s*est 
servi  des  imaginaires  («^oci^/Â  îtaliana.  t.  ii^  pag.  4^9  à  453)» 
Les  expresssions  auxquelles  il  parvient  semblent  très-difiërentea 
des  miennes^  mais  il  est  facile  de  les/  réduire^  et  elles  leur  sont 
libsolument  égales.  Qn  verru  peut-être  avec  plaisir  ces  problpmea 
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résolus  anjonrd'hui  pour  la  première  fois  par  les  seules  forces  de 
la  Trigonométrie. 

5a5,  Sommer  la  série  des  tangentes  et  des  cotangentes  d^arcs 
en  progression  géométrique  croissante. 

Nous  ayons  (I.  Sg*) 

cot.  B  — cot.  aB  =  f  (tang.  B-f-cot.  B); 
cot.  aB  —  cot.  4B  =  7  (tang.  aB  +  cot.  aB), 
cot,  4B  —  cot.  8B  =  ^  (tang.  4B  -f-  cot.  4B). 

Et  en  sommant  un  nombre  n  de  ces  équations  ainsi  croissantes , 
nous  trouverons 

« 

cot.  B  —  cot.  2"B  =  f  (fang.  B  +  cot.  B  -f-  fang.  a'B  +  cot.  a*B 
4-  tang.  3'B  +  cot.  2*B  -f- +  tang.  a"  -  'B  +  cot.  3"r *B). 

526.  Sommer  la  série  des  tangentes  d'arcs  en  progression 
géométrique  décroissante. 

Ce  problème  est  facile  à  résoudre  ^  si  les  tangentes  et  les  arca 
ont  les  mêmes  diviseurs.  En  e£Eet  (  I.  Sg^) , 

\  cot.  f  A  -—  7  cot.    A  =  i  tang.  7  A  ;  ^ 
J  cot.  ^  A  —  \  cot.  I A  =  J  tang.  ^  A  j    > 

* 

\  cot.  I A  -^  ^  cot.  ^  A  =r  I  tang.  jA.         ... 

On  obtiendra  donc^   en  sommant  un  nombre  n  de  pareilles 
équations  > 

jr  cot.  —  —  cot.  A  =  i  tang.  ^  A  H-  i  tang.  J  A  +  g  tang.  J  A 

?r  tang.  -; 


537.  Si  7z  =  00  >  -^  sera  un  arc  infiniodent  petite  et  cot.  -^ 


A  —  A  ~  A 


1         ^1 

-r  =  -r«  Lft  somme  de  la  série  infinie  8â*a  donc 


-j:  —  cot.  A.  Et  si  de  plus  A  55=  go» ,  on  anra  -^  =5  ;  -H  7 

tang.  ^  +  g  tang.  ^  +  etc. 

«6 
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5:28.  Sommer  la  série  des  cosécamtes  d'arcê   croissons    eu 
progression  géométrique. 

Puisqu'on  a  (iSi) 

col.  T  A  —  cot.  A  =  -îT-T  =  coséc.  A  • 

cot.     A  —  cot.  a  A  =  -: — -r  =s  toséc»  :^A> 
cot.  3 A  —  cot.AA  ±=s  -: — Tx  =5  coséc.  4A . 

MA«4A 

on  aura ,  en  Mmoiant  easemble  \m  nombre  u  d'équations  telles 
que  les  précédentes, 

eot.  I  A  —  cot.  ^''"'*  A  ±=  coséc.  A  +  coséc.  :>A  4-  coséc.  4A 
•4- +  coséc.  a"*" *A. 


f  » 


^"     'l    ^■il'wiii   I    iiJH il   M  mm     ■ 


c. 


CHAPITRE    X. 

tlésoîution  des  triangles  reoièlrgn€s  rectangles^ 


f 


Fig.i.Sog.  vjommÎ  GD  est  ta  tangente  (i&)  de  Uarc  BD  décrit  du 
rayon  CD^  oïl  aura>  eu  procédant  comme  on  a  fait  (82,  83}, 

CD  :  DG  ::   R  :  tâng.€  t:  R  :  cot.  CGD, 

puisque >  dans  un  triangle  rectangle,  les  deux  angles  obliques  sont 
eoniplémens  Tun  de  l'autrct  Donc  dans  tout  triangle  rectangle  > 
un  café  est  à  un  mutre  câii  comme  le  rayon  est  à  la  tangente 
de  r  angle  opposé  à  ce  second  câté^  ou  comme  le  rayon  est  à 
la  cotangente  de  Vangle  adjacent  à  ce  même  côté. 

55o«  On  a  TU  de  plus  (8a)  ^ue  dans  tin  triangle  rectangle 
Phypoténuse  est  au  rayon  comme  un  côté  est  au  sinus  de  Fangle 
eppaséj  Ml  comme  um  odté  eet  au  cesinms  de  V^mgie  ndjacent^ 

;  55 1.  On  sait  encore  que  dans  tout  triangle  rectangle  le  qnarré 

dç  Vhypoténuse  est  égal  à  la  somn\e  des  quarrés  des  deux  côtés; 

oiijL  ie  fuarri  d'un  des  côtés  est  égal  à  la  différence  du  quarré  de 

l  Vhypoténuse  au  quarré  de  Vautre  côté  ;  ensorte  que  delà  trois  cûtéa 

f  4*un  triangle  rectangle  >  deux  étant  connus^  te  troisième  se  trou- 


If 


f.  ' 
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vera,  soit  par  l'exrracriôn  de»  racines^  soit  par  les  méthodes  tri- 
gonométrîqucs  (453  et  442)' 

55a.  Avec  les  règles  conteniies  dans  les  trois  articles  précédens, 
il  suffit  de  connaître  deux  choses^  outre  Tangle  droit ,  dans  un 
triangle  rectangle ,  pour  qu'on  puisse  trouver  la  valeur  de  cb^oint^ 
des  trois  autres  parties  de  ce  triangle.  Il  faut  excepter  seulement 
ie  cas  ou  les  deux  choses  connues  soût  les  deux  angles  :  car  alors 
le  problème  est  indéterminé  >  parce  qu*il  peut  évidemment  j  avolv 
une  infinité  de  triangles  semblables,  tels  ,  par  exemple,  que  GCD, 
ABC*9  ^^  ^^^^^  V^^  ^^  ^^  connaissance  des  angles,  il  e^t  impossible 
de  conclure  la  mesure  absolue  d'aucun  des  côtés  :  on  eit  déduit 
seulement  les  rapports  qui  régnent  enfre  ces  c6té&>  (85). 

555.  En  appelant  A  Tangle  droit,  B  et  C  les  deux  autres ,  nous 
avons  rassemblé  dans  la  table  (SSj)  toutea  les  aolutions  que  four« 
Dissent  les  règles  précédentes.  Pour  les  vérifier^  on  pourra  les 
appliquer  au  triangle  ABC,  fîg*  i« 

554  Mais  on  doit  observer  quf  d«t|i  Ie#as  de  U fi>rmule  i8«,  il 
€St  souvent  à  propos  de  calculer  BC  de  la  manière  eAseignée  (4r^^# 
qui  se  réduit  à  chercher  d'abord  B  ou  C  par  là  1 7*  formule  ^  et 
ensuite  BC  par  la  a%  ou  par  la  4S  ou  par  la  6%  ou  par  la  8«. 

555.  Si  dans  les  formules  iS^'  et  i5«  d»  cette  même  table  •  li 
sinus  ou  le  cosinus  étsdent  d^uné  grandeur  telle  (4i'9)  y  qu'on  ne 
pût  avoir  les  angles  par  les  tables  trigononoétriques  avec  Texacti-* 
tude  désirée ,  on  aurait  recours  aux  formules  (545 ,  544  >  54^» 

Nous  verrons  bientôt  (557)  que  ce  défaut  des  fables  n'apporte 
ni  incertitude  ni  erreur  dans  le  calcul  des  équationSj^  lorsque  les 
^ands  sinus  et  cosinus  sont  4snf  le  second  membre ,  c>$t«à- Ave 
daas  les*  qHwtitésooziaueai, 

556.  Trois  seulement  des  formules  qui  suivent  dépendent  des 
théorèmes  (55 1).  Toutea  les  autres  BQt- fondées  ^qr  cette  remarque  : 
si  Von  prend  l'hypoténuse  pour  rajoui  chaque  angle  a  pour  sinus 
le  côté  epposif  potur  coshiut  le  cdté  adjacent;  si  Dn  prend  un  côté 
pour  rajon ,  l'autre  côté  est  la  tangente  de  l'angle  opposé ,  la  co« 
tangente  de  Pangle  adjacent;  et  alors  Vh/pbténnse  est  la  sécante 
du  premier  de  oes  angles ,  la  cosécante  du  second*  Et  cette  remarque 
suffit  pour  mettre  eo  état  de  se  former  au  besoin^  sans  travail # 

oqtes  les  formules  de  la  Table  ci-après. 


1^4 
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537.  Table  pour  la  résolution  âun  triangle  rectîligne  ABC 

rectangle  en  A. 


DONNEES.     INCONNUES. 

* 

!AC !• 
BC...      a» 


!/\.v^  •  •  •  •' 
Xj  V^»  •  •  • 

( 

fAJB.  •  •  • 
BC... 


AC 


iA13«  •  •  • 
BC*  •  •  • 


WJ  /^         T%  1   ^^  •  •  •  • 

V  «^V^  •  •  •  • 

AB,  BCp'^* 


AC,  BC 


AB,  AC 


ÎB, C  . . 
AB. . . . 

B,  C  . . 
BC. . . . 


VORUULBS. 

AC    =  AB   X   taog.  B 

AB 


5« 

6« 

7' 


BC 

AC 
BC 

AB 
BC 

AB 
&C 

AB 
AC 


i«  AB  , 

a«  AÇ 

Se  C08.B 

4«  AC 

5e  tin.  B 

&  AB 

7*  tan  g.  B 


8f    BC 


cos.B 


AB    X    cot.  C 

AB 


ein.G 


AC    X    cot.  B 

AC 

eiq.  B 

AC    X    fang.C 

AC 
COS.C 

BC    X    COS.  B 
BC    X    sin.  B 

BC    X    «in.  C 
BC    X    COS.C 


AB 
BC 


sin.  C 


V/CBC  —  AB;  CBC+  AB) 


AC 
BC 

/(BC 


AC 

Tè 


=  COS.  c 

-AC)(BC  +  AC> 

« 

cottC 


^i^i'+m 


DES  TRIANGLES  RECTILIGNES  RECTANGLES.  1^5 

558.  Exemples  de  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne  rec^ 
tarjgle.  Soit  PO  une  distance  de  ySa  mètres ,  PC  de  459  ;  et  soit  Fig.  i. 
CPO  un  angle  droit.  On  demande  quelle  est  la  distance  OC*  On 
connaît  deux  côtés ^  et  on  cherche  ^hypoténuse;  c'est  donc  le  cas 
de  la  i8«  formule,  dont  voici  le  calcul^  en  substituant  PO  à  AB, 
PC  à  AC,  et  OC  à  BC- 

log.PC  =  3,643465 
compL  log.  PO  s=  7, 13578a 

p  c 

log-  Pô  =  9»  766347 

(PC\* 
Pô)  ^^  9^55^494 

Le  nombre  correspondant  de  plus  près  à  ce  log.  est  6^3408 

(PC*\ 
I  +PÔiy  =  *^S*  i>54o8  =5  o,  137364 

dont  la  moitié  ou  log.  \/^{}  +  pôr)  =  o^  o63683 

En  j  ajoutant  log,  PO  =  3,876318 

on  a  log.  OC  =  3,939900 

Le  nombre  correspondant  de  plus  près  à  ce  log.  est  870,76.  Donc 
la  distance  OC  est  de  870  mètres  et  ^.  Telle  est  la  solution 
géométrique,  pour  laquelle  j'ai  présenté  la  formule  dans  la  table ^ 
de  la  manière  la  plu9  commode  pour  le  calcul. 

559.  Voyons  maintenant  la'  solution  trigonométrique.  Par  la 

PC  PC 

17*  formule,  on  a  jp^  s=  tang.  COP.  Or  le  log.  de  ^^  trouvé  ci- 
dessus,  répond  à  tang.  5o*  16'  Si*',  4-  A.  cdté  de  ce  log.  je  cherche 
le  log*  de  sin.  So**  16^  3i%4  9  ^^  ^^  employant  son  complément 
conformément  à  la  formule  6«  ,  j 'ai 

compl.  log.  dn.  5o*  16'  5i%4  =:  0,397455 

log.PC  =:  3,643465 

Somme  ou  log.  OC  e=  3, 939900 ,  comme  ci-dessus. 

540.  Soit  proposé  de  déterminer  par  la  Trigonométrie  la  hauteur 
DK  p  d'une  tour  ^  d'un  clocher  >  etc.  Mesurez  à  la  toise  la  dis- 
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rig.  i.  tance  horizontale  DC,  du  pied  de  la  tour,  à  un  point  arbUraire  C, 
duquel  on  puisse  preudre  exaetemeat  >  au  piojen  des  iostrumens 
convenables  (7.01  et  suiv.)j  la  mesure  de  l'angle  DCK.  SuppMoat 
que  DC  ait  été  trouvé  de  2Z  mètres^  et  \f  et  ÛCK  de  5o^  2i'j  OA 
aura  par  la  formule  i«  (537) ,  DK  =s:  a3  ^  x  taufr  5o'  5\ 

Or  log.  35,25  =  1,566425 

log.  tang,  5o*  5'  =  o,  076956 

Sommé  ou  log.  DK  i=  i,  44^579  =  log.  37,7574* 

Dodo  t»  hauteur  de  la  tour  est ,  dans  ce  cas^  de  37^-  ^  environ. 

54^*  Ce  résultat  u'est  pas  celui  que  la  figure  présente  à  Pœil , 
puisque  DK ,  dans  cette  figure ,  est  presque  double  de  CD  ;  mais 
il  faut  »*accoutumer  à  se  serrir  des  figures  telles  qu'on  les  fait 
à  la  plume  «  sam  proportions  exactes ,  et  seulement  pour  se  guider 
daus  le  calcul*  C'est  ainsi  que  nous  construirons  une  figure  pour 
le  problème  si4vant« 

54^.  L'industrie  des  Navigateurs  a  trouvé  le  moyen  de  mesurer 
l'espace  que  parcourt  un  vaisseau.  La  boussole  leur  indique  de  plus 
la  direction  de  la  route  ou  l'angle  formé  par  la  ligne  que  suit  le 
vaisseau  1  avec  la  ligue  méridienne*  Je  suppose  qu'qn  ait  fait  cin« 
quanto  lieues  par  un  pi^me  ventj  et  S0u$  un  angle  de  Sâ^  ?>  adi?d*est, 
et  qu'on  demande  la  position  du  bâtiment  1,  ou  de  ^ujsUe  qaMtit# 
il  s'est  avancé ,  soit  an  oord  9  soit  à  l'est.  Je  commence  par  déérim 
Fig.  L  ^"^  '^  papier  une  ligne  quelconque  NS  ,  que  je  nomme  la  méri- 
dienne ,  et  dont  j 'appelle  N  nne  extrémité  qui  est  censée  ind^uer 
le  nor4  >  et  S  l'autre  ex^mité.  qui  indique  le  sud*.  D'qn  poLat  pm 
arbitrairement  dans  cette  ligne ,  <)ue  je  %omme  6 1  et  duquel  je 
suppose  que  le  vaisseau  est  parti ^. je  tirer u^ie  Ugpç^quelconqu^  BiQ^ 
par  laquelle  je  désigne  de  mêm&  les  cinq^u^pte  lie^ues  parcourue^ 
par  le  vaisseau.  Je  mène  cette  ligne  du  côté  N  et  non  du  côté  S  , 
et  à  la  droite  de  NS  ;  parée  cpie  la  direction  de  la  route  était  au  nonf 
et  à  l'est.  L'angle  CBN  vsfNréseate  eeliu  de  55*  {  nord-est ,  connu 
par  la  boussole.  Enfin  de  l'extrémité  Ç  ie  tire  une  ligne  CA,  que 
je  suppose  perpendiculaire  i  NS^  et  j'ai  un  triangle  BAC  censé 
rectangle,  en  A  >  daas  lequel ,  en  sy ppoiant  BC  sb  5o  lienee ,  et 
CBA  s  35*  i^  il  fiiut  déterminer  ki  kieguen  de  AB,  qA  eft  la 
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route  faîte  ver»  le  nord,  et  la  loogaeur  de  AC,  qui  est  la  route 
vers  Test.  Comme  }*ai  désigné  les  trois  angles  du  triangle  par 
A,  B,  C,  c'est-à-dire  par  les  lettres  dont  j*aî  fait  usage  dans  la 
table  générale  (557)  ,  j*aî  promptement^  sans  travail  et  sans  crainte 
d'équivoque^  les  formules  nécessaires.  Les  données  étant  BC  et  B, 
et  les  cherchées  AB ,  AC ,  j'ai  par  Ja  g^  formule ,  AB  =  5o 
côs.  55"*  5o\  et  par  la  io« ,  AC  =  5ô  sin.  35"*  5o';  ce  qui  donnera 
i-peu-près^  AB  =4^,7  lieues  >  etAC  =  :29^o55  lieues* 

545%  Pour  trouver  un  angle  exactement  ^  lorsqu'on  ne  pourra 
se  servir  des  formules  i3^  et  i5<^^  à  cause  de  la  grandeur  du  sinus 
ou  du  cosinus ,  on  aura  recours ,  suivant  le  cas ,  à  l'une  des 
quatre  équations  suivantes  ^  de  l*nsage  desquelles  nous  donnerons 
un  exemple  (556). 

Béduisanten  proportion  la  2^  formule  ^  on  a  BC  :  AB  ::  i 
:  cos.  B.  Donc  (19) ,  BC  :  BC  —  AB  ::  1  :  i  —  cos.  B  ::  1 

::isin/iB,(L7e),  =  5£zr^. 

544*  La  même  proportion  donne  encore  BC  -f-  AB  :  BC  —  AB 
::  I  H-cos,B  :  i  —  cos.B  ::  (17)  1  :  !  V  ^^!'  ^  ••  *  •  (ï-  4^*) 

A         •  1  Tfc         Wj  •*•  AB 

tang.*  f  B  =  ic+ÂS- 

545*  En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  8*  fof mule  ^  on  >  ce 
qui  revient  au  mèocie  >  en  mettant  B  an  lieu  de  C|  et  C  au  lieu 
de  B  dans  les  deux  équations  précédentes  ,  on  aura 

540*  H  arrive  ijn'aii  lieu  de  connaître  la  Valeur  absolue  de  deux 
parties  d'uù  triangle  rectangle,  comme  il  le  faudrait  pour  résoudre 
ce  triangle  par  les  formules  (537),  on  connaît  seulement  une  partie^ 
et  la  Somme  on  la  différence  de  deux  autres  parties.  Nous  croyons 
ulâe  de  donner  pduir  ces  cas  les  solutions  suivantes. 

En  mullipUant  Péquation  ($44)  P&r  la  i4%  (537)  ^  on  a  tang/  \  B 
X  AC*  =  (BC  —  AB)»,  et  par  conséquent 

AC  :  BC  —  AB  ::   I  ;  tang.  {  B* 
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Fig.  4.     547-  Si>  au  lieu  de  multiplier,  on  diyîse;  on  trouvera 

AC  :  BC  4-  AB  ::  tang.  iB  :  i. 

Far  ces  deux  analogies  on  résoudra  le  triangle  j  lorsqvi^un  angle, 
et  la  différence  ou  la  somme  de  Vhypoténuse  et  d'un  côté  seront 
donnés. 

548.  Car  on  sait  <jue  la  demi^somme  de  deux  quantités , 
augmentée  ou  diminuée  de  leur  demi^différence y  est  égale  ^  dans 
le  premier  cas ,  à  la  plus  grande  de  ces  deux  quantités ,  et,  dans 
le  second,  à  la  plus  petite. 

549.  La  formule  ï«  (557)  donne  AB,:  AC  ::  i  :  tang.  B. 
Donc  AB  -f-  AC  :  AB  —  AC  ::  1  +  tang.  B  :  x  —  tang.B 

::  I  :  -T!^^  gi  ®'  par  conséquent  (II.  8«) 

AB  +  AC  :  AB  —  AC  ::   I  :  tang.  (45*  —  B). 

Par  cette  analogie  on  résoudra  le  triangle ,  \oTsq\x*un  angle  et  la 
différence  ou  la  somme  des  deux  côtés  seront  donnés. 

550.  La  proportion  AB  :  AC  ::  i  :  tang.  B  donne  aussi 
AB  :  AB  db  AC  ::  I  :  i  db  tang.B.  Mais  (557,  9e)  ,  AB  = 
BC  COS.  B.  Donc  BC  :  AB  sb  AC  ::   i  :  cos.  B  (i  db  tang.  B) 

::  X  :  cos.B  =b  sin.  Bj  et  par  conséquent  (IL  7^) 

BC  :  AB  rfa  AC  ::   x  :  sin.  (45^=fcB)  /a. 

Par  cette  analogie  on  résoudra  le  triangle,  lorsque  Vhypoténuse  ou 
un  angle,  et  la.  somme  ou  la  différence  des  côtés  seront^  donnés. 

55x.  Lorsque  sin.  (45'*H-'B)  est  la  quantité  cherchée,  les  tables 
ne  donneront  pas  avec  exactitude  Tare  correspondant;,  dans  le  cas  où 
B  sera  un  peu  moindre  que  de  /fi^"".  Mais  alors  comme  on  a  sin. (45'' —  B) 

=  \/i  ^  cos.'(45*  —  B)  =  \/i  —  sin.'(45*  -f-  B)  ,  ce  qui 
donne,  en  substituant  i  sin.  (45^+B)  sa  valeur  tirée  de  Pana- 
logie  ci-dessus,  sin.  (45*  -.  B)  =  4/^(1  —-^^^')  =» 

\/^{^    "  ""aBc^  ^)»  ®^  aurA  de  cette  manière,  au  lieu  de 

la  valeur  de  sin.  (45**+  B),  celle  de  sin.  (45*  — B),  et  par  consé- 
quent celle  de  B ,  avec  to^te  U  précision  désirée.  Si  la  fraction 
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^^  "^^  ■  est  peu  différente  de  Taiiité  ^  il  est  à  propos  de  calculer 

par  les  nombres  naturels,  et  non  par  lojgaritbmes >  la  quantité 
aBC—  (AB  4-  AC)*,  pour  Tavoîr  avec  exactitude.  Mais  ensuite 
on  pourra  prendre  son  logarithme  >  en  soustraire  le  log.de  aBOj 
la  moitié  du  reste  sera  le  log.  de  sin.  (45*  — B)« 

55a.  Considérons  encore  deux  cas  qui  fournissent  trois  théo- 
rèmes utiles. 

Soit  dwisée  premièrement  Vhypolinuse  en  deux  segmens  par 
une  perpendiculaire  comme  AD  ,  tirée  de  Tangle  droit.  ^'^i-  ^ 

i^.  /^  plus  grand  segment  sera  au  plus  petit ,  comme  le  rayon 
au  quarré  de  la  tangente  du  plus  petit  angle. 

3*.  Vhypoténuse  sera  à  la  différence  des  segmens,  comme  le 
rayon  au  sinus  de  la  différence  des  angles. 

En  effet,  (Sag),  AD  =  BD  x  tang.  B  =  CD  x  tang.  0/ 

Mais  tang.  C  =  cot.B  =  xs^Tt'  ^^^^  ^^  X  t^ng.'B  s  CD^ 

et  par  conséquent 

!•.  BD  :  CD  ::  i  :  tang.'B. 

Il  est  évident  que  B  doit  être  le  plus  petit  angle  >  tn  supposant 
BD  >  CD}  puisque  la  proportion  exige  qu'on  ait  aussi  i  >  tang.B, 
c'est-à-dire  B  <  45%  (39). 

Cette  proportion  se  transforme  ainsi  :  'BD  ^  CD  :  BD  ^» 

CD  ::  1  +  tang.'B  :  i  -  tang.-B  ::  1   :  \=^^^  ::  1   : 

cos.  :2B,  (I.  a5e>    Mais  BD  +  CD  =:  BC,  et  cos.aB  sss- 
sin. (C  — B),  puisque  C  =  90*  — B.  Donc 

2\  BC  :  BD  — •  CD  ::   I  :  sin.  (C  —  B). 

555,  Si  au  lieu  de  la  perpendiculaire  AD ,  on  considère  une 
ligne  comme  A£ ,  (fui  tombe  obliquement  sur  Vhypoténuse  p  en 
divisant  V angle  droit  en  deuœ  parties  égales  ;  alors 

S"".  Le  plus  grand  segment  de  Vhypoténuse  est  au  plus  petit  $ 
comme  le  rayon  à  la  tangente  du  petit  angle. 

En  effet  (89),  AÈ  =  ^^  =  g^.  Mai,  BAE  =  CAE 

par  la  construction  ,  et  sin.  C  ass  cos.B.  Donc  B£  x  sin.  B  ss 

»7 
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CE  X  COS.B,  et  par  conséquent 

BE  :  CE  ::  i  :  tang^B. 

554.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  toutes,  cee  fommles  ; 
(543^  etc.)  >  en  donnant  un  exemple  pour  en  fstire  voir  l'usage 
et  Putiiité. 

Supposons  que  regardant ,  d'un  lieu  élepé ,  PJîorizon  de  la  sur^ 

face  de  la  nier ,  on  demande  Vinclinaison  du  rayon  visuel. 

Fig.  6.      Soit  BT  :=  40  pieds  j  et  soit  la  tangente  BA  le  rayon  visuel 

d'un  observateur  qui ,  du  point  B.>  regarde  Phorizon  de  la  mer.  On 

cherche  l^angle  ABO  que  forme    l'horizon  apparent  AB   avec 

l'horizon  vrai  OR  de  l'observateur. 

555*  Puisque  BAC=90*=CB0,  l'angle  cherché  ABO=ACB* 
Four  trouver  là  grandeur  de  cet  angle,  on  a  par  la  formule  iS""  (^Sj)^ 

AC 

cot.  C  =  g^«^  Les  Astronomes  ont  déterminé  la  longueur  du  demi» 

diamètre  AC  ou  TC  de  la  Terre,  dont  la  valeur  moyenne  (i55g) 
est  à-peu-près  de  19610000  pieds  >  mesure  de  Paris,  en  nombres 
ronds.  En  ajoutant  40,  on  a  donc  la  valeur  de  BC ,  et  par  conséquent 

log.  AC  =:  log.  19610000  5=  7,2924776 

compi*  log.BC  s=:  compl.  log.  19610040  =.  2,7075215 

log.  COS.  C  ss  9y999999K 

556^.  Ce  log.  répond  dans  les  tables  au  Cosinus  d'un  angle  entre 
6'  4^''  ^t  /  i5\  On  attrait  ainsi  la  valeur  de  Panglè  cherehé  avec 
So'  d'incertitude  (419}*  U  ^^  donc  à  propos  d'avoir  recours  à  la 

formule  (545),  sin..|  C  =  l/^^^i^  q^  transforme  le  grand 
cosinus  en  \xa\  sinif»  très-petit ,  et  dont  voici  let  calcuL 
log/i(BÇ ~  AG)  =  log.  i  BT  =  log.  20  =  i, 5oio5oa 
compl»  log.  BC  sa  compl.  log.  19610040  ==3  2,7075215 


X  RC       AC 

.,,   ,  .  ..  Doocleg.     ^g^  ■  =  4,oo855i5 

dont  la  moitié  (549*) ,  on  log*  sii).  |^  G  =»  7, 0042757. 
Ce  log.  répond  dans  les  tables  à  sin.  3'  28'',  5.}  et  Ton  a  ainsi  avec 
précision  C=i6"56^6. 
557.  Natié  venons  ^e*  voir  cjne  ^uaod  en  emploie  la  formule: 
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COS.  c  =  ô7^  ^  le  log.  de  coà»  C  ne  donne  pas  exactement  la  valeur 

de  C  :  mais  cette  imperfection  n'influe  en  rien  sur  le  calcul  lorsque 
Tangle  C  est  connu,  et  qu'étant  donnés  «  par  exemple^  BC  et  C, 
on  cherche  AC  par  ]a  formule  AC  =  BC  x  cos  C.  Il  est  clair  que 
si  à  log.  BC  pris  de  l'exemple  ci-dessus,  on  ajoute  log.  cos  6'  Sj', 
tel  que  le  donnent  les  tables ,  et  que  nous  l'avons  trouvé  en  cal- 

AC 

culant  la  formule  cos.  C  =  g^  ,  il  en  doit  résulter  nécessaire- 
ment le  même  log.  de  AC ,  que  celui  que  nous  avons  employé 
dans  cette  même  formule.  Concluons  qu'autant  les  sinus  et  cosinus 
très-grands  sont  peu  propres  à  donjier  la  valeur  exacte  des  angles 
par  le  moyen  des  tables  ordinaires.^  autant  ils  sont  favorables^ 
lorsque  l'angle  est  donné,  pour  trouver  avec  précision  upe  autre 
quantité  quelconque  d'une  équation,  puisque  s'il  y  a  quelque  légère 
erreur  dans  l'angle  donné  ,  elle  n'altère  point  la  valeur  de  son 
sinus  ou  cosinus ,  et  ne  nuit  point  par  conséquent  à  la  valeur  de 
la  chose  cherchée. 

558.  Si,  au  lieu  de  l'angle  d'inclinaison,  on  voulait  connaître 
la  distance  BA,  on  aurait  (557,  16*),  AB=  v^4o  X  59320040. 
En  calculant  cette  équation  par  les  logarithmes  ,  on  trouvera 
promptement  que  l'œil  peut,  à  quarante  pieds  d'élévation ,  voir 
la  surface  de  la  mer  jusqu'à  une  distance  de  39608  pieds. 
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CHAPITRE   XL 


Résolution  des  inangles  rectûignes  ohliquangles. 


5^9*  C^ONnAïasAKT  deux  angles  f  et  par  conséquent  le  troi« 
•ième,  et  connaissant  aussi  un  côté  ^  tromper  l'un  des  deux, 
autres  côtés. 
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Appelons  A  ^  B ,  C  les  trois  angles ,  et  AC  le  côté  coimu.  Si 
^'8-  7-  pon  cherche  BC ,  on  aura  par  la  règle  (89) 

j.fy,  AC  X  sîn.  A_ 

sin.  B 

Nous  arons  donné  (9a)  un  exemple  de  ce  cas. 
Si  le  côté  cherché  est  AB ,  on  aura  par  la  même  règle 

r 

AC  X  un.  C 


AB 


ÂQ.B 


56o.  Connaissant  deux  câtés  et  V angle  opposé  à  Pun  d*eux  ; 
trouver  V angle  opposé  à  Vautre  côté  donné  ^  et  par  conséquent 
l'angle  intercepté;  car  ordinairement^  avec  ces  mêmes  données , 
c'est  en  cherchant  celui  des  angles  opposés  qui  n'est  pas  connu  ^ 
qu'on  détermine  l'angle  intercepté. 

Appelons  les  données  AC>  BC^  B}  A  est  l'inconnue  demandé^^ 
et  on  aura 

BCXsin.  B  ^ 


sin.  A 


AC 


56 1  •  H angle  cherché  est  toujours  aigu^  s* il  est  opposé  au  plus 
petit  des  câtés  donnés. 

£n  effet,  comme  le  plus  grand  angle  est  toujours  opposé  au  plus 
grand  côté,  il  faut,  si  BC  <  AG,  qu'on  ait  aussi  A  <B.  Or  un 
triangle  rectiligne  ne  peut  avoir  deux  angles  obtus. 

56a.  Si  Fangle  cherché  est  opposé  au  plus  grand  des  câtés 
donnés  p  V espèce  de  r  angle  est  douteuse,  (55). 
Fig.  8.     £n  effet  soit,  par  exemple,  BC  >  AC)  et  menons  CD  =  AC^ 

nous  aurons  A  z=s  ADC,  et  (54)  i  sin.  A  =  sin.  CDB  =  — ^^"' 

5=5 c^~'  I^onc  pour  savoir  si  l'angle  cherché  est  aigu  comme 

A ,  ou  obtus  comme  CDB,  il  ne  suffit  pas  de  connaître  la  grandeur 
de  B ,  celle  de  BC  et  celle  de  AC  =  CD  ;  mais  il  est  nécessaire  de 
savoir  encore  si  le  plus  petit  côté  donné  est  dans  la  direction  AC 
ou  dans  la  direction  CD.  C'est  ce  qu'on  sait  ordinairement  par  les 
xirconstiances  locales.  Mais  saD9  cela%  il  est  de  plus  impossible  de 
savoir  laquelle  il  faut  adopter  des  jdeux  valeurs  ACB,  BCD  pour 
le  troisième  angle ,  et  AB ,  BD  pour  le   troisième  pôté» 
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563.  Connaissant  deux  côtés  et  V angle  opposé  à  Vun  d'eux , 
trouver  le  troisième  côté. 

Appelons  les  données  AC,  BC,  B  ;  AB  est  l'inconnue  cherchée,  fîç.  a 
Que  Ton  mène  sur  AB  prolongé  ,  s'il  le  faut,  la  perpendicu- 
laire  CD  j  on  aura  (  55o  ) ,  BD  =  BC  x  cos.  B ,   et  CD  = 
BC    X    sin.  B.    Donc  (53i),    AD  =   »/(  AC  —  CD»)   = 
»/(AC*  —  BC»  sin/B).  Or  AB  =  BD  ±  AD,  Donc 

AB  =  BC  X  cos.  B  dfc  »/(AC»  —  BC»  sin/B). 

564*  On  Toit  par  \e%Jigures  que  le  radical  négatif  a  lieu  lorsque 
l'angle  A  est  obtus.  Donc  pour  trouver  la  valeur  de  AB,  il  est 
nécessaire  de  savoir  l'espèce  de  l'angle  opposé  au  plus  grand  des 
côtés  donnés ,  comme  dans  le  problème  précédent.  Si  l'angle 
donné  B  est  obtus  j  le  radical  est  positif;  mais  il  faut  observer 
qu'alors  BC  x  cos.  B  devient  négatif  (66). 

565..  J'ai  donné  pour  ce  problème  une  solution  directe^  et  )'en  ferai 
de  même  pour  les  problèmes  suivans^  parce  que  ces  solutions  four- 
nissent des  expressions  utiles  et  même  nécessaires  dans  les  opéra- 
tions analytiques  :  mais  dans  ce  cas-ci  ^  la  voie  la  plus  expéditive  et 
la  plus  commode  pour  le  calcul  numérique^  est  de  chercher  d'abord 
Tangle  A  par  la  formule  (56o)  ;  alors  le  troisième  angle  C  est  aussi 
connue  et  ensuite  AB  se  trouve  par  la  2^  formule  (559).  Comme 
les  quantités  AC  et  sin.  B  sont  communes  à  ces  deux  formules  ,  on 
n'a  que  six  logarithmes  à  chercher  par  cette  méthode. 

566.  Connaissant  deux  côtés  et  Pangle  intercepté ,  trouver  le 
troisième  côté. 

Soient  les  données  AB^  AC»  Aj   BC  est  le  côté  demandé.  Fîga. 
Menant  une  perpendiculaire  CD  sur  l'un  des  côtés  connus^  on 
aura  (SSi) ,  BC*  =  CD*  +  BD'  =  AC*  ~  AD*  +  (AB  —  AD)* 
=  AC*  +  AB*  —  3AB  X  AD.  Mais  AD  =;  AC  x  cos.  A,  (55o)î 
dnc* 

BC  =  »/(  AB*  4-  AC*  — t  aAB  x  AC  cos.  A). 

En  appliquant  cette  solution  à  la  fig*  3  où  A  est  obtus ,  on  verra 
que  le  dernier  terme  est  positif^  c'est-à-dire  tel  que  la  seule  consi- 
dération des  règles  (66)  aurait  conduit  à  l'employer  dans  le  calcul. 

567.  Cette  formule  est  assez  pénible  à  calculer.  Pour  la  rendre 
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fîg-  9.  plus  commode  dans  la  pratique,  substituons  i  -^  asiii.^  -  A  au  lieu 
de  cos*  A^  et  nous  aurons  (28^  i4)> 

BC  =   V/CAC  00  AB)'  +  4AB  x  AC  x  sin/i  A. 
Actuellement  par  les  transformations  (440  ^^^  aurons 

*"S-  ^  =  xS;éè  V^^^  X  ^C;  et 

ACooAB 


BC  = 


cota. 


La  première  de  ces  équations  donnera  la  valeur  d'un  arc  a,  qni, 
emplojée  dans  la  seconde^  fera  connaître  aussitôt  lé  côté  cherché. 

563.  Lorsque  la  diflFérence  (ACcoAB)  des  côtés  est  petite, 
le  résultat  peut  se  trouver  plus  exact  en  empinjant  la  somme.  Pour 
cet  effet ,  écrivons  (566) ,  (a  cos/  i  A  —  i)  au  lieu  de  cos.  A  ;  nous 

aurons  BC  =   v/(  AB  +  AC  )•  —  4AB  x  AC  x  cos.*  {  A  -, 
puis ,  (443) , 

et  BC  =  (AB  +  AC)  sin.  m. 

569.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  intercepté,  trouver 
vn  des  deux  autres  angles. 

Solution  I.  Nommons  les  données  AB,  AC,  A  ;  soit  B  l'angle 
cherché.  Du  troisième  angle  C  abaissons  la  perpendiculaire  CD  j 

nous  aurons  (Sag),  tang.B  =  ^.  Mais  (53o)  ,  CD  =  AC  x 
«in.  A ,  et  BD  «  AB  ^  AD  ~  AB  —  AC  X  cos.  A.  Donc 

AC  ain.  A  tang.  A 


tang.B 


AB  — ACC03.A  *""       AB 

—  1 


AC  COS.  A 

La  dernière  expression  nons  apprend  que  dans  ce  problème  il  n'est 
pas  nécessaire  de  connaître  la  valeur  absolue  des  côtés  donnés , 

mais  seulement  leur  rapport  ~. 

570.  Si  A  est  obtus,  cos.  A  et  tang.  A  seront  négatifs  (73).  Mais 
81 A  étant  aigu ,  on  a'  AC  cos.  A  >  AB ,  alors  la  valeur  de  tang.  B 
«era  négative,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  B  sera  obtus  (77). 
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Soit  dit  an  surplus^  une  fois  pour  toutes  >  qu'il  suffit  de  donner 
les  formules^  pour  la  résolution  générale  des  triangles  ^  en  sup- 
posant  tous  les  angles  aigus.  C'est  à  quoi  se  réduit  la  règle  C77)« 

571.  Si  au  lieu  deB  on  cherche  l'angle  C;  en  abaissant  la  per- 
pendiculaire du  point  B  sur  la  ligne  AC  ^  on  trouvera  par  la  même 
méthode 

j.      ^    g>  AB  8in.  A 

*"S*  ^  =  AC-~ABco».A' 

572.  On  obtiendrait  le  même  résultat  en  changeant  sçulement 
dans  la  formulé  précédente  S  en  C  et  C  en  B>  règle  facile  et 
générale* 

575.  Solution  II,  AB  :  AC  ::  sin,  C  :  sin.  B,  (89).  Donc 
AB  +  AC  :  AB  —  AC  ::  sin.  C  -f-  sin.  B  :  sin.  C  ~ 
sin.  B  ::  tang.  i  (  C -f- B)  :  tang;i(C~B),  (II.  i5«).  Mais 
(95) ,  tang.  f  (C  H-  B)  =  tang.  \  (180^  —  A)  =  tang.  (90-  —  i  A) 
=  cot.  ^A^  (ïi)»  Donc 

tang.KC~B)  =  cot.i  A  x^-=^}  ou 

cot.  KC  -  B)  =  tang.  i  A  X  ^±4§- 
574.  Pour  calculer  Vune  ou  l'autre  de  ces  formules  ^  on  nommera 
AC  le  plus  petit  des  deux  c6tés  donnés.  On  connaît  déjà  - 


90""  — •  7  A.  Retranchant  de  cette  quantité  la  valeur  de 


C—B 


a 

donnée  par  la  formule^  on  aura  celle  de  B;  en  Vajoutant  ^  au 
contraire^  on  aura  le  plus  grand  angle  C^  (^4^>  et  cette  addition 
donne  l*angle  obtus  ^  quand  il  l'est  effectivement. 

575.  Si  la  valeur  des  côtés  AB,  AC  était  donnée  en  logarithmes 
et  non  en  nombres-naturels,  comme  il  arrive  dans  les  tables  astrono- 
miques pour  les  distances  des  planètes  Au  soleil,  alors  on  ferait,  (44^)  > 

tang.  Où  =:  -jr^  \  et  on  aurait 

cot^  i  (C  —  B)  =  tang-  \  A  tang.  (45*  +  x). 

576 .  Connaissant  les  trois  côtés  ,  trousser  un  angle. 


r 
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Fig.  a.     Solution  !•  Soit  A  l'angle  chercbé.  De  la  formule  (566)  on  tire 

577.  Cette  expression  de  cos.  A  sera  plus  commode  pom*  le 
calcul  sous  la  forme  suivante ,  (a8)  : 

(AC  +  AB4-BC)(AC+AB  — BC) 
COS.  A  =  flAGxAB "• 

578.  Solution  II.  En  mettant  ^  dans  la  formule  que  nous  Venons 
de  trouver^  ^cos/  ^  A  — *  i  au  lieu  de  cos.  A ,  on  aura 


AC  +  AB+BC  ^^  /AC  +  AB+BC 


X 


V 


BC) 


coB.iA=y AB^TÂc 

Celte  solution  me  paraît  la  plus  expéditire  ^  cependant  la  suivante 
est  plus  usitée ,  parce  que  souvent  on  aime  mieux  chercher  dans 
les  tables  le  log.  d*un  sinus  que  celui  d'un  cosinus^  et  surtout  parce 
qu'on  n'a  pas  les  petits  angles  avec  exactitude  par  les  cosinus. 

579.  Solution  II L  Dans  la  formule  (576)^  mettons 
I  —  2  sin/  {  A  au  lieu  de  cos.  A}  nous  aurons  2  sin/  f  A  = 

,     BC*— AC»  — AB*  (BC  +  AC  — AB)(BC+AB  — AC)     T^ 

'  ^ aABxAC        =  aABxAC •^^'^^ 

//BC4-AC+AB ^g\  /BC  +  AC  +  AB  _  j^ç\ 

sin.iA=  y    2 ABXAC ' ^ 

580.  La  table  III ,  à  la  fin  de  cet  Ouvrage ,  contient  les  solutions 
analytiques  de  toutes  les  questions  que  renferme  ce  problème  : 
Dans  un  triangle  ABC^  trois  parties,  dont  au  moins  un  côté  ^ 
étant  données ,  déterminer  les  autres  parties.  Je  dis  trois  parties 
dont  au  moins  un  cdté;  j'en  excepte  un  seul  cas ,  celui  de  deux 
angles  connus ,  lesquels  suffisent  pour  déterminer  le  troisième  angle» 

Les  formules  i«,  a%  lo^,  11%  19%  ao%  28e,  39%  55%  56%  82%  85« 
de  la  table  III,  naissent  visiblement  de  la  règle  (89). 

Les  formules  5o%  93%  48%  57e,  6G«,  75%  84%  93%  ioa%  sont 
fondées  sur  les  art.  93,  yS,  et  donnent  celles  qui  les  suivent  immé- 
diatement, comme  on  le  reconnattra  si  Ton  se  rappelle  les  formules 
(Il  i„  5e,  5J. 

Les  formules  8e,  aS*,  45c,  77e,  ïo5%  sont  démontrées  aux  articles 
565,566,576,569,  571. 
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Les  formules  9«,  17^,  18%  26^^  11^^^  se  démontrent  comme  la  8^; 
ou  plutôt  la  9*^  se  tire  de  la  8%  en  changeant  dans  celle-ci  A  en  B 
et  B  en  A  ;  et  par  des  changemeos  semblables,  la  9^  donne  la  17^  et 
]a  36®,  et  la  8"  donne  la  i8*  et  la  27«. 

Les  7^  et  \G^  se  démontrent  comme  la  aS*^  ou  se  tirent  delà  25^ 
en  changeant  convenablement  les  lettres* 

Les  70^  et  97«  se  démontrent  comme  la  4^^  ou  s*ea  déduisent 
en  changeant  les  lettres. 

Les  formules  5o%  5i«  se  démontrent  comme  la  77s  on  la  5 1*  se 
déduit  de  la  77%  et  la  5o«  de  ta  5i%  en  changeant  les  lettres*  H  en 
est  de. même  des  78^  et  io4%  comparées  à  la  io5% 

La  3*  est  tirée  de  la  i%  en  mettant  dans  celle-ci  la  valeur  de 
sin.  A,  prise  de  la  5i%  et  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur 
par  sin.  C.  Les  4®,  ia%  i5%  ràV  et  !ia%  se  tiffent  de  même  des  2%  10% 
ii«,  i9«et2on 

Les  S"",  6%  i4s  i5s  ^S»  et  rïi/'  sont  faciles  à  tirer  des  formules 
5i%  77%  io5«,  So^,  78%  io4*. 

La  5a«  est  tirée  de  la  oS^ ,  en  substituant  dans  celle-ci  la  valeur 
de  AB  prise  de  la  7^.  On  déduira  de  la  même  manière  les  formules 
35%  59%  6o%  86«,  8f  des  :ag%  55«,  56^,  8a%  85«. 

Si  on  observe  que  sin*  A  =  t/(  1  —  cos/A  )  >  on  verra  que 
les  54%  61%  88»  proviennent  des  45%  jo^s  97** 

La  Z5^  se  déduit  dé  la  aO^,  en  y  introduisant  la  valeur  de  BC 
prise  de  la  formule  26^.  On  déduira  de  même  les  formules  56^^ 
6a*,  65'*,  89«,  90^  des  formules  39*,  55«,  56%  8a«,  85®. 

En  faisant  attention  que  cos.  A=  \/(i  — -sin/A),  on  recon- 
naîtra que  les  formules  57%  38%  64%  65^,  91%  92^  proviennent  des 
28%  ay,  55%  5&,  8a%  85*. 

En  observant  que  co$.  A  =  ^— jj  «t  divisant  la  5a«  par  la  5o% 

on  aura  la  4^\  On  trouvera  de  la  même  manièxe  les  formules  4^% 
68»,  69»,  95%  gfr. 

La  44^  est  tirée  de  la  40*,  en  substituant,  dans  celle-ci  la  valeur 
de  sin.  B  prise  de  la  5&,  et  celle  de  cos.  B  prise  de  la  65«,  Les  45% 
71%  7a*,  98»,  99»  sont  formées  de  même,  en  substituant  respecti- 
vement dans  les  4o*,  67*,  94%  les  valeiu'S  contenues  dans  les  8^% 
et  91%  85«  et  93%  a8*  et  87%  39*  et  58«/  55«  et  64*. 
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On  sait  que  tangé  A  =  ~-^;  donc  en  dirisant  la  55*  par  W44% 

on  aura  la  53<  Les  54s  80%  8i«,  107%  io8«  sont  formées  de  la 
même  manière» 

Dé  plus,.tang.A  =£3  1^^— i_-^  i^j  d*où  il  est  âtcile  de 

conclure  que  les  5^%  79*,  io6«  proviennent  des  4'%  70*,  97s 

Enfin  eà  divisant  la  otS""  par  la  37%  on  a  la  4^*,  et  Ton  forme  de 
la  même  manière  les  4?%  75%  74%  i^o»,  ioi% 

58 1»  La  table  lY  ^  rejetée  de  même  à  la  fin  de  cpt  Ouvrage ,  n*a 
pas  besoin  d'explication^  J'ai  cru  devoir  l'ajouter  en  faveur  de  ceux 
qui  n'aiment  pas  les  expressions  dans  lesquelles  les  parties  du 
triangle  sont  désignées  simplement  par  les  lettres  de  l'alphabet. 
J'j  ai  réuni  les  solutions  les  plus  commodes  pour  le  calcul  numé- 
rique. 

582.  O0  aura  pu  conclute  des  formules  des  tables  III  et  IV,  et 
en  général  de  toutes  les  formules  précédentes ,  que  pour  résoudre 
Wï  triangle  rectîl igné  bbliqtîangle ,  il  est  nécessaire  de  conûattre 
trois  des  parties  qui  le  composent ,  et  que  l'une  au  moins  de  ces 
parties  soit  un  côté  par  lanaèrne  raison  que  celle  qui  a  été  donnée 
(55a),Trflfl.e8t  14  th^U  générale^  Nous  allons  cependant  donner  des 
solutions  pour  des  combinaisons  différentes. 

Fig.  7.     585.  Cohnàissant  4eUx  tôtés  AB ,  AC ,  et  la  différence  (C  o«î  B) 
dès  angles  opposés,  Résoudre  le  triangle* 

De. la  seconde  formule  (573),  dans  laquelle >  pour  plus  de  géné- 
ralité^ je  substitue  co  à  -^^  je  déduis  l'équation  suivante  : 

tang.iA=cot.t(CooB)x^5^iOu 

tanp    i  deini-angle  compris  1       *  cot.  \  dilF.  donnée  X  diff.  Aes  côtés  donnés 
,  .  ^  ^*  1  entre  les  c^té^dôanés  /  somm«  dés  cétéé  donnés 

L'angle  A  étant  connu,  la  détermination  des  iautrés  patties  du 
tf ittw^ïe  n 'à  pVuS  dé  difficûïté. 

584?  Connaissant  les  angles  et  la  somme  (AB-+-AC)>  ou  la 
différence  (AB  co  AC)  de  deux  côtés  j»  résoudre  le  triangle. 
Des  deux  dernières  éqnations  se  déduisent  les  quatre  suivantes:. 
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(AB40  AC)  ==  CAB4.  AC)  tang-  {  A  taog.  \  (CcoB)/ 
(AB  +  AC)  =  (AB  co  AC)  cot,  lA  cot.  1  (C  (>o  B) ,  ou 

Diff .  des  côtés  dont  1  som.  de  ces  côtés  X  tang.  j  angle  compris  ^ 

la  somme  est  domiée  j  cot.  f  diflF.  des  deux  autres  angles 

Som.  des  côtés  dont  1  diff.  de  ces  côtés  X  cot.  j  ang|le  compris 

la  différ.est  donnée  j  tang.  idiff,  des  deux  autres  angles     ' 

I/ane  ou  Taatre  de  ces  deux  formules  donnera  la  valeur  absolue 
de  AB  et  de  AC ,  (54»). 

585.  Connaissant  un  angle  A,  le  côté  opposé "RC ,  et  la  somme 
(AB-f- AC),  ou  la  différence  (AB  co  AC) ,  des  deux  aittres  côtés, 
résoudre  le  triangle* 

^       ^T  S  -or^       (ABto AC)  sin. A  _  (AB</>AC)«n.(C-HB)  _ 

Ofl  a  (ni.  le,  1  !•;,  BC  =    ,ùi.C(^sin.B  5m.C^8in.B 

,r  z.    TT     !r  V  f ASt^Agaain-iCCTf-B)  coi.  j  (C+B)  _  (AB«o AC)  «in.j  (C + B) 

(Lee,n.33«)  '  a«fl.i(c«^B)co«.i((i+B) w.rcci/^b)  • 

Mais  sin.  î  (C  -f-  B)  =:  sin.  i  (i8o'  —  A)  =  cos.  1  A.  Donc 

•      T  ^/^       ïi\       (  AB  or>  AC)  C08.  ^  A     ^^ 

SU.  i(CooB)=^ g^^ ,  on 

.      r  i  différence  des  1 diff.  donnée  X  cos.  j  angle  donné , 

*  \  angles  inconnus  /  ""*  côté  donné 

•  « 

Cette  formule  sert  à  déterminer  les  aD|;les  (54d)  ,   quand  pu 
coanait  la  différence  des  côtés. 

586.  Si  la  somme  est  donnée^  au  lien  de  la  dififérence  ,  il  faut 
clianger^  dans  la  démonstration  qui  précède,  le  signe  oo  çn  +# 
et  au  mojen  de  la  formule  (II.  igO ,  dans  laquelle  au  contraire 
ou  mettra  no  au  lieu  de  —  ,  on  arrivera  au  rési^ltat  suivant ,  qui 
fer$i  de  ,même  connaître  la  mesure  des  angles  inconnus  : 

COS.  U c <^ B)  =  i^2+J^^2:i^.  ou 

^  •{  Indifférence  des  l        somme  donnée  K  tinA  angle  donné 
'  l  angles  inconnus  J  i  odté  donné  •  f  .  •     . 

58'/.  A/ant  trouvé  par  Tune  des  formules  (585 ,  586)  la  demi- 
différence  des  angles ,  on  connaîtra  auésilôt  par  l'aiitré  là  somme 
ou  la  différence  des  ç6tés  >  et  tout^es  les  parties  du  triangle  seront 
coimues. 
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588,  Connaissant  un  angle ,  un  côté  adjacent ,  et  la  somme 
des  deux  autres  côtés ,  résoudre  le  triangle. 

^•8  9-  Solution  I.  Soient  les  choses  connues  B  ,  BC  et  (AB-f- AC), 
Que  Pou  prolonge  AB  de  manière  qu'on  ait  BD  =  (AB4-AC), 
ou  qu'on  ait  AD  =  AC  ;  on  connaîtra  dans  le  triangle  BCD  les 
deux  côtés  BC ,  BD,  et  Pangle  intercepté  B,  et  Pon  trouvera  par 
la  solution  (SyS)  la  valeur  de  f  (BCD  — -  D),  qui  est  celle  de 
\  ACB,  puisque  D  =  ACD  par  la  construction.  Cette  valeur  sera 
exprimée  par  l'équation  suivante  : 

eot.  i  ACB  =  taag.  \  B  x  1^±^)±|C,  ou 

ladjac.  au  côte  connu)  °  •       °  som.  donnée— cotédonné* 

589.  Solution  II.  Faisons  (AB^f-  AC)  =  ^ ,  et  par  conséquent 
AC  =  ^  —  AB.  Nous  aurons  (III.  i6«) ,  \s  —  AB)*  =  BC»  4-  AB* 
—  3BC  X  AB  COS.  B  =  ^'  —  i>5  X  AB  +  AB»  -,  d'où  se  déduit 
aAB  X  (^  —  BC  COS.  B)  =  ^»  —  BC»  =  (^  —  BC)  (^  +  BC). 
Substituons  ^  s  sa  valeur  j  nous  aurons  aussitôt 

AR  —  i(AB+AC  — BC)(AB  +  AC  +  BC) 
^^  ""  (AB  +  AC)— BCcoa.B  ' 

Wîsthôn  (^Prcolect.  Astron.  Lem.  ri),  et  ^aulin  (Institut. 
^Analytihce'p  Romœ,  17 58,  pag.  198)  ont  donné  des  solutions 
laborieuses  de  ce  problème.  La  collection  complète  de  la  table  III 
fournit  toujours  les  solutions  les  plus  simples. 

590.  Connaissant  un  angle ,  un  côté  adjacent ,  et  la  différence 
des  deux  autres  côtés ,  résoudre  le  triangle. 

rig.io.  Solution  I.  Soient  les  choses  connues  B,  BCet  (^AB  — AC). 
Qu'on  prenne  BD=:(AB  —  AC),  ou  qu*on  fasse  AD  =  ACf. 
Dans  le  triangle  BCD,  la  valeur  de  ^  (BDC  —  BCD)  est' donnée 
par  la  solution  (SyS).  Mais  BDC  =  i8o'  —  ADC ,  BCD  =  ACB 
—*  ACD  j  et  ADC  =  ACD  par  la  construction.  Donc  la  valeur 
susdite  est  celle  de  90""  — - 1  ACB.  Donc 

:  tang,  UCB  =  tang.iB  x  |^±(^|=^,  ou 

.  fdeim-angle  inconnu  )       .  t  j         jt       côté  donné -f-diflP.  donnée 
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591.  SoLUXioH  IL  £a  procédant  comme  je  l'ai  fait  (SSg),  on 
trouvera 

i(BC  — (AB— AC))(BC4-(AB— AC)) 
-^^  ■"  BCC08.B  — (AB  — AC)  • 

Sga.  Déterminer  les  parties  inconnues  d'un  triangle ,  danê 
lequel  on  connaît  un  angle  ^  le  eâté  opposé ,  et  le  rectangle 
des  deux  autres  côtés. 

Soient  les  parties  connues  C,  AB  et  (AC  x  BC).  Puisqu'on  Fig.  7. 
a  ÀB  :  8in.C  ::  BC  :  sin.  A,  et  AB  :  sin.C  ::  AC  :  sin.B,  on 
aura  »  en  multipliant  les  deux  proportions  Vune  par  Tautre^  AB^  : 
sin.*C  ::  AC  X  BC  :  sin.  Asin.B.  Mais(IL  17»),  sin.  Asin.B 
=  |cos.(A— B)  — f  cos.(A  +  B)  =  icos.(A  — B)+icos.C, 
(  III.  qS""  )•  En  introduisaot  cette  valeur  dans  Tanalogie ,  on  en 
tire 

>4         ^N         fl(ACxBC)8Îii.*C— AB'cos.  C 

C09.  ( A  —  B)  =  ^« — : —  > 

équation  qui  conduit  à  la  détermination  des  angles  inconnus  (574)» 

593.  Pour  avoir  les  côtés  inconnus  1  qu'on  observe  (HT.  7*)  que 
AB*+!iACxBCcos,C=AO+BC*=(AC5>BC)*=f:2ACxBC. 
Si  au  lieu  de  cos.  C ,  on  introduit  une  première  fois  (2  cos.*  î  C  —  i),  . 
en  faisant  usage  des  signes  supérieurs ,  et  une  seconde  fois  (i  —  ^ 
sin.*  5  C) ,  mais  en  employant  les  signes  inférieurs,  on  obtient 

AC  -H  BC  =  V^CaB'  +  4  (  AC  X  BC)  cos/ 1  C) , 
AC  c-aBC  =;  /(AB'  —  4  (  AC  x  BC)  sin/  i  C). 

594*  Connaissant  les  trois  angles  et  la  somme  des  trois  câtés , 
déterminer  un  côté  quelconque. 

BC  :  sîn.  A  ::  AC  :  sin.B  ::  AB  :  sin.  C  ::  BC  +  AC  +  AB 
:  sin.  A  +  sin.  B  +  sin.  C ,  par  la  XII*  du  5«  liv.  A'Euclide. 
Donc 

„p  (AB-f-AC  +  BC)8in.A 

,         an.  A4r  sin.B  4^  sin.ti 

595.  Connaissant  deux  angles  et  le  côté  compris ,  trouver  la 
perpendiculairp  abaissée  du  troisième  angle.  (Newton  Arith. 
i/mV.  Sect.  4*  Cap.  II.  Prob*  I.  ) 

Soient  A,  B ,  AB,  les  données,  CD  la  perpendiculaire  cherchée.  F.g  % 


•    •   •    •  ••     •  ••. 
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Fig.  a.  Puisqtie  (Sag),  BD  =  CD  coU  B ,  et  qu'on  a  de  même  AD  sa  CD 
X  cot.  A ,  on  a  donc  aussi  BD  +  AD  =  CD  (cot,  B  +  cot.  A  ) 

==:  CD  X  ''"'^,^t^\  (IL  :i20.  Donc 


CD 


AB  sitt.  A  sin.  B 


ABsin.^  sin.  B 


>  (93) > 


""    sin.  (A  +  B) 

équation  qui  a  encore  lieu  ^  lorsque  la  perpendiculaire  tombe  en 
dehors  du  triangle  ,  connue  dans  la  %•  3.  Ce  que  je  dis  une 
fois  pour  toutes  ,  (570}. 

6g6.  Les  trois  câtés  étant  donnés  ^  trouver  la  perpendiculaire. 
Multipliez  Pune  par  l'autre  les  deux  formules  (5/9^  ^78);  vous 
aure«  sin.  1  A  cos.  4  A  =  |^(BC + AC  -^)CBC,+ AB  -  aç) 

I    >^(BC  +  AC  +  AB)  (AC  +  AB  —  BC)     --  .      .      ,    .  ,    . 

y/^ 4ABXAC ^^^  «"••  î  -A-  co»-  i  A  = 

CD 


X 


sia.  A 


CD 


aAC 


,  (53o).  Donc 


~5  X  |/(BC  4-  AC  +  AB)  (BC  H-  AC  —  AB) 
X  (BC  H-  AB  —  AC)  (AO  +  AB  —  BC). 

597.  Connaissant  un  angle,  le  côté  opposé ,  et  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  cet  angle  sur  ce  côté,  déterminer  les  <leuic 
autres  angles* 

Soient  les  données  ACB,  AB^  CD}  et  désignons  ACB  par  C. 

CDàn.  C  CDsin.C         •     /*    ,   *-n    •      a 

"ABaiB.(A  +  C)>  °"  — ;S~=""-C^+V)  «"'A 

^  i  COS.  C  —  i  COS.  (aA  +  C) ,  (II.  17e).  Donc 


a  aussi  sin.  A 


COS.  (aA  +  C) 


cos  C— î^^2iÇ 
C0S.1- jg      , 


équation  qui  fait  connaître  Tangle  A^  et  par  conséquent  aussi  le 
troisième,  angle. 

..  Si.au  lieu  des  an|;les  on  cherchait  les  câtéi,  je  crois  que  la 
voie  la  plus  courte  serait  encore  de  déterminer  d'iibotd  le»  angles 
pat  le  moyen  de  cette  formule. 
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598.  Troui^er  les  angles ,  quand  la  base  ,  les  côtés  et  la  per^ 
pendiculaîre  sont  en  proportion  géométrique  continue.  Newton  , 
loc.  cit.  Prob.  XV. 

Soit  fj  AB  :  AC  :  BC  :  CD.  On  aura  aussi  AB  :  AC  ::  BC  :  CD; 
d'où  suit,  d'après  la  VIP  du  61^  Mv.  des  Eléraens,  que  les  triangles 
ACB^  ACD  sopt  semblables^  et  par  conséquent  que  l'angle  ACB 
est  droit.  Or  ayant  AB  :  AC  ::  AC  :  BC  y  on  a  aussi,  par  Tiden- 
titë  des  rapports^  i  :  coSr  A  ::  i  :  tang.  A.  Donc  tang.  A=:cos.  A*, 
et  sin.  A  =ï  cos/A  ss  i  •— *  sin.^A.  Mais  Téquation  sin.*A  +  sin.  A 
=  I  donne  sin*  A  =  -^  |  +  î  |/5  =;=  cos,  B.  Donc  les  angles  sont 
déterminés  >  et  on  a  pour  leur  valeur^  en  négligeant  les- secondes^ 
A  =  58*  10%  B  =  5i«  50',  C  =  90*. 

5gg.  Connaissant  Paire,  le  périmètre  et  Vun  des  angles,  trouver 
le  côté  opposé  à  cet  angle.  Newton ,  Probl.  VIII. 

Soit  A  Tangle  donné  *,  nommons  b^  Vaire ,  p\e  périmètre,  x  Te 
côté  cherché  BC.  On  a  ft*  =  ^  AB  x  CD  =i  AB  x  AC  x  sin.  A. 
Or  AB  +  AC  =ip  '^x ,  et  par  conséquent  AB*  +  2AB  x  AC 
+  AC*=;?*  — 2;?x+ j;*=:;>*— .a;;aî+AB*-f-AC»— 2AB  x  AC 
COS.  A ,  (III.  a5«).  Donc  :i AB  x  AC  (i  +  co««  A)  =  /?•  —  ^px.  Mais 

de  la  valeur  de  i*  ci-dessus ,  on  tire  AB  x  AC=-: — r.  Substituons 
cette  expression  j  Péquation  précédente  deviendra  4^*  x  ^  ^în^X'  ' 

=  ;?•  —  !kpx  =  46*  COt.  i  A,  (I.  41c)»  D'où  09V=:^ïpf-^  2 — ^^^'J     , 

* 

600.   Sous 'tendre  à  un  angle  d'un  triangle  scalène  donné , 
une  ligne  droite  égale  au  côté  opposé  à  cet  angle^ ,  et  qui  soit 
coupée  par  ce  côté  en  deux  parties  égales.  Ce  problème  a  été  ' 
résolu   sjnthétiquement  par  BouUiaud,  Astron.    Phil.  lib.    I^ 
cap.  XIV.  • 

Soit  ABC  le  triangle  scalène  donné.  On  demande  de  sons-tendre  Pig.  14^ 
à  Tangle  A  une  droite  DE  =  ÇC  ,  desprte.  qu'pn  ait  DF  s;  F£ 
=  \  BC.  Je  fais  CD  =  a:  ^  et  je  nomme  F  chacun  des  angl^  égau:^ 
BFB,  CFD. 

Comme  on  a  BC  :  sin.  A  ::  DE  :  sin«  A^  on  a  au8$i>  attenda 
l'identité  des  rapports,  AC  :  sio.B  ::  AD  :  sin.  E  ::  AC  —  x  V 
sin  (B  —  F  )  ::  AC  —  x  :  sin,  B  cos,  F  —  cos.  B  sin.  F.  Mai» 
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8in.  F  =  — j5p —  =   ,pg  p  et  par  conséquent  cos.  F  =  . . . 

I/O  —  IBC^)  =     ^      iBC ^^'^^  AC  :  sin.  B 

AC  — X  :  sm.B  x  ^^V    ^^^ i—  cos.B  x  -73^.  Donc 

aussi  AC :  BC sin.B^  ou  (HI.  39e),  i  :  sln,  A  ::  AC— a;  :  a  sin.B  x 
^ç  L  BC* — af  8in.'C)— ax  «inX  co«.B }  d'où  je  tire  AC  sin.  A  —  or 
sîn,  A  =2  8in.Bv/(  \  BO—  a;*  sin.'C)  —  ax  sio.  Cco8.B,  ou  encore 

asin.Bi/QBC*— x*8in.H::)3=AC8in,A— «(sin.A— Min.Cco8.B). 
Mai8  sin.  A  =  8in.(B  +  C),  et  sin.  (B-f-C)  —  asin.  C  cos^B  = 
sin-(B— C),  (IL  i6«).  Donc  asin.B  |/(  JBC  — «•8in*C)  = 
AC  sin.  A  —  x  sin.  (B  —  C).  Élevant  au  quarré,  et  observant 
que  AC  sin.  A  =  BC  sin.  B  >  on  aura  — »  4^  sin.'B  sin.^C  s=:  —  ^x 
X  AC  sin.  A  sin.  (B  —  C)  H- «•  x  sln/CB  — C)j  puis,  en  dm- 
«ant  par  x , 

^^        aACttn.Aain.  (B— C) 

Ajânt  trouvé  par  cette  équation  le  point  D ,  de  ce  point  comme 
centre^  et  de  l'intervalle  IBC,  on  décrira  un  cercle  qui  coupera 
BC  en  un  point  F  ;  et  la  ligne  droite  tiréç  par  les  points  D ,  F  » 
jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite  AB  prolongée,  aura  les  conditions 
requises. 

Il  serait  trè»-facile  de  déterminer  aussi  le  point  E.  Car  la  même 
équation  donnerait  la  valeur  de  BB ,  en  changeant  seulement  AC 
en  AB,  et  (B— •€)  en  (C-^B),  comme  on  peut  le  reconnaître 
aisément  dans  la  déoMustration  qui  préc&de* 

%.    601.  Passons  an  calcul  des  ssgmeks.  Nous  prévenons  que  dan$ 
^  '   un  triangle  quelconque  ABC ,  nous  nonunons  base,  selon  Pusagé , 
le  c6té  AB  sur  lequel  on  abaisse  une  perpendiculaire  CD  *,  et  angle 
vertical  l'angle  C  »  duquel  on  abaisse  cette  perpendiculaire. 

602.  Trouver  le$  valeurs  des  segmens  4e  la  base  AB  dié 
triangle  ABC. 

Soient  donnés  d'abord  les  trois  calés.  Fnîsque  CD*  ==  AC  — 
AD*  =  Bé  —  BD* ,  il  s'ensuit  que  AC»  00  BC*  =  AD*  co  BD*, 
ou  que  (ACtoBC)  (AC  +  BC)  «CAD  (^BD)  (AD+BD). 
Si  la  perpendioulaire  tombe  en  dedanadu  triangle,  (AD  ->t*BD}  =a 
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AB;  si  elle  tombe  en  dehors ,  (AD  ooBD)  =  AB;  ce  que  nous 
ne  répéterons  pas  dans  les  deux  solutions  suivantes. 
Donc^  pour  les  deux  cas> 

AD  -  BD  ==  ^i^^2B2HAC±«£),  ou 

la  somme  on  1   j  J        som.  des  deux  côtés  X  leur  dilF. 

1  j-irz         f  "CS  sectnens  =:  ,  . 

la  différence  j  ^  la  base 

6o5«  Dans  l'usage  de  cette  formule  il  n*est  nécessaire  ni  de  faire 
attention  au  double  signe  ^  ni  de  savoir  si  la  perpendiculaire  tombe 
en  dedans  ou  en  dehors  (570).  La  moitié  de  la  valeur  donnée  par 
la  formule j  ajoutée  à  la  moitié  dé  la  base  ou  de  Tangte  vertical^ 
donnera  toujours  le  plus  grand  segment^  et  la  différence  des  deux 
moitiés  le  plus  petit  (548)*  Cette  remarque  s*applique  aussi  aux 
deux  solutions  suivantes;  et  nous  en  donnerons  un  exemple  (61  s)* 

604.  Soient  donnés  maintenant  les  trois  angles  et  la  base  AB. 

Par  la  rëgle  (Sag)  on  a  CD  =  BD  x  tang.  B  =  AD  x  tangv  A.,  rig. 
Donc  BD  :  AD  ::  tang.  A  :  tang.  B ,  et  BD  +  AD  :  BD  00  AD 

::  sin.  (A  +B)  :  sin.(AcoB),  (IL  ii*)* 

_  •  •  •  • 

Donc  en  général 

BD  ^  AD  ■-ABx»b.(Ac^    ^^  ^jjj  3^.j 

la  diff.  on  1   1  ^__^  la  base  X  sîn.  dilT.  des  ang.  adjacens 

la  somme  j  8  "**  sin.  de  Tangle  vertical 

^^o5.  Trouver  les  valeurs  des  segmens  de  Vangle  vertical. 
oient  donnés  P angle  vertical  ACB  et  les  deux  côtés  adjacens 
,  BC.  On  a  (55o),  CD=:  AC  x  cos.  ACD  =  BC  x  cos.  BCD; 
c  BC  :  AC  ::  cos.  ACD  :  cos.BCD-,  et  BC  -f-  AC  :  BC  00 
::  (IL  i4«)  cot.  \  (BCD  -f-  ACD)  :  tang.  \  (BCD  co  ACD) 
•  52O  cot.  \  (BCD  00  ACD)  :  tang.  k  (BCD  +  ACD).  Donc 
énéral  pour  les  deux  cas  de  la  perpendiculaire  située  en  dedans 
Q  dehors^ 

tang.  i  BCD  <:?  ACD  =  cot.  \  ACB  x  g§^4§  '  ^"^ 

•  «  l sonime}  ^*'« «eg^enSs: COt.  \  ang.  vertical  X  .^name  de  ces  côlT,' 

Trouver  les  valeurs  des  segmens  d'un  côté ,  formés  par 
ligne  qui  dii/ise  également  Vangle  opposé. 

'9 
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rig.  .0.     Soit  BCD  =s  ACD ,  et  wient  donnés  dans  le  triangle  ABC  les 
angles  et  le  càt^  divisé  AB  i  ou  encore  soient  donnés  les  trois  cétés. 

Par  la  règle  (89)  on  a  CD  =  ^-;||^  =  -jtâcd  *  ^"""^  ^^  * 
AD  ::  sin.  A  :  sin.  B  ,  et  BD  -f-  AD  :  BD  00  AD  :: 
tang.  KA  ■*-  ^)  •  *^8*  ^  (AcoB) ,  (IL  iS»),  Doac 

BD  CO  AD  =  -to,g.i(A+B)    —       BC4- AC     '  ^^73; >  o«  . 

__  eôté  dJTJgé  X  tang.  ;  diff.  dea  ang.  adjacen»  ^ 
des  iegmous  —  ^^^  ^  tomme  de  cet  angle»  » 

côté  divisé  X  difT.  des  deux  autres  côtés 
dîff.  des  Segpiem  =  Bomme  de  ces  deux  côtés 

607.  Puii(pie  (89),  «in.  A  :  sin.B  ::  BC  :  AC,  on  a  donc 
BD  :  AD  ::  BC  :  AC,  (606).  Donc  les  segmens  d'un  câié , 
formés  par  une  ligne  droite  qui  divise  également  V angle  opposé^ 
sont  proportionnels  aux  côtés  qui  leur  sont  adjacens. 

608.  Tromper  les  valeurs  des  segmens  d'un  €mgle,  formés  par 
une  ligne  qui  partage  également  le  côté  opposé. 

Supposons  AD  =:  BD ,  et  soient  donnés  Vangle  dit^isé  ACB  et 
les  deux  côtés  adjacens  AC,  BC» 

^  ^rt    V      r^T\  BDsin.B     -.    AD  sin.  A       ^.        ^   ^  «.^jt^,,i*,.* 

On  a  (89),  CD  =  -j^-gg^  =  -^j^y  et  par  conséquent 

sin.  BCD  :  sin^ACD  ::  sin.B  :  sin.A  V.  AC  :  BC.Donc  atusi  AC-f- 
BC  :  ACc/?BC  ::  tang.i(BCD4-ACP)  :  tang.  i  (BCDi/^CD) , 

(IL  i5«)i  et 

t«ng.  i  (BCD  4o  ACD)  s»  tang.  1  ACB  x  |§t|§ î  "» 

..«    .  ,  ,.   .   /        diff. des côrésadfac. 

tang.  k  dïff.  d«  aegmona  :^  tang.i  ang.  dmié  x  ^^.^eA^cescôtS' 

6og.  Résoudre  un  triangle  haseèfe* 

Le  triangle  isoscèle  se  résomt  comme  les  triangles  rectangles,  an 
moyen  d*un£  perpendiculaire  qui  partage  en  deux  parties  égale» 
la  base  et  Taugle  rerticaL  Les  deux  analogies  smvantes  ^nncnt 
la  sokikMa  de  tous  les  cas. 

f  *  •        . 

JTn  côté  est  à  la  moitié  de  ta  hase ,  comme  le  tayon  est  au 
tùsinue  d'un,  angle  à  la  base,  on  somme  le  ragron  cêt  tu»in»s 
de  la  moitié  de  V angle  vertical.  "^ 
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Il  est  facile  dé  vérifier  ce»  proportions  sur  une  figure  avec  le 
secours  de  la  table  (SSy). 

6io.   Les  exemples  suivans  pourront  diriger  pour  Pusage  des 
formules  que.  nous  avons  données  dans  ce  Chapitre. 

Soit  AC  une  distance  de  585  pieds  5?^  6% ,  AB  une  autre  fîr.  s. 
distance  de  55p-  Sp^-  4*'«'î  soit  aussi  connu  CAB  de  ï45*  56^,  et 
soit  BC  une  distancé  cherchée* 

Ce  cas  est  celui  de  la  formule  (IV.  S»).  Pour  prendre  les  loga- 
rithmes des  deux  distances  connues ,  je  convertis  d*abord  ces  dis- 
tances en  lignes ,  et  fai  AC  =  845o6  lignes,  et  AB  =  7960 lig. 
Yoici  le  calcul  de  la  formule. 

log.  AC  =  4, 9255565 

log.AB  =  5,9009151 

somme       8, 80677 16 

demi-somme       4>  4^  55858 

log.  2  =  o,5oio5oo 

log.  sin.  i  CAB  =  log.  sln.  ji^  4»'  =  9>  97771^8 

compL  log.  (  AC— AB)  =  compL  log-  76546  =  5,1170157 

somme  ou  log.  tang.  a  z=:  g,  8095405 

(439),  conpl.  log.  cot.  a  5=  o,07547i» 
log,  (AC  —  AB)  pris  ie  soij  compl.  ci-desw»  =»  4>  883786? 

somms  oa  log.  BC  535  4  9^8*57  3 
Ei  par  coiuéqaeat  BC  =  90836  lig. 

Oa  résout  ordinairement  ce  problème,  en  checchant  d'abord  les 
deuK  angles  inconnus,  par  U  formule  (TV.  4')»  «t  ensuite  le  côté 
par  la  formule  (IV.  i*).  On  a  alors  huit  log.  à  chercher ,  et  sept 
Msfament  pat  notn?  «Ahode  ,  atteada  q«e  l'usage  continuel  que 
l'oniait  du  logarithme  de  :i  le  fiae  nécessairement  dans  la  mémoire. 

6ut,  EmjAoyoBM  actadlencnt  lea  même»  valeurs  des  trois  côtés, 
pour  donner  un  exemple  de  la  formule  (IV.  5«)î  et  cherchons  un 
angTe ,  par  exemple  B.  Voici  le  cakîul  r  nous  y  employons  goasô.OO 
ponrla  ratent  de  BC ,  «tlenr  prise  ci-àtmw ,  maH  aireo  toute  la 
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précision  que  peuvent  donner  les  logarithmes^  afin  d'avoir  Pangle 
B  aussi  exactement  que  nous  Taurions  eu  par.  la  formule  (lY,  4^) 
avec  les  données  de  l'article  précédent. 

log  j  somme  des  trois  côtés  =  log.  giSSo^gS  =  4>  9616617 

log.  (ï  somme  —  AC)  =  log,  7244^95  =  3,8600342 

compl.  log.  AB  =  6,0990869 

compl.log.  BC  =  5^04174^7    . 

somme  ou  log.  cos/ 1 B  =  9^  96a5i65 
demi*somme  ou  log.  cos.  ^  B  =  9,^ia63a 

Ce  logarithme  répond  i  cos.  16*  4^'  ^4'  {•  Donc  Pangle  cherché 
B  =  SS""  2S'  9'.  Le  lecteur  pourra  s*exercer  à  le  chercher  par  lei 
formules  (ly.  4"*  et  &).  On  observera  que  Tosage  du  complément 
arithmétique  (4^0)  a  dispensé  des  soustractions  de  log.  AB  et  de 
log.  BC. 

p,g,tu  ^^^*  ^^  demande  la  largeur  AD  d*un  fleuve  qui  passe  au  pied 
d'une  tour  CD.  Sur  le  bord  A  on  prendra,  avec  des  instrumens» 
Tangle  DAC ,  que  je  suppose  de  27''  4^' }  ^^  passera  à  un  autre 
point  quelconque  B,  dans  le  même  plan  vertical  que  A  et  C;  on 
relèvera  de  même  l'angle  B,  que  je  suppose  de  16^  aV,  et  on 
mesurera  la  distance  horizontale  AB^  que  je  suppose  de  ia5  mèfres. 
Ces  donnéoft  suffisent  pour  trouver  la  valeur  de  AD  ,  qui  est  le  plus 
petit  segment  de  la  base  AB  du  triangle  ABC ,  prolongée  jusqu'à  la 
perpendiculaire  CD.  Voici  le  calcul  dé  la  formule  (6o4)  >  pour  plus 
de  commodité ,  je  ne  chercherai  que  la  moitié  de  sa  valeur  ;  ce 
qu'on  fera  également  pour  toutes  leé  formules  semblables. 

log.  sin.  (CAB  —  B)  =  log-  sin.  i35«  55'  =  9, 8434^4 
compl,  log.  sin. (CAB H-B)= compl.  log.  sin.  i68*  41'  =  o,  70735^ 

log.  4  AB  =  Jog.  63,5  =  1, 795880 

somme  ou  log.  i  (BD  ^  AD)  =  a,  545556 
Donc  {  (BD  t?  AD)  =  aai,6 
et  retranchant  i  AB  «  ou  62,5 

on  a  (548),  pour  le  petit  segment^       i59, 1. 
Ddnc  la  largeur  cherchée  ou  ADs=  i5q  mètres  à  très-^peu-près* 
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61 3*  Je  crois  devoir  placer  ici  un  théorème  et  deux  pro? 
bleuies  relatifs  aux  figures  inscrites  dans  le  cercle.  Je  ne  les  crois 
pas  inutiles.  '  * 

Tnion^ME.  Le  rectangle  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle  est  égal  aux  rectangles  des  côtés  opposés. 

Nommons  M^  N,  P,  Q  les  arcs  AMB,  BNC,  CPD,  DQA.Fig.43. 
Nous  avons(5i),  ACx  BD=asini(M  +  N)  xasin.l(M-f-Q) 
=;acos.i(N  — Q)  — 2cos.(M+HNHrQ)),  (IL  ly^.  Mais 
i  (N  +  Q)  =  i8o-  —  i  (M  4-P).  Donc  cos.  (M  +  i  (N  +  Q))=: 
—  cos.  i  (M  —  P) ,  (66).  Donc  AC  x  BD  5=  a  cos.i  (N  —  Q) 
+  2  COS.  i  (M  — P)  =  2  cos.  1  (N+  Q)  +  4  sîn.  iN  sin.  1  Q  -f- 
a  COS.  ï  (M  +  P)  +  4  «in-  ï  M  sin.  5  P  ,  en  vertu  de  la  formule 
citée.  Et  comme  cos.  i  (N  +  Q )  =f  r-  cps.  i  (M  +  P) ,  il  reste 
AC  X  BD  5=  4  sin.  \  N  sin.  i  Q  +  4  sin-  i  M  sin.  |  P ,  ou 

AC  X  BD  =  BC  X  AD  +  AB  X  CD. 

6i4«  Problème.  Connaissant  les  côtés  du  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle ,  trouver  V expression  analytique  de  Vune  de  ses 
diagonales. 

On  a  (  m.  16O ,  AO  =  AB*  +  BC*  —  aAB  x  BC  cos.  ABC 
c=AB*+  BC*  +  aAB  X  BC  cos.  ADC  =  AB*  +  BC^+aAB  xBC* 

X  "^^^to^^— i  cToù  Pon  tire  AC*  (AD  x  CD  +  AB  x  BC) 
=  AD  X  ,CD  (AB*  +  BC*)  +  AB  x  BC  (AD*  4-  CD*)-,  ou 

.^ I     y/(AB  X  AI>+  BC  X  CD)  (  AB  X  CD  +  AD  X  BC) 

•^      "^  V^  AB  X  BC  +  AD  X  CD  .  '         ' 

61 5.  TVLoBhkidiE.-^tant  données  trois  lignes  droites ,  AB,  BC,  pîg  441 
CD ,  déterminer  le  rayon  du  cercle   dans  lequel  elles  seraient 
les  cordes  de  trois'  arcs  dont  la  somme  serait  de  i8o*. 

Soit  ABCD  le  demi-cercle  dans  lequel  les  trois  lignes  données 
rempliraient  la  condition  imposée;  soient  M,  N,  S  les  arcs  sous- 
tendus,  £  le  centre;  et  faisons  AB:=:a,  BC=:d,  CDsc^. 
DE  =  0:  ;  on  aura,  en  imaginant  une  perpendiculaire  du  centre  E 

sur  AB,  (53o) ,  :r  :  i  a  ::  i  :  sin.  i  Ms— •  On  aura  de  même 
•in.  iN  =  ^,  et  sin.  i  S  =  :^ .  Mais  sin.  IS  =8in.i (i8o'— M— I^) 
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sr  COS.  i  (M  -f*  N)  SB  COS.  1  M  COS.  ^  N  ->  sin.  ^  M  sin.  i  N  =: 
^u^tion  à  laquelle  Newton  est  aussi  panrena  par  d'autres  voiesi 

(i^rîthm*  «wVé  Sect.  4!#  cap.  i). 


■■««M^awi^aiM^MM^^->.^^i^a^iW^p^^^M^^MMa^^iOT^B>i^BM^M«BMa^MH^i^^tw^Mi^paaaapB^iiM«M 


CHAPITRE    XIL 


Des  analogies  àifferentielles  des  triangles  rectiUgnes. 


:6i6.  JL/ANS  les  deux  chapitres  précëdens^  bous  avens  donné  les 
solutions  d'un  triangle  rectiligne.  Considérons  à  présent  deux 
triangles  qui  ont  deux  parties  communes^  ou^  ce  qui  revient  au 
même  p  un  triangle  qui  p  conservant  deux  parties  constantes , 
éprouve  un  changement  dans  les  quatre  autres.  Nous  chercherons 
à  déterminer  par  des  analogies^  qu'on  nomme  alors  analogies  diff'é^ 
TtntielUs ,  le  rapport  entre  le  changement  d!une  partie  d»  triangle 
et  le  changement  d'uue  autre  partie;  et  cette  recherche  appliquée 
aux  cas  où  une  seule  partie  est  constante  t  et  où  même  aucune 
ne  Test^  complétera  les  solutions  de  tous  les  problèmes  déternûnés 
que  peut  résoudre  la  Trigonométrie  rectiligne.  Je  traiterai  ce  sujet 
d'une  manière  que  je  crois  absolument  neuve  \  je  construirai  les 
analogies  dans  la  plus  grande  gjénérallté ,  de  sorte  qu'elles  soient 
applicables  rigoureusement  à  toutes  sortes  de  variations ^  de  quelque 
grandeur  qu'elles  soient.  Je  nommerai  ces  aaalogies  différentielles 
finies  ;  j'en  déduirai  celles  qu'on  donne  commimément  ^  qui  ne 
sont  exa^ctes  que  pour  les  variations  infiniment  petites^  et  qui  dé- 
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terminent  aussi,  mais  par  approximation  j  hs  variations  finies  et 
très-petites  *,  je  nommerai  infinitésimales  ces  dernières  analogies. 

617.  Soient  deux  triangles  ABC>  ABf) ,  djraiit  lê  t6ié  AB  etFîg. 
l 'angle  A  communs  ;  ou  soit  un  triangle  ABC  qui  ^  ae  conrertisse 
en  ABD^  de  sorte  qu'u/i  câté  AB  €t  un  angle*atfjacint  A  restent 
constans. 

Le  côté  AC,  en  devenant  AD,  augmente  d*uiie  quantité  CD, 
qiie  nous  appellerons  ^  AC,  à  la  manière  du  calcul  différentiel.  On 
aura  de  même  BD==:BC+^BC.  L'angle  B,  en  devenant  ABD, 
augmente  aussi  d'une  quantité  CBD,  que  nous  appellerons  ^B  ; 
et  comme  CBD  est  de  même  la  diminution  de  Tangte  C>  qui  de- 
vient D  ,  puisqu'on  sait  que  l'angle  extérieur  C  =^  P  -^  CBD  , 
on  aura  ^8  =  — ^C  *  * 

6i8.  On  a  déjà  vu  plus  d'une  fois  dans  ce  Traité  une  équation 
entre  deux  membres  de  signes  différens.  En  analyse ,  une  quantité 
positive  égalée  à  unç  négative,  serait  une  absurdité.  Mais  le  sen» 
implicite  d'une  pareille  notation  est  que  9  dans  l'application  de 
l'équation  aux  cas  particuKefs^  on  aura  toujours  changement  de 
signe  pour  l'un  des  membres.  Ainsi^  quand  nous  avons  trouvé  (i:ii), 
cos.  (  180''  —  a)  :=  —  cos.  a ,  cela  est  très-exact ,  parce  que  toute 
valeur  de  a  rendant  négatif  un  des  deux  cosinus/. (7^)^  les. deux 
membres  deviendront  ou  tous  deux  négatifs,  ou  tous  deux  positiis^ 
ce  qui  revient  au  'même. 

619.  A«tudUment,  le  triangle  BCD  donne  (89),  Çt)  ;  sln.  CBD; 
::  BC  :  sin.  D  ::  BD  :  sin.  C.  Dpnc,  en  substituant  le3  dénomi- 
nations adoptées ,  nous  aurons  (yS) 

630.  J'ai  fait  D  =  C  -+-  ^C ,  parce  que ,  dans  l'usage  de  toutet 
formule  dî^éf enlielle ,  il  faut  doiuitr  jtux  différences  le  signe  qui, 
convient  .selon  \t%  fi$s ,  afin  que  lea  équationa  aoient  CQPStiuites 
avec  eiKadtitiyir  et  entre  meipbies  de  même  signe  (&18).  Par 
ej^ro^,  fi.l'aijgle  Ç  dimintie^  ^omoie  le  /représente  fi^t  foi$, 
^Ggûjpf! ,  >opaiJpît  ifftrodpira  ayee  le  ligue ;Dég9tff^  dans  l'analogie  ^ 
les  valeurs  d^  ^C  et  dç  Jiin.  ^Ç  (7j5)  :  elle  ^J,eyient  alors  ^AC 
;  Bin.  SiC  ;;  ^C  :  fia.  (C ^  ^ C^ î  sippposant. idé>à  «.ûbstituéea  lea 


Td 
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valeurs  numériques  de  trois  termes ,  pour  en  conclure  la  valeur 

du  quatrième. 

621.  Pour  faire  ressortir  d'autant  plus  la  vérité  dg  ces  assertions  f 
cherchons  la  première  analogie  (619)  par  le  mojen  du  calcul  diffé- 
rentiel. Pour  cela ,  il  feut  choisir  dans  la  table  III  une  formule 
qui  soit  composée  des  partiek  constantes  du  triangle ,  et  de  variables 
dont  les  variations  se  trouvent  dans  le  premier  rapport  de  l'analogie. 
Mais  pour  obtenir  des  expressions  difTérentielles  finies  ,  il  faut  de 
plus  une  autre  condition ,  c'est  que  dans  la  formule  sans  fractions^ 
aucun  terme  ne  contienne  plus*d'une  variable  (3o4)*  Or  la  for- 
mule i4?^  AC  =  AB  COS.  A  +  AB  «in.  A  cet.  C  ,  convient  à 
"notre  but,  puisque  différentiée  (186),  elle  donne  ^AC  =  AB 

.        .0       4,  n  AB  sin.  A  sin.  ^  C     ^j   ^y  . BCsin.  ^C 

l^m.  A^  cot.  C  =  —  ^.C8m.(C+^C)  ^^^-  ^4  ;  —  —  ,^^  (c+  ^C)' 

(III.  ao»). 

6a^.  Si  Ton  suppose  que  les  variations  soient  infiniment  petites , 
les  proportions  (619)  deviendront  (277,  195) 

5iAÇ;  âB^«--âC  ::  BC:sin.C. 

Et,  à  l'exception  du  signe  négatif  que  Ton  omet ,  telle  est  la  forme 
ordinaire  sous  laquelle  on  donne  cette  analogie. 

6a5.  Avant  de  construire  d'autres  analogies  différentielles ,  nous 
allons  donner  un  exemple  qui  fera  pressentir  l'utilité  de  ces 
finrmules }  il  nous  servira  de  plus  à  reconnaître  les  limites  entre 
lesquelles  en  peut ,  sans  erreur  dans  le  calcul ,  faire  usage  des 
analogies  infinitésimales ,  lorsque  les  variations  sont  petites^  mais 
cependant  finies  et  non  pas  yifiniment  petites. 

f  ig.  ,3.  6a4.  Soit  AC  une  hauteur  à  mesurer  par  la  méthode  (54o).  A 
quelle  distance  doit  se  placer  l'Observateur ,  pour  queJ'erreur  que 
peut  commettre  l'instrument  dans  la  mesure  de  l'angle  ABC,  pro- 
duise la  moindre  erreur  possible  dans  le  calcul  de  la  hauteur  ? 

Supposons  que  l'erreur  dans  la  mesure  soit  en  plus ,  €{ue  l'ias-* 
trument  donne,  par  exemple,  ABD  au  lieu  de  ABC >  la  hauteur 
calculée  sera  AD  au  lieu  de  AC.  On  volt  par  la  figure  que  ces 
prreurs  rilûfluént  ni  sur  le  côté  AB,  ni  sur  l'angle  A,  qui  demeurent 
constans.  Appelant  donc  ^  B  Terreur  dans  l'angle  observé  ^  et  ^  AC 
l'erreur  qui  en  résulte  dans  Je  calcul  de  la  hauteur ,  la  prenuèro 
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analogie  (619)  donne  ^  AC  =  sin,  ^ B  x  5n.(c+ ac)*  Q"®^*®  H^^ 
soit  l'erreur  ^  B^  le  minimum  de  la  correspondante  ^  AC  résulteradif 

*  BP 

minimum  de  la  valeur  du  facteur   .    ^/.  ,    ■  ^^»  Pour  déterminer  ce 

8111.  cCi  +  ^c) 

âernier  minimum ,  il'est  nécessaire  d'éliminerune  des  quantités BC y 
C^  dépendantes  entre  elles  de  la  sittiation  cherchée  du  point  B.  Oc 

AC 

ayant  dans  ce  cas  A  =:  90*^  on  a  aussi  (557^  8«) ,  BC  =  — 77. 

■'  COS  \a 

AC 

Substituez  cette  valeur  ;  le  facteur  devient    ■    m^  fln^ ri 

ain.  (  G  +  ^  G  )  COS.  C*^ 

fraction  dans  laquelle  AC  est  une  quantité  qui  ne  varie  pas^ 
lorsque  la  position  du  point  B  ^arie.  Par  conséquent  le  mininwm 
de  la  valeur  de  la  dernière  fraction  correspond  au  maximum  de 
son  dénominateur.  Mais  il  faut  observer ,  i""  que  Vangle  B  peut 
6tre  donnée  par  les  instrumens,  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  sa 
juste  valeur  ;  pour  satisfaire  aux  deux  cas>  on  doit  donc  employer- 
sin.  ( C  =p  ^G)  au  lieu  de  sin.  (C  +  ^C)  ;  â%  que  sin.  C  est  à 
très  -  peu  -  près  moyen  arithmétique  entre  sin.  (  C  —  ^  C  )  et 
sin.  (C-^  S^C),  quimd  ^C  n*excède  pas  quelques  minutes, 
comme  nous  le  supposons  pour  les  erreurs  que  peuvent  donner  des 
iostrumens ,  même  grossiers*  On  embrassera  donc,  les  deux  cas  9 
en  adoptant  le  dénominateur  moyen  sin.  C  cos.  C  >  on  {  sin*  a  C». 
(L  &),  tel  que  le  donnerait  l'analogie  infinitésimale  (Giia).  Or 
la  plus  grande  valeur  de  sin.  2 C  a  lieu  lorsque  C  =:  4^.  L'obser- 
vateur se  placera  donc  j  autant  qu'il  le  pourra ,  à  une  distance 
AB=:AG. 

6a5.  Appliquons  maintenant  cette  solution  à  un  exemple  en 
jiombres. 

Supposons  que  llnstrument  puisse  commettre  une  erreur  depig.  13. 
3o'=:  ^B;  que  B  ait  été  observé  de  4^*,  et  que  la  distance  me- 
surée AB  soit  de  85  mètres }  dans  ce  cas^  AB  =  AC ,  et  sin.  aC=:  i. 

Donc  SikC  =  ""^^^^^^  =  a  X  85  X  5o'.  L'arc  de  5o' se  prendra 

dans  la  table  (AA).  Si  l'on  veut  «on  logarithme  >  nous  avons 
préparé  (4 1^)  des  moyens  pour  l'obtenir  promptement^  sans  recourir 
à  cette  table.  Quand  il  est  nécessaire  de  réduire  les  minutes ,  et 
même  les  degrés  ^  en  secondes  p  cette  opération  se  trouve  faite. 
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ordinairement  en  tête  de  chaque  page  dans  les  tables  des  loga- 
rithmes des  nombres.  Ici  nous  n*en  avons  pas  besoin*  Voici  le 

calcul. 

logi  (a  X  83  =  i66)  =  2, 220108 

log.  3o  =  1,477131 
(4i6),  log.  i'  =  6,465726 

soâiKiB  oki  log.  ^AC  =15  0,160955 

Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  est  1,44^6;  une  erreur 
de  5o'  dans  la  mesure  de  Tangle  B ,  produit  donc  sur  la  hauteur 
chercbiSe  AC  tine 'ertcùt  dfe  1,4486  mètres. 

626.  Ge  résultat  ne  peut  pas  être  absolument  exact,  parce  qu'un 
arc  de  3o^  n  est  pas  infiniment  petit.  £n  employant  la  formule 
diâPérentielle  finie,  et  supposant  que  Pangle  B  ait  été  relevé  plus 
grand  quUl  n'est  en  effet,  ainsi  que  le  donne  la  figure.,  auquel  cas 

^  G  doit  avoir  te  ài^ae  «égatif ,  on  a  ^  AC  «  ,^^^c^^t)cos.t 

=  àiJ4?z7c^:45^  î  ^'  f^'^°'  ^^  ^^^^'^^  >  ^  *^^"^^  ^^S-  ^  AC  = 
0,164773,  et  ^AGâs:  i,46i4*  1^  comparant  ce  résultirt  avec  le 
précédent,  ôa  voit  que  l*erreut  de  la  fomffule  infinitésimale  est  de 

0,0128,  OU  de'^  à  très  *  peu  -  prèi  j  ce  qiu  ne   mérite  aucune 

attention ',,  mais  CQmme' cette  erreur  peut  être  plus,  grande  dans 
d'autres  cas /il  importe  de  savoir  quand  elle  peut  se  négliger,  et 
quand  au  contraire  il  faut  avoir  recours  aux  différentielies  finies» 

627.  En  général  Terreur  dont.41  s*agit  dépend  de  deux  causes. 
La  première  et  la  plus  faible  serait  d^avoir  emplojé  ^B  au  lieu 
de  sin.  ^B  :  mais,  de  o**  à,  i"* ,  il  est  aisé  de  voir  ,  en  comparant 
les  logarithmes  des  sinus  à  ceux  des  >£g:es;,  gue  la  di£^rence  est 
insensible  dans  les  calculs  ordinaires  ,  sinrtout  si  Ton  cherche 
une  petite  quantité.  Par  exemple ,  la  différence  de  log.  3o'  à 
log.  sîn.  3o%  n'est  que  de  0,000006.  Ot  pour  le  cas  que  nous  venons 
de  calculer  (625),  cette  quantité  *de  plus  01^  dfe^moins  da^s  le  log. 
de  ^AC,  n'altère  en  rien  k  valeur  1,4486  de  ^AC.  Pjrenons 
donc  pour  règle  géûérale  dans  les  analogies  difféitetotieWes ,  qu^on 
peut  employer  saos  scru^aule  ^  A ,  ^  B ,  etc. ,  au  lieu  de  sin.  ^  A> 
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•ÎB.  8i^p  «te*>  tontes  les  ibis  qne  Tare  ^A,  Parc  ^B^  etc.  ne 
sera  pas  plus  grand  que  d'un  degré* 

638.11  est  clair  que  ^A  pourra  même  aller  jusqu*à  a',  lorsque 
dans  les  formules  infinitésimales ,  on  aura  ^  ^  A  au  lieu  de  sin.  ^  ^  A. 
Mais  quand  on  aura  i^A  au  lieu  de  tang.  \  ^A,  et  quand  on 
aura  i  au  lieu  de  cos.  i  ^A,  il  faudra  >  pour  renfermer  Terreur 
dans  les  mêmes  limites^  que  ^A  soit^  dans  le  premier  cas, 
moindre  que  de  i"*  3o',  et  que  dans  le  second  il  ne  soit  pas  plus 
grand  que  de  i""  io'>  ce  qu'il  est  facile  de  comprendre  ,  en  exa- 
minant les  tables. 

629.  Une  seconde  cause  d'erreur  >  et  la  seule  qui  ait  influé  dans 
le  calcul  (625) ,  vient  de  ce  que  noi|s  arons  emplojré  2  au  lieu 

de  gîn  iio  5o"  C08  X5^  ^  ^^  ^^^  reriept  au  même  que  d'avoir  employé , 
dans  le  dénominateur,  cos.45''  an  lieu  de  <in.  44''  ^'  =  cos*  4^*  5o\ 
pnisque  cos/  4^''  =  ~ ,  (8o)«  Jl  snffif;  d'ouvrir  les  tables  pour  voir 
que  la  différence  d'un  cosiaus  à  un  autrç  pour  un  intervalle  ^B> 
varie  beaucoup  à  raison  des  di^érente»  grandeurs  de  B*  Soit ,  par 
exemple,  ^Bb:  3p^;  fi  B ;=r  10%  oa a  eos^  10* *- cps.  10^  So' ss= 
o,ooi55a8.  Mais  si  B  =  80* ,  on  a  cos.  80''  —  cos.  80''  So'  = 
0^0086006.  Donc  en  général  lorsque  dans  les  analogies  différen- 
tielles on  emploie  cos.  Ji  au  lieu  de  cos.  (Adb  ^  A),  Terreur  est 
d'autant  plus  grande  que  A  approche  plus  de  go"*.  On  voit  do 
même  par  les  tables ,  que  si  Ton  emploie  i*.  sin.  A  au  lieu  dd 
sin.  (A  =b  ^A),  2*.  tang.  A  au  lieu  de  tang.  (A  d=  ^A), 
5^cot.AauUeudecot.(Adb  ^A);l'erreur  est  d'autant  plus  gr^nde^ 
dans  le  premier  et  le  troisième  cas ,  que  A  est  plus  petite  et  dans  le 
second  cas,  d'autant  plus  que  A  approche  davantage  de  90*. 

An  surplus ,'  toutes  les  fois  qu'on  jugera  Terreur  telle  qu'on  ne 
croira  pas  devoir  la  négliger ,  les  formules  différentielles  finies 
qne  je  donne ,  serviront  à  corriger  le  résultat  des  formules  infini- 
tésimales  ,  pp  à  faire  inomédiat^mçMt  Iç;  /calc.tds  av^ec  yAe  précision 
rigourp»»^  Il  s«ra  bÂea  de  faire  attention  à  Terreur  provenant 
û%  U  iiMonde  C4use>  lorsque  ^  A  ou  i  ^  A  ne  sera  pas  moindre 

que  de  ^^ 

63o.  Les  ioganthmes  des  arcs  dç  i\  de  1%  de  i*,  (4i5  à  4^7)  p 
ne  sont  qne  les  complémens  arithmétiques  du  nombre  de  secondes 
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OU  de  minutes  ou  de  degrés ,  contenu  dans  Parc  égal  en  longueur 
au  rayon.  En  eflFet  nommons,  par  exemple^  R'  ce  nombre  de 
secondes}  nous  aurons  (4i8)*  R'  X  aro  i'  =  arc  R*  =  R  =  i  ;  et 

par  conséquent  Tare  de  i'  =:  j^.  On  trouve  de  même  que  l'arc 
de  i'  =  j^,  et  que  Tare  de  i*  =  ~. 

65i .  Donc  log.  R',  log.  R' ,  log.  R*  ne  sont  que  les  eomplémens 
arithmétiques  des  logarithmes  (4i5  à  417)*  Nous  les  donnons  ici^ 

l'usage  surtout  de  log.  R'  et  de  log.  ^  étant  continuel  dans  le 

calcul  des  analogies  infinités! pfiales. 

log.R'  =  5,  3i44a  5i55i  76459  48047  îÎ 
log.R'  =  3/556:^7  38827  O^^iS  84796; 
log.R*  =1^  7581a  a63a4  09173  ai545. 

Le  nombre  correspondant  au  premier  logarithme  est  206264,8  -f*» 
Tel  est  le  sombre  des  secondes  contenues  dans  l*arc  égal  au  rajdn  ; 
par  conséquent  cet  arc  est  de  67*  17'  44'  4®*^  etc.  Il  est  facile  de 
le  tirer  de  la  table  (AA)^  et  de  pousser  plus  loin  rapproximatiom 

632.  Comme  il  est  important  de  ne  pas  oublier  d'employer  R' 
dans  le  calcul  des  analogies  différentielles  infinitésimales^  nous 
l'insérerons  dans  toutes  ces  analogies ,  même  dans  celle  qui  a  été 
donnée  (622)5  que  nous  répéterons ,  ainsi  que  l'analogie  (61^,  pour 
les  rat>proçher  de  toutes  celles  que  nous  allons  trouver» 

Fig..x(6i9),âAC:{^^^\f^^^ 

(622),      â^C  i  ^  ou '^'^  v.BC:  sin.C. 

633.  n  est  clair  que  par  cette  dernière  analogie^  quand  ^B 
sera  la  chose  cherchée  >  on  aura  ^B  = ^ ,  et 

qu'ainsi  on  aura  ^B,  ^C,  etc.  en  minutes  et  secondes^  par  les 
tables  des  log.  des  nombres  (625).  Il  ne  doit  plus  rester  actudie- 
ment  de  difficulté  sur  Tusage  de  la  quantité  R'  ;  on  pourra  foire 
l'épreuve  de  ce  que  nous  venons  d'en  dire ,  en  traitant  ^  B  comme 
l'inconnue  dans  l'exemple  (625)«  Four9ttivoM  ilfr  formation  de& 
analogies  différentielles.. 
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634.  Le.  triangle  BCD  donne  (89),  BD  :  BC  ::  sîn.BCD  trigi». 
sin.  D.  D'où  l'on  tire ,  en  procédant  comme  on  a  fait  (  5j5  ) , 
cot.  1  (BCD  —  D)  :  tang.  \  CED  ::  BD  +  BC  :  BD  —  BC.  Eu 
substituant  les  dénominations  adoptées  (617),  et  observant  que 
cot.  I (BCD  —  D)==  cot.  i ( i8o»— C  — D)  =  tang.  i  (C-f-D)  = 
tang.  (CH-  i  â C),  (620),  on  aura  tang. (C  +  i  ^ C)  :  tang.  i  ^B 

ou  (75)  —  tang.  i  ^C  ::  aBC+  ^BC  :  ^BC,  et  par  conséquent 

iaBC:{„„rLVf^c}  ••  BC  +  i  ^BC  :  tang.(C  +  i  ^C). 

635.  Camerer  ajant  lu  cette  analogie  dans  la  première  édition 
de  ce  Traité,  a  suggéré  (Journ-  Astron.  de  Bode ,  Berlin ,  1793) 
de  la  transformer  en  une  autre  semblable,  qui  est  en  effet  plus 
commode  quand  ^BC  est  la  quantité  inconnue.  En  transposant 
convenablement,  notre  analogie  devient  BC  -f- ^  ^BC  ;  1  ^BC  :: 
tang.  (C  +  î  âC)  :  --  *ang.  ^  ^C.  Puis,  (19),  BC  :  i  ^BC  :: 
tang.  (C -fi  âC)  +  *a°g-  t  ^C  :  —  tang.i  ^C  ::  (II.  ai») 

sin.(C+^C)  .  ^    Qp    ..     sm.(C  +  ^C)      , 

c(M.(C  +  i^C)co».i^C    •  ^•"'S'   .    dl^    ••    co..(C  +  i^C)     *    ~" 

•in.i  3,C,(Î.  i«).  Donc 

636.  De  chacune  des  deux  précédentes  formules  rigoureuses; 
on  déduit  également  l'infinitésimale  ci-après,  en  substituant  les 
arcs  infiniment  petits  à  leurs  sinus  et  tangentes  (277 ,  284),  et  sup- 
primant les  différences  dans  le  dernier  rapport ,  comme  on  l'a 
fait  (6a2). 

^BC  :  ^  ou  —  |f  ::  BC  :  tang.  C. 


Dans  le»  trois  formules  qui  précèdent ,  ainsi  que  dans  les  deux 
suivantes,  AB  et  A  restent  constans,  comme  on  l'a  supposé  (617). 

637.  Le  triangle  BCD  donne  (585^,  sîn.  \  (BCD  —  D)  = 
COS.  \  CBD  X  — ^^.  Mais  sin.  \  (BCD— D)  =cos.  (C-fi  ^  Q, 
(634) .  et  COS.  i  CBD  =  cos.  1  ^  B  =  cos.  i  ^  C ,  (  1^)-  Donc 
COS.  (C  H-  T  â  C)  =  <5o»'  i  5lB  X  M^«  Et  par  conséquent  .. 
.  ^AC  :  âBC  :;  cos.l^C  :co8.(C+iâC).. 
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638.  D'où  il  suit  qu'on  aura  pour  rinfinitésimale ,  (^^)i 

51 AC  :  â^C  ::  i  :co«.C. 

659.  On  peut  observer  dans  les  analogies  précédentes  (654  à  658) , 
que  quand  l'angle  C  est  obtus,  ou  plus  rigoureusement  parlant,  lors- 
qu'on a  (Cdb|  ^  C)  >'  90** ,  la  tangente  et  le  cosinus  de  cet  angle 
étant  négatifs  (7^),  BC  alors  diminue,  tandis  que  AC et B  aug- 
mentent ,  ou  vice  versé.  Cela  est  facile  à  reconnaître  par  une 
figure.  Mais  attendu  Tapplication  que  j'ai  faite  des  signes  conve- 
nables aux  différentielles  dans  mes  analogies ,  si  Ton  observe  de 
plus  les  règles  (75),  on  n'aura  besoin  ni  de  réflexion  ni  d'une 
figure  qui  représente  exactement  l'espèce  de  chaque  angle* 

640.  Prenons  maintenant  pour  quantités  constantes  un  angle 
et  le  côté  opposé. 

^is  >4*  Si  le  triangle  ABC  se  convertit  en  ADE  ^  de  manière  qu'on 
ait  DEssBC,  A  et  BC  seront  les  quantités  constantes;  et  comme 
la  somme  des  angles  d'un  triangle  rectiligne  est  toujours  cons- 
tante^ on  aura  ^^^=^—^^^^ 

64 1«  Cela  posé,  puisque  (89),  AB  sin.  A  =  BC  sin.  C,  en  diffé-^ 
rentiant  (  186  ,  ^i^  )  9  on  aura  ^  AB  sin.  A  ::;=  BC  11  sin  i  ^  C 
cos,(C+i^C).  Mais    sin.A  :  BC  ::  sin.C  :  AB.    Donc    ^  AB 

sin.C;=:ABasin.i  ^Ccos. (C+iâ^)>  ^^  P^^  conséquent 

l5lAB:sin.iâC  ou  —sîn.i^B  ::  AB  :  eo5.(c°+^^c)- 

642*  Donc  on  aura  pour  l'infinitésimale 

^AB  :  ^  ou  =^  ::  AB  :  tang.C. 

645.  On  a  aussi  AC  sin.  A  =  BC  sin.  B.  £n  différentlani  ^  et 
donnant  aux  diffiSrentielles  dans  le  premier  rapport  les  signes  con« 
Tenabies^  .ccmfiNrmémeat  à  la  figure^  on  trouvera  de  la  même 
manière 

644.  —  â  AÇ  :  -  ^  oa  -h-^  ::  AC  :  ^ng.B. 


645.  M»Uitenant:  si  l'on  divise  l'une  par  Tautre  les  analogies 


i 


I 
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diffécentielles  finies  (641,  645),  on  aura  :è^  •  «   ''  ^    : 

»la.Bco..(C  +  i^C)  ••  '  •  co,.(C+ig>C)^  (^^»  «'  P"  conséquent 

^AB  :  —  âAC  ::  co«.(C+i  ^C)  :  co».  (B  +  i  ^B). 

646.  Donc  QB  aura  pour  l'infinitésimale , 

^AB  :  —  ^AC  :c  co«.  C  :  cos.B. 

.47«  Si  A  =  go"  =  D  »  en  développant  l'expression  cos.  (C  •{-■  ^'S- 1^- 
C)dans  l'analogie  (641),  on  a^AB^^^'^^^^^^Çcos.  C 

•  T^C  — sin.C sin.  i^C)  =  (I.6«)  ABsin.  ^C cot.  C— AB 
-28in.*  i  ^ C  =  AC  sin.  ^C  —  AB  -f-  AB  cos.  â C,  (55j  ,  5») , 
7*).   Or   ABH-^AB=BD,  et' ^C=ACD=— ABDj 
c 

BD  =  AC  sin.  ACD  +  AB  cos.  ACD. 

48.  En  opérant  de  même  sur  Panalogie  (643),  et  c<Mi&idérant 
sin.  ABD  =*-  sin.  ACD,  on  trouvera 

CD  =  AC  COS.  ACD  —  AB  sin.  ACD* 

649*  SiTangle  C,  au  lieu  de  croître,  diminuait,  comme  ABC, 
H  suffirait  alors  de  changer  le  signe  (75}  de  sin.  ACD  dans  les 
deux  formules  précédentes. 

65o.  Donc ,  deux  triangles  rectangles  ajant  Phjpoténuse  com- 
mune, si  on  connaît  la  différence  des  angles  ajant  même  sommet, 
et  de  plus  deux  côtés  dans  l'un  de  ces  triangles  ,  ces  mêmes  équa- 
tions que  nous  venons  de  donner  feront  trouver  les  deux  côtés  de 
l'autre  triangle.  Ce  cas  se  j«ncontr«  fréquemment  dans  l'Astre- 
nomie. 

65i.  Mais  comme  il  arrive  aussi  quelquefois  qu'au  lieu  de  la 
di£Férence  des  angles  on  connaît  leur  somme  ACD,  il  esta  pr€|)os pig.  ii^, 
de  faire  voir  qu'alors  ces  deux  formules  donnent  encore  les  quan- 
tités cherchées ,  en  faisant  seulement  un  changement  de  signe  dans 
le  dernier  terme. 

En  effet  (55;,  4«'),  60  =  ^^^  =  ^^.DoncABtBD  :: 
«in. EGA  :  8in.(ACD— BCA)  ::  sin.BCA  : 8in.ACDxco8.BCA— 


l 
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Fig.  i6. 8in.  BC A  cos.ACD  ::  i  :  sia.ACD  cot.BCA — co8.ACD,  (17). 
Donc    BD  =  AB  sin.  ACD  cot.  EGA  —  AB  x  cos.  ACD.  Mais 

AC 

(557,  17O/  cot.  BC  A  ;?=  jjj.  Donc 

BD  =  AC  sin.  ACD  —  AB  C08.  ACD. 
65ii.  Far  la  même  méthode  j  ea  partant  des  équations  BCs 

AC  CD  ^„    4^^„^^ro 

' 57nr  = 57^  >  ^^  trouvera 

C08.  BCA       COS.  BCD  ' 

CD  s  AC  cos.  ACD  H-  AB  sin.  ACD» 

655*  Soient  maintenant  deux  côtés  constata^  p,  et  soient  ces 
Tig.  17. côtés  AB,  AC,  ensorte  que  le  triangle  ABC  se  c<myertissant  en 
ABD ,  AD  soit  égal  à  AC. 

On  a  (89),  AC  :  AB  ::  sin.B  :  sin.C  ::  sm.ABD:  sin.  D.  Or 
on  voit  par  ta  dernière  proportion ,  qne  si  ABD  est  >  B,  on  doit 
avoir  aussi  D  >  C ,  pourvu  que  tous  ces  ImgLes  soient  aigus , 
comme  nous  le  supposons  toujours  (Sjo) ,  nonobstant  même  ce 
que  la  figure  pourrait  représenter,  C^^}*  ^ous  ferons  donc 
D^sC-f-â^»  puisqtie  la  figure  suppose  ABDssB-f-â^* 

654.  On  a  donc  sin.(B  +  <^B)  :  sin.B  ::  sin.  (C  +  ^C)  : 
sin.C.  Donc  aussi  (19),  (lï*  i5«)*  Ung.i(B-H^B+B)  : 
tang.i(B-f.  ^B--B)  ::  tang.KC  •+-  âC  +  C):tang,i 
(C-f»^C  — C),  et,  en  réduisant  et  transposant, 

.tang.iâB  -«Mg-i  S^^  î:  taBg.(BH-i^B>  :  tang.(C+iJlC> 

655.  Ou  aura  donc  pour  rinfinitéatmaie 

^B  :  ^C  ::  fang.B  :  taog.C. 

Ici  le  diviseur  R'  est  inutile,  parce  qu'il  divisenût  égaittnent 
^B  et  S^C, 

656.  Par  la  méthode  emplojée  (654),  on  tire  du  triangl&BCD> 
(îot.i(BÇD^BDC)=:tang.iCBDx^^=  tang.i^B  x 

-5^^—.   Mais  BCD  — BDC=:(ACD— C)  — (D-f-ADC>=i 

—  (C-f-D),  parce  que  le  triangle  ACD  est  isoscèle.    Donc 
cot.i(-.D-.C;,    ou  ^cot.(Ç^-i^C)=ctaiig.j5iB    x 
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tang.fâB:— i^BC::cot.(C+4^C):BC  +  i^BC.,ct 

657.  |J  :  — ^BC  ::  cot.C  :BC. 

658.  Divisons  l'une  par  l'autre  les  analogies  (654,  656),    et 
nous  aurons 

tang.iâC:— iâBC::cot.(B4.iâB):BÇ+iâBCi 
et  par  conséquent 

659.  ^?  :  —  ^  BC  ::  cot.  B  :  BC. 

660.  Dans  le  triangle  BCD  on  a,  (586),  cos.  |  (BDC  00  BCD) 
=  .in.i  CBD  X  52^  =  sin.  i  ^B  x  '(«C-f^^BC).   ^^ 

(609),  i  CD  =  AC  sin.  i  CAD  =— AC  sin.  i  ^  A,  en  appelant  A 
l'angle  BAC,  qui  en  diminuant,  devient  BADj  et  ^  (BDC 00 BCD) 
=  CH-i  ^C,  (656).  Donc  COS.  (C  +  i  âC)=8in.  i  ^B  x 

=Âc±Têli''  *'  P"  conséquent 

sia.i  â»  •—«W'i  ^A  ::  ACco8.(C  +  i  ^C)  :  BCH-i^BC. 

661.  Ce  qui  nous  donne  pour  l'infinitésimale 

S,^  :  —  S>^  ''  AC  COS.  C  :  BC. 

66a.  Si,  au  lieu  du  côté  AC,  le  côté  AB  varie,  comme  dans 
la  figure  18  ;  en  changeant  C  en  B  et  B  en  C  dans  les  deux  ana- 
logies  précédentes,  nous  aurons  à  l'instant,  sans  nous  fatiguer  à 
appliquer  à  cette  figure  la  démonstration  ci^dessus , 

sin.i  âC;--»in.i^A::ABco8.(B  +  f^B)  zBC  +  ^^BC,  et 

663.  ^C  :  —  ^A  ::  AB  co8,B  :  BC. 

664*  En  divisant  l'une  par  l'autre  les  analogies  (656,  660) ,  ainsi 
que  les  analogies  (658,  662),  on  aura 

— i^BC:— sin.iâA::AC8iD.(C+i^C):co8.i^B,et 
665.     — i^BC:— sin.iâA:;AB8in.(B+iJlB):cos.iâC. 

£t  les  infiuitéûinales  seront 

ai 
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666. .  —  5iBC  :  —  ^  :s  AC  sin,  C  :  i; 

667.  —  5iBC  :  —  ^  ::  AB  sîn.  B  :  1. 

668.  Si  deux  angles  sont  constant,  et  par  conséquent  le  froi- 
Ahme  ;  en  faisant  rarier  les  côtés  ^  on  a  deux  triangles  semblables , 
dans  lesquels  les  variations  des  côtés  sont  proportionnelles  aux 
côtés  eux-mêmes^  ou  (89)  aux  sinus  des  angles  opposés  à  ces  mêmes 
côtés.  La  solution  de  ce  cas  appartient  à  la  Géométrie  plutôt  qu'à 
la  Trigoncmiétrie. 

669.  Pour  faciliter  Tusage  des  analogies  différentielles  que  nou» 
avons  trouvées  jusqu'à  présent  »  fai  cru  qu*il  serait  utile  d'en  com-^ 
poser  une  table.  J'y  ai  exprimé  les  infinitésimales  de  la  manière 
qu'on  préfère  le  plus  généralement,  c'est-à-dire  en  dénommant  les 

différentes  parties  du  triangle*  J'ai  omis  R'  pour  plus  de  brièveté  > 
on  suppléera  cette  quantité  dans  le  calcul  r  nous  en  avertissons  à 
la  fin  de  la  table.  J'ai  disposé  chaque  analogie  infinitésimale  sous 
l'analogie  ^mV  correspondante  ;  ensorte  qu^)n  verra  sur-le-champ 
dans  celle-ci  ce  qui  se  trouve  négligé  dans  celle-là,  et  qu^oa 
en  tiendra  compte  dans  le  calcul ,  lorsqu'il  le  faudra,  et  qu'on  le 
pourra» 

670.  Les  analogies  diffikentielles  finies  donnent  la  valeur  exacte 
de  l'une  quelconqHc  des  quantités  contenues  dans  chacune  d'elles* 

Il  n'en  est  pas  ainsi  des  infinitésimales,  qui  ne  peuvent  que  donner 
à*peu-près  la  valeur  finie  de  l'une  des  deux  différentielles  que  cha- 
cune d^elles  renferme.  Et  si  ce  n'était  pas  une  différentielle  qu'on 
cherchât  par  ces  analogies;  si,  par  exemple,  connaissant  ^^AC 
et  ^BC,  on  cherchait  l'angle  G  par  le  moyen  de  l'analogie  (638),. 
^AG  :  ^BG  u  I  :  cos^G,  l'erreur  pourrait  être  grave *^  car  en 
général  dans  V  usage  même  des  formules  rigoureuses ,  il  n*est  pas 
sûr  de  chercher  les  grandes  quantités  par  le  moyen  des  petites ,. 
puîsqu'alors  une  légère  erreur  dans  les  quantités  données  peut  en 
produire  une  considérable  dans  les  quantités  cherchées  :  on  em 
verra  un  exemple. 

671.  Au  contraire ,  si  dans  l'analogie  que  nous  venons  de  citer> 
on  connaît  uue  des.  deux  différentielles;;,  pour  trouver  la  valeur 
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(r&s-approchée  de  I*autre,  il  suffit  de  connaître  à-peu^pris  Tangle  C. 
Une  légère  erreur  sur  une  grande  quantité  telle  qu*on  suppose 
COS.  G  relativement  aux  différentielles ,  ne  produit  ordinairement 
qu^une  erreur  insensible  sur  une  petite  quantité  telle  qu'on  suppose 
la  différentielle  cherchée.  On  en  a  vu  un  exemple  (6a6)« 

6721.  De  ce  que  nous  avons  dit  ^  il  résulte  que  le  calcul  des  ana- 
logies infinitésimales  est  extrêmement  commode,  puisqu*entre  autres 
avantages  on  peut  négliger  les  secondes  dans  la  valeur  des  arcs, 
en  emplo/ant  leurs  lignes  trigonométriques. 

673.  Table  des  Analogies  différentielles,  finies 
ET  iNFiNiTisiMALES,  démontrées  (63^  à  667). 

Quantités  constantes  AB ,  A;  ou  un  côté  et  un  angle  adjacent. 

i*'«ANAL.âAC:{^jJ2;^*j^c}::BC:sin.(C4-âQ::BC^ 

(M).. «La  variation  du  côté  adjacent  à  P angle  constant  est  à  la 
variation  de  Vun  des  angles ,  comme  le  côté  opposé  k  Panglo 
constant  est  au  sinus  de  Pangle  opposé  au  côté  constant. 


ou 


^^Bi^^'Ao^i^c}  ••  »C-f-iâBC  :  tang.(C+l ^C), 


(N)«*«  La  variation  du  côté  opposé  à  V angle  constant  est  à  la 
variation  à^un  des  angles,  comme  ce  côté  est  à  la  tangente 
de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

4^        Si'^C  :  âBC  ::  cos.i^C  :  cos-  (C+i  ^C). 

(0)..«  La  variation  du  côté  adjacent  à  t angle  constant  est  i  la 
variation  du  côté  opposé,  comme  le  rayon  au  cosinus  de 
l'angle  opposé  au  côté  constant. 

Quantités  constantes  BC^  A;  ou  un  côté  et  Pangle  opposé. 
5-       t^AB:sin.UCp«-.8in.f5B:;AB:;3^g^. 
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6e  -  i^AC  :  8in.l  ^C  ou  -sin.i  ^B  "  AC  î  ^^ ^^^» ^^^; 

(P)...  La  variation  à'iin  côté  est  à  la  variation  à^'un angle,  comme 
ce  même  côté  à  la  tangente  de  Tangle  opposé. 

f        âAB  :  —  ^AC  ::  cos.  (C+i^C)  tcos.CB+i^iB)- 

(Q)«««  Les  variations  des  côtés  sont  proportionnelles   aux  cosinus 
des  angles  opposés. 

Quantités  constantes  hS  ^  XC  ;  ou  detix  côtés. 

^       tang.l5lB:tang.i^C::tang.CB+i^B):tang.(C+iâC). 

(R),..  Les  veLviations  dts  angles  opposés  aux  côtés  constans  %ont 
proportionnelles  aux  tangentes  de  ces  mêmes  angles» 

9e    — iâBC:tang-i^B  ::  BC  +  i^lBC  :  cot.  (C  +  i^C). 

,o«  — l^iBCttang.iâC  ::  BC  +  i^BC  :  cot.  (B +i^B). 

(S)...  La  variation  du  côté  est  à  celle  A' un  angle  adjacent,  comme 
ce  même  côté  à  la  cotangente  de  l'autre  angle  adjacent. 

lie  — simiâA:8in.iâB::BC-|-i^BC:ACcos.(C+f^C> 
lae  —  simi^Arsin.l^C  ::  BC+iâBC:  ABcos.(B-f.f^B> 
(T).••  La  variation  de  Y  angle  opposé  au  côté  vofTiable  est  à  celle 
d'un  angle  adjacent,  comme  le  côté  variable  est  au  produit  du 
côté  constant  opposé  à  cet  angle  adjacent ,  par  le  cosinus  de . 
l'autre  angle  adjacent* 

i5e        sin.i^A  :  lâBC   ::  cos.i^B  :  ACsin-CC  +  i^C). 

i4«        sin.i^A  :  s^BC   ::  cos.i^C  :  ABsin.(B  +  i^B). 

(Y)...  La  variation  de  V  angle  opposé  au  côté  variable  est  à  celle 
de  ce  côté  y  comme  le  rayon  est  au  sinus  de  l'un  des  deux 
autres  angles^  multiplié  par  le  côté  constant  contigu  à  cet 
angle. 

Dans  les  analogies  infinitésimales  >  nous  supposons  toujours  que  les  variations, 
des  angles  (lesquelles  se  prennent  en  secondes)  sont  divisées  par  R'',  (S3i). 

674.  Les  analogies  précédentes,  et  surtout  les  infinitésimales, 
peuvent  devenir  plus  nombreuses  an  moyen  des  substitutions.  Par 
exemple^  si  Ton  cberehalt  une  des  difiérentielies  de  l'analogie 
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â  AB  :  â  C  ::  AB  :  tang.  C ,  (642),  et  que  le  côté  AB  fut  inconnu , 
mais  que  les  angles  B  et  C  et  le  côté  AC  fussent  donnés^  on  pourrait 

trouver,  par  leur  mojen>  le  côté  AB=  — î^TST  '    ^^    cmplojcr 

ensuite  la  valeur  numérique  de  AB  dans  cette  analogie  :  mais  si 
au.  lieu  de  cette  valeur  numérique ,  on  substitue  dans  cette  même 
analogie  la  valeur  analytique  de  AB,  telle  que  nous  venons  de  la 
donner,  ta  proportion  deviendra  ^  AB  :  ^G  ::  AGcos.C  :  sin.  B, 
et  le  calcul  sera  plus  expéditif.  Il  en  serait  de  même  si  on  connais- 
sait AB,  AG  et  A,  et  que  l'angle  C  fût  inconnu  )  en  substituant  la 
valeur  (III.  io5e)  de  tang.  G ,  on  aurait  ^  AB  :  ^  G  ::  AG  —  AB  x 
COS.  A  :  sin.A.  On  fera  donc  ces  substitutions  quand  elles  seront 
nécessaires  :  nous  les  omettons  ici  ;  mais  nous  nous  proposons  d'y 
suppléer  dans  les  analogies  différentielles  de  la  Trigonométrie 
sphérique ,  qui  sont  d'un  plus  grand  usage.  On  pourra  recourir  à 
celles-ci^  même  pour  la  Trigonométrie  rectiligne,  à  l'usage  de 
laquelle  il  est  facile  de  les  réduire,  comme  nous  le  verrons  (i428), 

675.  II  j  a  deux  manières  de  calculer  les  analogies  différentielles 
finies ,  lorsque  le  second  rapport  contient  aussi  la  différentielle 
cherchée:  je  suppose,  par  exemple,  que  l'on  cherche  ^G  par  l'ana- 
logie (675,  ie),quid6nnesin.âC=— -^Xsin.(G+^G). 

La  première  méthode  déjà  indiquée  (335)  consiste  à  employer 
sin.C  au  lieu  de  sin.(G  +  âQ  qu'on  ne  peut  employer,  parce 
que  ^G  est  inconnu:  on  a  alors  une  valeur  approchée  de  ^C, 
pourvu  que  ^  G  soit  très-petit  relativement  à  G.  En  se  servant  de 
cette  valeur  approchée  de  ^G,que  Ton  substitue  dans  le  calcul 
sin.  (G+^G)  au  lieu  de  sin.G,  et  on  aura  une  autre  valeur  de 
^G  plus  approchée  que  la  première.  Si  cette  seconde  valeur  n'est 
pas  encore  aussi  exacte  qu'on  le  désire,  on  l'emploiera  au  lieu  de 
la  première,  et  on  en  .trouvera  une  troisième  beaucoup  plus  exacte  , 
et  ainsi  de  suite.  Ordinairement  on  voit,  dès  Je  premier  calcul , 
quelle  est  à  très-peu-près  la  valeur  exacte  de  ^G. 

676.  Par  lisi  seconde  méthode,  je  réduis  l'équation  de  sorte  que 
l'inconnue  soit  d'un  seul  côté.  Je  développe  sin.(G-(-^C) ,  (II.  i^)} 
et  divisant  l'équation  par  sin.  ^  G ,  j'ai 

COt. ^ G  ==  —  COf .  G ■-  .     r^S.^ n^ 
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Mais  cette  méthode ,  peu  commode  pour  le  calcul  par  logarithmes^ 
donne  en  outre,  dans  de  certains  cas,  une  équation  compliquée 
du  second  degré;  par  exemple,  lorsqu'on  cherche  ^C  par  la 
deuxième  analogie,  en  développant  tang, (C + ^ ^ C) ,  (IL  5e}, 

677.  Si,  par  le  résultat  du  calcul,  cot.^C  est  une  quantité 
négative,  l'angle  ^ G  sera  négatif  (75,  68},  et  indiquera  dimi- 
nution de  l'angle  G.  Quand  le  côté  AG  décroît,  il  est  bien  en- 
tendu qu'on  doit  donner  le  signe  négatif  à  la  valeur  numérique 
de  ^AC. 

678.  Gamerer  (635)  donne  une  troisième  manière.  Elle  con- 
siste à  exprimer  par  le  moyen  d'une  série  la  valeur  de  la  diffé- 
rentielle cherchée,  en  délivrant  de  la  différentielle  inconnue  le 
second  membre  de  l'équation.  En  voici  un  exemple.  La  première 

analogie  donne  ^  AC =— ,i„.(c+^C)==  ~8in.Ccos.^C+€os.C»m.a^c' 
Exécutant  la  division,  et  faisant 5l^^?î^==P,  î^i4^=S,  on 

'  sin.C  '     tang.C  ' 

a  '^AG  =  —  P(i— S+S*  — S»  +  etc.). 

679.  Get  habile  auteur  réduit  à  cette  forme  toutes  les  différen- 
tielles de  ma  Table  (673).  Gette  marche  est  ingénieuse,  et  de 
plus  elle  serait  utile,  si  les  expressions  qui  en  résultent  n'étaient, 
presque  sans  exception,  beaucoup  pli^  laborieuses  à  calculer  nu- 
mériquement, que  ne  l'est  la  voie  indirecte  que  j'ai  proposée  (675). 
Far  exemple,  pour  tirer  de  la  quatorzième  analogie  la  valeur  de 
^A,  il  faut  écrire 


(4AC  X  AB  COS.  A—  aBC H-  ^  BC  X  A  BC)  (aBC  -f- ^ BC)  5i  BC       „     ^4. 

'  ■  i      ■      ■  ■  ■■  ■  ■  "ss Jr,  et 

4AC  X  AB  sin.  A  (a AC  X  AB  cos.  A  -|-  aBC  +  ^  BCX  B\  BC) 


(4ACX  ABcos. A— aBC-f  ^BC  X5iBC)  (aBC+5iBC)J|BC 


Sî 


(aAC  X  AB  COS.  A  -|-  aBC  -f-^BC  X  ^BC)* 

puis  on  a  ^A5=P  (i~i+^^— etc.).  Il  est  aisé  de  com- 
parer le  travail  de  ce  calcul  avec  le  travail  assurément  léger  qu'exige 
mon  analogie. 

63o.  Si  une  seule  partie  du  triangle  est  constante ,  nous  allons 
voir  que  les  mêmes  analogies  serviront  encore;  mais  il  faut  con^ 
nattrç  deux  variations  pour  pouvoir  trouver  toutes  les  autres^ 


1 

I 


le 
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Je  parle  seulement  des  analogies  infinitésimales;  car  on  ne  pourra 
que  rarement^  dans  ce  cas,  appliquer  la  méthode  suivante  aux  ana- 
logies différentielles  finies ,  parce  qu'elles  exigent  beaucoup  de  don- 
nées et  qu'elles  se  prêtent  peu  aux  substitutions. 

681 .  Supposons  que  le  triangle  DTS  se  convertisse  en  DES,  le  seul  Fig.  19, 
côté  DS  demeurant  constant.  Soit  connue  la  valeur  de  EDT=â  D  , 
et  celle  de  TS£=^S}et  soit  demandée^  par  exemple,  la  varia- 
tion de  DT  qui  devient  DE. 

On  prolongera  DT ,  s'il  est  nécessaire ,  jusqu'à  la  rencontre  de 
SE,  et  on  considérera  d'abord  le  triangle  DTS  converti  en  DRS  , 
et  conservant  par  conséquent  comme  constans  un  côté  DS  et  un 
angle  adjacent  D.  Puisqu'on  connaît  ^  S,  on  aura  la  variation  TR 
de  DT,  qui  dans  ce  cas  est  le  côté  adjacent  à  V angle  constantD, 
par  l'analogie  (M),  qui  donnera  (^DT)  :  ^S  ::  TS  :  sin.T. 

682.  3e  donne  le  signe  positif  aux  deux  diflPérentielles ,  parce 

que  )*observe  que  S  est  l'angle  variable  adjacent  au  côté  constant, 

et  qu'il  occupe  par  conséquent  la  place  de  B  dans  la  première  ana- 

Jogie.  La  figure  nous  montre  aussi  le  côté  DT  et  l'angle  S  comme 

^^oxssant  l'un  et  l'autre.  Mais  on  ne  doit  pas  se  fier  aux  figures^ 

'^   XI  faut  prendre  les  différentielles  de  toute  analogie  infinitésimale 

^^^^z  les  mêmes  signes  que  ceux  des  deux  premiers  termes  de  Tana- 

e  correspondante  finie* 

%5.  La  proportion  (681)  fait  connaître  la  diff*érence  de  DT 
K.  Il  reste  à  connaître  celle  de  DR  à  DE }  puisque  la  somme 
2^es  deux  différences  avec  les  signes  qu'elles  ont,  donne  la  variation 
entière  que  l'on  cherche,  de  DT  à  DE.  Pour  distinguer  de  celle-ci 
la  difiërence  partielle  (  DT  00  DR  ) ,  je  mets  entre  parenthèses 
Texpression  équivalente  ^DT. 

684.  Considérons  actuellement  le  triangle  DSR  converti  en  DSE^ 
un  côté  DS  et  l'angle  adjacent  DSR  demeurant  constans.  Puis- 
qu'on connaît  ^  D ,  et  qu'on  cherche  la  variation  de  DR ,  côté 
opposé  à  V angle  constant ,  l'analogie  (N)  est  celle  qui  convient 
à  ce  cas;  et  on  aura  ^DR  :  ^D  ::  DR  :  tang.R.  Je  conclus 
de  la  comparaison  des  parties  constantes  entre  elles,  que  D  cor- 
respond à  B  dans  la  deuxième  analogie  ;  et  par  cette  raison  ,  je 
donne  encore  ici  le  signe  positif  aux  deux  difiërentiellei. 
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685.  Nous  avons  donc   â^T  =  C^DT)  +  ^BR  =  ^S 

T  au  lieu  de  R  ^  coaime  nous  avons  toujours  fait  dans  les  analogies 
infinitésimales ,  où  nous  avons  employé  seulement  les  parties  du 
triangle  primitif  ABC  auquel  correspond  DTS  dans  le  cas  présent^ 

on  aura 

nriT»  TS  X  ^S  +  DT  X  coa.  T  X  ^D 

686.  Reste  à  observer  que  dans  le  calcul  numérique  du  second 
membre^  il  faut  changer  les  signes  suivant  les  cas;  savoir  le  signe 
de  ^S  quand  Tangle  S  décroît^  celui  de  ^D  si  l'angle  D  est 
décroissant,  et  celui  de  cos.  T,  quand  l'angle  T  est  obtus. 

687.  Le  triangle  n^ ayant  qu^une  seule  partie  constante  ,  que 
je  nommerai  la  première ,  et  étant  données  les  variations  de  deux 
autres  parties ,  quç  je  nommerai  la  seconde  et  la  troisième ,  la 
méthode  générale  pour  connaître  la  variation  de  Tune  quelconque 
des  trois  parties  restantes  du  triangle  >  que  je  nomme  la  quatrième , 
sera  celle  qui  suit  : 

Considérez  comme  constantes  la  première  et  la  seconde;  prenez 
dans  la  table  (673)  Tanalogie  convenable  pour  calculer  la  variation 
ou  l'efFçt  que  la  variation  connue  de  la  troisième  produit  sur  la 
quatrième.  Considérez  ensuite  comme  constantes  la  première  et 
la  troisième ,  et  cherchez  de  même  Tefiet  que  produit  sur  la  qua-* 
trième  la  variation  connue  de  la  seconde.  La  somme  de  ces 
deux  effets  sera  la  variation  cherchée,  pourvu  qu'on  observe  la 
règle  (  683  ). 

On  verra  plusieurs  applications  de  cette  méthode(i5i9,  iBaj,  etc  .}• 

688.  Lorsqu'aucune  des  parties  du  triangle  n*est  constante  , 
trois  variations  étant  données ,  on  troui^era  toutes  les  autres  par 
la  même  méthode.  Je  nomme  première  ^  seconde  et  troisième ,  les 
trois  parties  dont  les  variations  sont  données*,  pour  connaître  la 
variation  de  Pune  quelconque  des  trois  autres  parties^  que  je 
nomme  quatrième,  je  suppose  constantes  la  première  ûù  la  se^ 
conde ;  je  trouve,  comme  ci*dessus,  l'effet  que  produit  sur  la 
quatrième  la  variation  connue  de  la  troisième  ;  je  suppose  ensuite 
constantes  la  première  et  la  troisième}  je  trouve  l'effet  que  prç* 
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duit  sur  la  quatrième  la  variation  connue  de  la  seconde  ;  enfin 
je  suppose  constantes  la  seconde  et  la  troisième ,  et  je  trouve  l'effet 
que  produit  sur  la  quatrième  la  variation  connue  de  la  première. 
La  somme  de  ces  trois  effets^  en  observant  la  règlô  (68:2),  sera 
l'effet  total  ou  la  variation  cherchée* 

La  table  (675)  fournit  donc  les  analogies  différentielles  pour 
tous  les  cas  possibles» 

689.  Je  crois  à  propos  néanmoins  de  faire  voir  comment  on  peut 
arriver  aux  mêmes  résultats  par  le  mojen  du  calcul  différentiel. 
Cherchons  l'équation  finale  (685), 

Dans  le  triangle  DST  ,  la  seule  partie  constante  est  le  côté  DS  ;  Fîg.19. 
les  variables  sont  S,  D,  DT.  Je  fais  à  volonté  S  =  A>  Dz=B, 
et  T  =  C  ;  puis  je  cherche  dans  la  Table  III  une  formule  qui 
comprenne  AB,  A,  B,  BC  ,  qui  sont  les  parties  du  triangle  ABC 
correspondantes  aux  parties  ci-dessus  nommées  du  triangle  DST.  La 
cinquième  convient  à  ce  cas;  et  j'ai  AB  =  BC  ces.  B  +  BC  sin.  B 
cot.  A.  Je  différentie,  en  observant  que  AB  est  constant:  le  résultat 
est  o  =  cos,  B^BC  —  BC  sin.  bJhB  +  sin.  B  cot.  A^BC  + 

BCcos.Bcot.  AâB~?^^^3|^>ou(in.ii«),âBC(cos.B4- 

sin.  B  cot.  A)  =  BC^B  (sin.  B—  cos.  B  cot.  A)+;^^^.  Je 

multiplie  par  sin.  A,  et  je  parviens  (III.  85«,  94O  i-  l'équation 
sin.  C^iBC  =  BC  cos.  C^B  +  AC^i  A,  laquelle,  en  y  replaçant 
les  lettres  D ,  T ,  S ,  sera  l'équation  cherchée. 

690.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  quelques  expressions  qu'on  em« 
ploie  fréquemment  dans  l'analyse  infinitésimale. 

Dans  un  triangle  rectil igné  rectangle^  lorsque  la  différence  de 
rhypoténuse  au  plus  grand  côté  est  très^petite ,  elle  est  égale  à  la 
moitié  du  quarré  du  plum  petit  côté ,  divisée  par  Vhypoténuse. 

Puisque  dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  on  a  (537,  14^),  Fig,  ao. 

AC* 

BC  —  AB  =  pQ  ,  ^g>  en  appelant  ^BC  la  différence  de  Thjpo- 
ténuse  BC  au  plus  grand  côté  AB^  il  s'ensuit  que  AB  =  BC  — 

^BC,  et  que  BC  -  AB  ;=  .bc-^bc  =a(BC-i^BC)-  Q"»"** 
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^BC  est'très'petit  par  rapporta  BC>  on  peut  mettre  BG  au  lieu 
de  (BC  —  l  ^BC) ,  (62:1)  i  donc  alors  BC  —  AB  =  S^. 

691  •  Le  sinus  perse  d'un  arc  très^petit  est  ^al  à  la  moitié  du 
quarré  de  ce  même  arc. 

Prenant  Tb  jpo(ënu9e  pour  rajon  9  si  Ton  mène  Parc  CD  jusqu'à 
la  rencontre  de  AB  prolongé^  on  verra  que  BG-*-AB=:  AD  ss 
sin.  V.  CD|  (5)  ^  et  que  AC  =  sin,  CD.  Mais  quand  le  sinus  est 
trës*petit  j  on  peut  lui  substituer  Tarc^  (6^7)*  Par  ces  substitutions, 
l'équalion  finale  de  l'article  précédent  devient  sin.  v.  CD  =: 

i  CD* 

^P^-  s=  \  CD*,  en  faisant,  comme  à  l'ordinaire,  le  rayon  BC  s=  i. 

C'est  aussi  la  valeur  que  donnerait  l'équation  (289) ,  puisque 
sin.  V.  A  =  I  — -  COS.  A  =&=  f  A*,  en  négligeant  les  puissances  plus 
élevées  de  A,  qui  ont  une  valeur  insensible  relativement  à  A*, 
lorsque  A  est  très-petit. 

692.  Lorsque  Parc  est  três-petit,  P excès  de  sa  sécante  sur  le 
rayon  est  égal  à  la  moitié  du  quarré  de  ce  même  arc. 

Soit  DE  la  tangente,  et  B£  la  sécante  (10)  du  petit  arc  CD  ; 
on  cbercbe  la  valeur  de  CE ,  quantité  qu'on  nomme  aussi  Vécart 
de  la  tangente,  c*est-à-dire  la  distance  de  l'extrémité  de  la  tangente 

à  l'arc.  Or  AB  :  BC  ::  AD  :  CE  =  ^^-^^  =  bc  -jIbc  - 

(691,  690).  Donc  en  négligeant  comme  ci-dessus  ^BC,  GE 
=  i  CD\ 

695.  On  voit  que  dans  le  calcul  infinitésimal ,  le  sinus  verse 

se  considère  comme  égal  à  V excès  de  la  sécante  sur  le  rayon. 

On  aura  une  expresion  exacte  de  cet  excès,  par  la  formule  (I.  27^), 

qui  donne r-  —  1  ou  séc.  A  —  i  =  tang.  A  tang.  \  A.  Cette 

expression  peut  être  utile  dans  plusieurs  cas. 
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CHAPITRE    XI  IL 


De  r usage  de  la  Trigonométrie  rectOigne'^ur  le  terreùu 


694,  JN  ot7S  parlerons  en  premier  lieu  de  la  manière  de  metnret 
mécaniquement  une  distance  et  un  angle  #  puisque  ce  sont  là  les 
opérations  fondamentales  qui  fournissent  les  données  pour  calculer 
les  autres  parties  inconnues  d'un  triangle^  ainsi  qu'on  Taura  déjA 
observé  dans  les  exemples  (84/9^^  ^4^»  etc.).  Comme  la  mesure 
des  angles  est  bien  plus  facile  à  relever  que  celle  des  côtés  ^  ou 
mesure  ordinairement  un  côté  seulement  ^  et  ce  côté  se  nonuuci 
la  base. 

De  la  manière  de  mesurer  la  base. 


695.  Soit  proposé  de  mesurer  sur  le  terrein  la  distance  AB«         Fig.u. 

On  commencera  par  planter  verticalement  ^  au  mojeu  du  fil  à 
plomb»  deux  pieux  bien  droits^  ACj  BD^  aux  deux  points  extrêmes 
A  et  B.  Ces  pieux  9  qu*on  nomme  aussi  piquets  ou  jalons ,  se  ter-^ 
minent  ordinairement  d^un  bout  par  une  pointe  ^tttèit ,  pour  qu'ils 
pénètrent  plus  aisément  en  terre  >  et  portent  à  l'autre  bout  ua.^oal 
pour  faciliter  la  direction  du  rajon  visael  figuré  par  la  ligne  ponc- 
tuée CD.  L'Observateur  ajant  roûl  appliqué  en  Ç  ou  en  D  j  fera 
poser  f  de  distance  en  distance,  d'autres  piquets  toujours  d'à-plomb^^ 
et  qui  soient  en  mime  temps  dans  la  direction  >  ou^  pour  mie mx 
dire  9  dans  le  plan  vertical  du  rajon  visuel  CD  y  (le  plan  vertical 
est  celui  qui ,  prolongé  »  passerait  par  le  centre  de  la  Terre ,  que 
nous  supposerons  sphérique  dans  tout  ce  chapitre  >  parce  que  son 
eUi|Aicité  est  tottt*à-fâit  insensible  dans  les  opérations  dont  il  y  est 
question).  Ces  piquets  se  multiplient  autant  qu'il  est  nécessaire 
pour  que  l'on  puisse  suivre  par  leur  mojen  la  ligne  droite  AB 
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lorsqu'on  la  mesure ,  sans  s'écarter  de  la  direction  de  cette  ligne  ; 
ni  à  droite  ni  à  gauefae*  Si  Ton  veut  procéder  avec  plus  de  sûreté  , 
on  tracera  un  petit  sillon  de  A  en  B  ^  en  appliquant  de  temps  en 
temps  Pœil  aux  jalons  et  dans  leur  plan  vertical ,  pour  conduire  le 
sillon  bien  droit;  oubien  on  çièiiera une  ficelle  d'un  jalon  à  l'autre* 
On  prendra  ensuite  la  mesure  avec  un  grand  compas ,  ou  avec  une 
chaîne  de  gros  fil-fer ,  ou  avec  une  perche  d'une  longueur  connue. 
La  longueur  de  la  chaîne  ou  l'euverture  du  compas,  c'est-à-dire  la 
distance  de  ses  deuz^  pointes ,  doivent  être  des  parties  aliquotes  du 
mètre ,  ou  de  quelque  mesure  bien  connue.  Le  compas  doit  être 
tel  que  son  ouverture  ne  puisse  varier  pendant  l'opération.  On 
portera  successivement  les  pointes  du  compas,  ou  la  chaîne  bien 
tendue ,  ou  la  perche,  sur  le  sillon  ou  le  long  de  la  ficelle  j  et  l'on 
mesurera  ainsi  avec  précision  le  nombre  des  mètres  de  la  distance 
A&.  On  dpèi^  plus  promptement  et  plus  suremèot  encore ,  si  l*oa 
emploie  deux  perches  égales,  que  l'on  met  successivement  l'une  au 
bout  de  l'autre  ,  de  manière  que  la  première  devienne  la  seconde, 
et  ainsi  de  suite  alternativement* 

696.  Cette  manière  de  mesurer  suppose  que  le  terrein  soit  plan 
depuis  A  jusqifen  B,  et  la  distance  mesurée  se  nomme,  dans  ce 
cas,  distance  horizontale.  Dans  la  rigueur  mathématique,  deux 
points  de  la  surface  de  la  terre ^  quelque  voisins  qu'ils  soient^  ne 
peuvent  avoir  leur  horizon  dans  un  même  plan,  à  cause  de  ta  cour- 
bure du  Globe.  Mais  cette  sphéricité  n'occasionne  qu'une  erreur 
absolument  insensible  dans  ces  sortes  d'opérations.  Les  bases  les 
plus  longues  aue  Ton  ait  mesurées  jusqu'à  présent,  sont  environ 
dé  S6066  pieds,'  nfi^esiYré  de  Paris  \  cette  di)<tance  répond  à  un  arc 
un  peu  plus  grand  que  de  Six  mitlutes  *,  ce  qui  se  trouve  par  la  pro- 
portion suivante  :  Le  rayon  de  la  terre  exprimé  en  pieds  (555)  est 
à  un  arc  terresire^  exprimé  en  pieds ,  comme  le  rayon  de  la  table 
(AA),  OUI  y  est  à  Tare  detnéme  degré  pris  élans  la  m^me  table. 
En  appelant  A  cet  arc  6e  la  tablef,  on  a  donc,  dans  le  cas-  dont  il 
s'agit,  A  tss^  riiriioô*  La  diflFérenoe  de  l'arc  k  la  corde  est  ^  A%  e» 
ne  prenant  que  le  premier  terme  de  la  dernière  série  (ayft),  les  ferme 
qui  suivent  étant  insen$ib)es.  Cette  différence ,  en  parties  de  R=i , 
est  donc  (rier^y  Xr:çy  il  faut  multiplier  cette  valeur  par  le  rajoo 
terrestre^  ou  par  R;::;:  19610000,  ce  qui  domiera  la  différence  ci- 
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dessus  exprimée  en  pieds  et  fractions  de  pieds;  et  on  trouvera  qu'un 
arc  terres'tre  long  de  56oao  pieds  est  plus  long  que  la  corde  qui  lui 
est  sous-tendue,  de  j^s  de  pieds  seulement.  On'  voit  ^onc  qu'un 
tel  aro  peut  se  prendre^  sans  le  moindre  scrupule >  pour  une  ligne 
<lroite  dans  les  opérations  les  plus  délicates  de  la  Géodésie. 
.  Lorsqu'on  voudra  avoir  l'arc  en  minutes  et  secondes,  on  em- 
ploiera R',  (63 1)  y  au  lieu  de  i,  dans  l'analogie  ci-dessus. 

697.  Si  le  terr^ein  d^  la  base  est  incliné  ou  inégal ,  on  procédera 
coname  il  suit.  Après  avoir  fixé  avec  des  jalons  l'alignement  de  laFîg.ai. 
hase  BC ,  on  en  prendra  la  mesure  en  tenant  toujours  les  perches 
horizontales^  comme  d(^,  bâ,  etc.  Les  perpendiculaires  ponctuées 
DC,  E^,  etc.,  représentent  le  fil  à-pfomb  qui  doit  raser  les  extré- 
mités des  deux  percbes>  supérieure  et  inférieure,  pour  qu'on  soit 
assuré  que  Tune  commence  où  l'autre  finit,  condition  sans  laquelle 

il  est  évident  que  la  mesure  ne  serait  pas  juste.  En  opérant  ainsi, 
la  somme  des  perches  ac,  be,  dm,  hb,  sera  égale  à  la  distance 
horizontale  ÂC  des  points  B  et  G. 

698.  Si  cependant  on  voulait  connaître  la  distance  effectwe 
BC  des  mêmes  points,  on  pourrait  mesurer  successivement  les 
hauteurs  aC,  bc  y  de,  hm^  dont  la  somme  est  égale  à  AB;  et 
connaissant  AÇ  et  AB,  on  trouverait  par  le  calcul  (SSy,  18}, 
la  longueur  de  l'hjpoténuse  BC.  (  Si  le  terrein  monte  et  descend 
alternai  ivement,  il  est  clair  que  pour  avoir  AB ,  il  faut  soustraire 
la  somme  des  diflférenccs  des  hauteurs  des  perches  en  descendant, 
de  celle  de  ces  dififérences  en  montant).  Mais  il  est  plus  aisé  de 
mesurer  AB .  par  Je  nivellement ,  méthode  dont  se  servent  ordinai-  * 
rement  les  Ingénieurs  et  les  Arpenteurs.  L'usage  du  baromètre  (ySa) 
est  encore  plus  facile.  Enfin  la  voie  la  plus  courte  est  de  prendre 
avec  des  instrumens  (  7o5  et  suiv.  )  la  mesure  de  l'angle  ACB  ; 
par  le  mojen  de  cet  angle  et  du  côté  AG^  on  trouvera  BC> 
(557 .  8^). 

'  6^.  Pour  disposer  les  perchée  horizontalement  dans  la  mesure 
des  terreins  inclinés  ,  on  se  sert  du  niveau.  Il  y  a  des  niveaux  de 
plusieurs  espèces  et  de  plusieurs  formes.  La  fig.  :a3  représente  un 
'  niveau  et  air.  C*est  un  tube  de  verre,  FE,  fermé  hermétiquement, 
et  rempli  d'une  liqueur  ^  ordinairement  d'esprit-de-vin  ^  sur  laquelle 
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surnage  une  bulle  d'air.  On  pose  cet  instrument  sur  la  perche; 
dont  on  élève  et  abaisse  celle  des  eitrémités  qui  ne  touche  point 
au  terrein^  (par  exemple  l'extrémité  a  de  la  perche  ac  dans  la 
fig.  22) ,  jusqu'à  ce  que  la  bulle  d'air  s'arrête  en  Q ,  dans  la  partie 
du  milieu  du  tube^  qui  est  ordinairement  indiquée  par  deux  traits* 
La  perche  est  alors  parallèle  à  l'horizon* 

700;  Ce  que  nous  venons  d'exposer  est  plus  que  suffisant  pour 
les  mesures  ordinaires'  de  l'Arpentage  ,  def  la  Topographie  et  de  la 
Géographie.  Lorsqu'il  est  question  d'opérations  plus  délicates  >  s'il 
s'agit^  par  exemple >  de  déterminer  la  longueur  d'un  degré  de  la 
Terre ,  il  faut  alors  mettre  en  usage  bien  d'autres  mojqos^  employer 
d'autres  précautions,  que  nous  omettrons^  pour  ne  pas  être  difius 
inutilement ,  puisqu'on  pareil  cas  on  ne  peut  se  dispenser  d'avoir 
sous  les  jeux  des  Traités  particuliers,  comme  la  Figure  de  la 
Terre ,  par  Bouguer ,  De  Expeditîone  litterarid ,  par  Boscovich  ^ 
les  Relations  publiées  par  les  Académies  de  Londres. et  de  Paris, 
surles  mesures  géographiques  prises  en  1787,  et  qui  lient  la  France 
à  l'Angleterre;. enfin  la  Mesure  de  Varc  du  Méridien  entre  les 
Parallèles  de  Dunkerque  et  de  Barcelone'. 

De  Ja  manière  de  relever  les  angles  ^ur  le  terrein. 

Fig.  24.  701.  la^, planchette  est  le  plus  commode,  et  peut-être  le  plus 
ancien  instrument  qui  ait  été  inventé  pour  prendre  la  mesure  des 
angles  sur  le  terrein.  C'est  efiectiirement  une  petite  planche  bien 
dressée,  d'un  pied  et  demi  ou  environ  en  quarré,  soutenue  ordinai- 
rement sur  trois  pieds ,  et  montée  avec  divers  mouvemens  pour 
qu'on  puisse  l'incliner  à  volonté  k  Thorizon.  Les  meilleures  plan- 
chettes sont  celles  qui  peuvent  se  mouvoir  en  tout  sens  avec  âicilité, 
qui  sont  solides,  fortes,  conservant  invariablement  Pincliâaison  sur 
laquelle  on  les  fixe  ,  et  qui  ne  sont  pasT  sujettes  k  se  détruire  ou 
À  se  déformer  par  les  variations  de  la  chaleur  et  du  froid ,  de  la 

Fig.  a5.  sécheresse  et  de  l'humidité.  FG  est  une  alidade,  c'est-^à-^ireune 
règle  de  '  cuivre  ,  garnie  de  deux  pinnules  qui  servent  à'diriger  le 
rajon  visuel. 

Hg.  24.  Pour  prendre  l'angle  formé  pat  àexoL  objets ,  comme  B  et  C,  vus 
d'un  point  de  station  auquel  je  suppose  que.  réponde  d'à  «plomb 
un  point  A  de  la  planchette  \  on  fixera  sur  cet  instrument  un  papier 
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bien  <endu^  sur  lequel  on  appliquera  l'alidade  de  manière  qu'en 
regardant  par  les  pinnules  l'objet  B ,  on  puisse  mener  le  long  de  la 
règle 9  qu*il  faut  contenir  fermement,  une  ligne  indéfinie  Ab.  On 
mirera  de  même  au  travers  des  pinnules  l'objet  C,  et  Ton  tirera  une 
ligne  Ac;  Tangle  cAb,  sur  le  papier,  sera  l'angle  cherché  CAB. 

70a.  Il  est  facile  de  déterminer  sur  le  terrein  le  point  corres- 
pondant au  point  A  du  papier ,  en  sni^pendant  successivement  aux 
bords  m,  71  de  la  planchette,  un  fil  à-plomb  qui  descende  près 
de  la  superficie  du  sol,  et  portant  sur  le  terrein,  dans  la  direction 
de  l'un  des  plombs  vers  l'autre;^  une  des  deux  distances  Km  ou  An 
mesurée  horizontalement. 

7o3.  Pour  savoir  le  nombre  des  degrés  de  Pangle  bAc,  on  en 
prend  la  mesure  avec  un  demi-cercle  de  cuivre  ou  de  corne.  Si 
Ton  veut  cette  mesure  avec  plus  de  précision,  on  prendra  avec  le 

compas  une  portion  AD;=AE  sur  les  droites  Ab,  Ac ,  et  DEFïg.  aS. 
sera  la  corde  de  l'angle  A  pour  le  rayon  A£.  On  mesurera  sur  une 
échelle  de  parties  égales  les  lignes  AE,  DE,  et  l'angle  A  sera 
connu  par  le  moyen  des  tables  des  sinus,  puisqu'on  a  AE  :  DE 
::  1 :  2sin.jA,  (609). 

704*  C'est  aussi  la  méthode  la  plus  exacte  pour  former  sur  le 
papier  un  angle  donné,  en  menant  une  ligne  AE  d*une  longueur 
arbitraire,  et  de  cette  ligne  comme  rayon,  et  du  centre  A,  dé- 
crivant un  arc  qu'on  coupe  en  D,  à  un  intervalle  ED,  qu'on 
détermine  en  calculant  la  même  analogie.  Quand  ces  deux  opé- 
rations n'exigent  pas  une  extrême  exactitude ,  on  peut  éviter  le 
calcul  en  faisant  usage  de  Téchelle  des  cordes ,  que  donne  le 
compas  de  proportion. 

7o5.  Après  la  planchette,  l'instrument  le  plus  usité  pour  relever  p. 
les  angles  sur  le  terrein ,  est  le  graphomètre.  C'est  un  demi*cercle 
de  métal,  divisé  de  degré  en  degré,  ou  de  demi-degré  en  demi-degré; 
il  porte  une  alidade  mobile  EC ,  qui  tourne  sur  le  centre  A  de  l'ins- 
trument, et  qui  est  garnie  de  pinnules.  Deux  autres  pinnules  sont 
aussi  fixées  sur  le  demi^ercle,  perpendiculairement  à  son  plan,  aux 
xtré  mités  du  diamètre  qui  passe  par  les  divisions  marquées  o  et 
180.  Les  deux  extrémités  de  l'alidade  portent  ordinairement  quel- 
ques divisions  dont  voici  Pusage. 
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rig.Q7.  706.  Supposons  le  graphoraètre  divisé  de  5o'  en  3o'.;  si  on  prend 
un  intervalle^  par  exemple,  de  quatorze  divisions  ou  de  sept  degrés, 
et  qu*un  intervalle  semblable  soit  divisé  »  sur  chacune  des  extré- 
mités de  Palidade,  en  quinze  parties  égales,  il  est  clair  que  cha- 

Q 

cune  de  ces  parties  vaudra  77  ou  a8\  La  première  division  , 
marquée  o  sur  Talidade,  doit  correspondre  précisément  au  milieu 
des  pinnules,  c'est-à-dire  qu'elle  doit  être  dans  le  plan  des  fils 
verticaux,  qui  sont  ordinairement  fixés  dans  le  milieu  des  pin- 
nules.  On  appelle  communément  cette  division  de  Talidade  la  ligne 
de  foi;  elle  indique  à  laquelle  des  divisions  du  graphomètre  cor* 
respond  la  direction  du  rajon  visuel.  Je  suppose  donc  que  la  ligne 
de  foi  tombe  sur  le  graphomètre  entre  4^*  et  4^''  ^o\  Pour  savoir 
combien  il  j  a  de  minutes  entre  la  division  de  ^o""  et  le  point  du 
grapbomëtre  qui  correspond  à  zéro  de  l'alidade^  on  contiendra  Tali- 
dade,  et  on  cherchera  parmi  ses  divisions  quelle  est  celle  qui 
coïncide  le  plus  exactement  avec  l'une  de  celles  du  demi-cercle. 
Supposons  que  ce  soit  la  septième  division  de  Talidade  :  dans  notre 
exemple,  elle  coïncidera  nécessairement  avec  celle  de  4^""  sur  le 
graphomètre.  Puisque  l'intervalle  de  six  espaces  sur  l'alidade ,  de 
la  première  à  la  septième  division ,  vaut  6  x  28'=  lï"  43^  îl  s*d~ 
suit  que  la  première  division  de  Talidade  répond,  sur  le  grapho- 
mètre, à  un  point  situé  à  45'  —  a^48'=:4o^  la'.  Si  c'eut  été  la 
huitième  division  de  l'alidade  qui  eût  coïncidé  avec  celle  de  4^''  5o\ 
on  aurait  trouvé  de  la  même  manière,  que  le  zéro  de  l'alidade 
serait  tombé  sur  40"*  i4'«  ^^^  exemples  font  aisément  comprendre 
que  les  divisions  de  l'alidade  subdiviseront  les  espaces  du  demi* 
çerclp,  de  :>'  en  a\ 

Le  limbe  qui  porte  ces  divisions  se  nomme  le  nonius  ou  le  vernier. 

707.  Le  graphomètre  doit  être  monté  sur  un  pied  bien  solide, 
et  de  manière  qu'on  puisse  fixer  le  plan  du  demi-cercle  dans 
toutes  les  positions,  horizontale,  verticale,  et  inclinée  à  l'horizon. 
Les  graphomètres  plus  perfectionnés,  sont  en  outre  garnis  de  vis 
qui  servent  aux  petits  mouvemens,  soit  pour  achever  de  mettre 
avec  toute  l'exactitude  possible  le  plan  de  Tinstrument  dans  l'in* 
dinaison  désirée,  soit  pour  placer  rigoureusement  l'alidade  dans 
la  direction  de  l'objet  qu'on  veut  mirer  au  travers  des  pinnules.  Au 
lieu  de  pinnules^  pn  se  sert  avec  avwtage  dç  dpux  lunpttes^  Vm% 


ftUR  LE  TERREÏN.  ly^ 

fixée  au  demi-cercle  parallèlement ,  au  diamètre  qui  passe,  ou  réel- 
lement ou  mentalement,  par  les  divisions  marquées  o  et  i8o.  Cette 
lunette  est  placée  au-dessous  du  demi-cercle,  pour  que  Talidade 
puisse  tourner  librement  sur  la  surface  supérieure.  L'alidade  port& 
Ja  seconde  lunette,  laquelle  doit  être  disposée  de  manière  qu*elle 
puisse  s'incliner  un  peu,  verticalement,  sur  le  plan  de  Talidade. 
Chacune  de  ces  lunettes  doit  avoir  deux  fils  bien  tendus  en  croix ^ 
au  fojer  commun  des  verres  ^  ou*  au  moins  un  seul  fil  tendu 
verticalement. 

Enfin  le  graphomètre  porte  une  boussole  qui  sert  à  déterminer 
Tangle  que  fait  le  rayon  visuel  avec  la  ligne  méridienne^  comme 
nous  l'expliquerons  plus  clairement  ci-après,  (797)* 

708.  Il  est  aisé  de  concevoir  l'usage  du  graphomètre.  Si  Pon 
veut  mesurer  la  distance  angulaire  de  deux  objets  F,  G,  vus  d'un 
point  quelconque ,  on  placera  perpendiculairement  sur  ce  point  lo 
centre  A  du  graphomètre ,  et  on  inclinera  l'instrument  ou  on  le  dis- 
posera, de  manière  qu'en  regardant  à  travers  les  pinnules  fixes,  le  fil 
vertical  paraisse  partager  également  l'un  F  des  deux  objets,  et  qu'en 
même  temps  le  plan  de  l'instrument  pût,  sll  était  prolongé,  rencon* 
trer  l'autre  objet  G.  Ensuite  on  fera  tourner  Talidade  EC,  jusqu'à  ce 
que  le  fil  de  ses  pinnules  partage  également  l'objet  G.  On  observera 
à  quel  point  du  demi-cercle  correspond  la  ligne  de  foi  de  l'alidade } 
la  distance  de  ce  point  à  la  première  division  du  graphomètre  en 
B,  est  l'arc  BC,  qui  indiquera  de  combien  de  degrés  et  minutes 
est  l'angle  cherché  BAC  ou  FAG. 

709.  Cet  angle,  mesuré  dans  un  plan  commun  aux  trois  points 
A,  F,  G,  n^est  égal  &  l'angle  GAF,  mesuré  sur  le  plan  horizontal 
du  point  A,  que  quand  les  points  F  et  G  sont  situés  dans  ce  der« 
nier  plan,  comme  nous  le  verrons  (74^).  Nous  donnerons  (747) 
le  moyen  d'évaluer  et  de  corriger  cette  difiërence;  coiTection  qu'on 
s'épargnera ,  si  le  graphomètre  est  armé  de  lunettes,  lorsqu'un  seul 
des  objets  sera  situé  hors  de  l'horizon  de  l'Observateur.  Car  alors 
on  pourra  mirer  cet  objet  au  moyen  du  petit  mouvement  vertical 
que  nous  avons  supposé  (707)  à  la  lunette  de  l'alidade ,  en  laissant 
toujours  le  plan  du  demi-cercle  dans  celui  de  rhorizon. 

710.  Avant  de  se  servir  d'un  instrument,  il  est  essentiel  de 
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Fîg.a7  ^'assurer  de  sa  bonté.  On  peut  exiger  de  l'Artiste  qui  le  fournit  ; 
qu*il  en  démontre  la  justesse  >  ou  qu'il  donne  les  moyens  de  la 
reconnaître.  Pour  les  opérations  ordinaires  ^  les  petites  imperfec- 
tions ^ont  insensibles,  les  erreurs  considérables  sont  aisées  à  dé- 
couvrir; nous  ne  dirons  donc  que  peu  de  mots  sur  ce  point* 

711»  n  faut  d'abord  vérifier  dans  un  graphomèfre  si  les  rayons 
visuels  qui  passent  par  les  pinnules  fixes  et  par  celles  de  Talidade , 
se  coupent  datis  le  point  précis  qui  correspond  au  centre  du  demi- 
cercle*,  et  si  Tare  de  iSo"*  est  juste,  c'est-à-dire  si  les  divisions 
marquées  o  et  180  sont  aux  points  précis  où  elles  doivent  être.  Pour 
ces  vérifications,  il  suffit  d'observer  si  les  quatre  fils  se  confo|ident 
ensemble  dans  un  même  plan,  lorsque  les  aéros  des  nonius  de 
Talidade  coïncident  parfaitement  avec  les  divisions  marquées  o 
et  180-,  si  cela  a  lieu  dans  les  deux  positions  de  l'alidade^  c'est- 
à-dire,  soit  lorsque  la  pinnule  £  est  du  côté  de  la  pinnule  D , 
^it  lorsque  cette  pinnule  E  est  du  côté  de  la  pinnule  B;  et  enfin 
8i>^^  en  tournant  l'alidade,  le  bord  des  nonius  couvre  ou  coupe  une 
partie  égale  dans  chacune  des  divisions  du  demi*cercle.  Ces  opé- 
rations feront  reconnaître  si  le  point  A  j  sur  lequel  se  meut  l'ali- 
dade, est  vraiment  le  centre  de  l'instrument;  s'il  est,  cooune  il 
doit  l'être,  dans  la  commune  intersection  du  plan  des  fils  du 
demi-cercle  et  du  plan,  des  fils  de  l'alidade  *,  enfin  si  l'arc  de  180^ 
est  absolument  juste.  Après  cette  dernière  vérification,  on  pourra 
reconnaître  s'il  j  a  des  erreurs  sensibles  dans  la  position  des  autres 
divisions ,  en  y  présentant  successivement  le  nonius ,  ou  mesurant 
les  cordes  avec  un  compas  à  pointes  très-fines. 

figas.  71^*  Si  1^  grâphomètre  est  garni  de  lunettes,  il  n'exige  alors 
qu'un  nonius  du  côté  de  l'objectif  de  la  lunette  mobile:  on  mettra 
la  ligne  de  foi  de  ce  nonius  en  coïncidence  avec  la  première  division 
B  du  demi«cercle ,  et  l'on  observera  si  les  fils  verticaux  des  deux 
lunettes  couvrent  les  mêmes  points  d'un  même  objet,  comme  C  : 
(cette  opération  suppose  que  les  deux  fiis  soient  bien  verticaux  ; 
cèdent  on  peut  s'assurer  d'abord,  en  observant  s'ils  se  confondent 
avec  un  fil  à  plomb  pendant  à  une  certaine  distance  )«  Ensuite  on 
tournera  l'alidade  de  manière  q^e  la  ligne  de  foi  du  nonius  soit  en 
coïncidence  avec  la  dernière  division  du  demi-cercle  en  D.  Si  le  fil 
vertical,  ou  l'intersection  des  deux  fils,  se  trouvait  ne  pas  tomber 
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alors  sur  êe%  points  remarquables  d'un  objet  quelconque ,  il  faudrait 
planter  un  jalon  ou  signal ,  tel  qne£.  Après  avoir  reconnu  avec  cer- 
titude les  points  précis  de  l'objet  E,  couverts  par  le  fil  de  la  lunette 
mobile ,  et  ceux  de  TobjetC,  couverts  parle  fit  de  la  lunette  fixe^  on 
tournera  le  graphomètre  de  manière  que  le  point  D  se  trouve  où, était 
d'abord  le  point  B,  et  vice  versé;  (ce  qui  s'obtient  facilement  si, 
avant  de  mouvoir  le  graphomètre ,  on  marque  sur  le  terrein  ,  au 
mojen  d'un  fil  à  plomb ^  les  points  correspondans  aux  points  B 
et  D).  Alors  on  observera  si  le  fil  de  la  lunette  fixe  étant  dirigé  sur 
les  points  remarqués  de  Tobjet  E,  celui  de  la  lunette  mobile  couvre 
de  même  aussi  les  points  reconnus  de  l'objet  C  Par  cette  opération , 
l'arc  de  i8o*  sera  vérifié^  ainsi  que  la  position  exacte  du  centre  de 
Tinstniment  dans  l'intersection  commnne  aux  plans  verticaux  dee 
axes  optiques  des  deux  lunettes. 

Les  autres  vérifications  se  feront  comme  nous  avons  dit  (711)» 

^i3.  Dans  toutes  ces  opérations ,  que ,  pour  plus  de  sûreté,  il  est 
k  propos  de  répéter  plusieurs  fois;  s*il  se  trouvait  quelque  erreur j 
il  faudra  en  apprécier  la  quantité  par  le  mojen  du  nonius  ou  de 
la  vis  qui  le  fait  marcher  (707)  ^  si  les  mouvemens  de  cette  vis  sont 
mesurés  par  un  index.  Et  en  se  servant  de  Tinstrupient  ^^  on  tiendra 
compte  des  erreurs  découvertes* 

7i4«  Un  autre  instrument,  d'un  usage  très-étendu ,  est  le  quart  ri^.^ji 
de  cercle,  qui  n*est  que  la  moitié  ABL  du  graphomètre.  Aussi  ne 
mesure-t-il  les  angles  obtus  «^ue  lorsqu'on  les  a  divisés  en  depx 
angles  aigus,  par  le  mojen  d*un  objet  intermédiaire  quelconque. 
Dans  Ja  vérification  de  cet  instrument,  il  faut  comparer  l'arc 
de  90""  A  quatre  angles  droits  pris  successivement ,  en  faisant  mou- 
voir l'instrument  autour  de  son  centre,  comme  nous  l'avons  dit  (71 3) 
pour  la  comparaison  de  l'arc  de  180*  du  graphomètre  à  deux  angles 
de  iSo""  chacun.  Lorsqu'il  s'agit  du, graphomètre,  l'erreur  trouvée 
par  la  comparaison  est  le  double  de  l'erreur  de  l'arc  de  iSo"* }  et  Si 
ToKi  opère  avec  le  quart  de  cercle ,  l'erreur  trouvée  en  mesurant 
le  quatrième  angle  est  le  quadruple  de  Terreur  de  l'arc  de  90% 

;^i5.  C'est  le  quart  de  cercle  qu'on  emploie  dans  les  opérations 
les  plus  délicates,  parce  qu*à  volume  et  poids  égaux,  il  peut  avoir 
Un  rajon  plus  grand  que  le  graphDmètre}  et  que  plus  le  rajron  epl 
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grand ,  plus  on  a  les  angles  avec  une  précision  rigoureuse.  Quant 
aux  méthodes  des  vérifications  scrupuleuses  du  quart  de  cercle 
pour  parvenir  à  reconnaître  jusqu'à  une  seconde  d'erreur,  cette 
matière  a  é(é  épuisée  par  Boscovich,  dans  TOuvrage  cité  (700). 
On  peut  encore  avoir  recours  aux  Ephémérides  de  Milan  pour  178^; 
on  y  trouvera  un  résumé  biw  fait  des  vérifications  des  instrumens 
de  l'Observatoire  de  Milan  ,  auxqtiélles  on  a  apporté  la  plus  grande 
exactitude.  Enfin  le  Liv.  XIY  de  l'Astronomie  de  M.  Lalande 
réunit  d'excellens  préceptes  pour  la  vérification  de  toutes  sortes 
d'instrumens  astronomiques* 

7i6,  Mais  l'instrument  le  plus  propre  k  mesurer  les  angles  avec 
une  précision  merveilleuse  f  c'est  le  cercle  entier  armé  de  deux  lu- 
nettes^ invention  moderne.  En  multipliant  les  observations  en  divers 
points  du  limbe >  on  a  un  résultat  tel,  que  de  petits  cercles^  du  dia* 
mètre  de  6,  de  1:2 ,  de  18  pouces  au  plus,  équivalent  à  de  grands  ins- 
trumens :  souvent  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  ne  diffère 
pas  de  180*  jusqu'à  une  seconde^  lorsque  par  les  mojens  usités 
auparavant,  l'erreur  peut  facilement  aller  à  5o  secondes.  On  trouve 
dans  les  Relations  françaises  et  anglaises  citées  (700) ,  les  détails 
de  la  construction  ,  de  l'usage  et  des  avantages  des  cercles  entiers* 

717*  Tobie  Majer  a  aussi  imaginé  un  instrument  très-simple  j 
et  commode  pour  relever  les  angles.  On  peut  en  voir  la  description 
dans  le  Tom.  II  des  Actes  de  Gottingue^  et  dans  l'Ouvrage  (3a4) 
de  Toaldo. 

718.  Il  serait  trop  long  d'énoncer  et  de  décrire  tous  les  instru- 
mens qui  ont  été  imaginés  pour  relever  les  angles.  Nous  nous  con- 
tenterons d'avoir  dit  quelque  chose  de  ceux  qui  sont  les  plus  connus 
et  les  plus  en  usage.  Nous  nous  réservons  de  parler  de  Ja  bous- 
sole, (789). 

Nous  terminerons  en  observant  que  si  dans  ces  instrumens  on 
préfère  les  lunettes  aux  pinnules,  c'est  qu'avec  celles-ci,  comme 
on  ne  distingue  pas  bien  les  objets  éloignés ,  on  ne  peut  répondre 
d'une  erreur  de  a'. 

JDe  la  mesure  des  fiaïUeurs. 

719.  On  demande  la  hauteur  d'un  clocher  ,  représentée  par  la 
v^g-as^l^gufi  ponctuée  AB,  B  étant  le  centre  de  la  base  du  clocher,  ou  le 

point  correfpondant  perpendiculairement  au  point  A. 
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A  une  distance  convenable  (624)  f  j'établis  le  graphomètre 
monté  verticalement^  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  la  ligne  verticale 
AB ,  (  il  en  serait  de  même  du  quart  de  cercle  )  ,  de  sorte  qu*en 
même  temps  le  diamètre  CD  soit  parallèle  à  Phorizon  ;  ce  dont 
je  m'assure  par  le  fil  à  plomb ,  qui ,  dans  ce  cas,  appliqué  légère- 
ment au  plan  de  l'instrument,  doit  battre  à-Ia-fois  sur  la  divisioi> 
marquée  90  et  sur  le  centre  N.  Je  fais  tourner  Talidade  £F  jusqu'à 
ce  que  j'apperçoive  sur  le  milieu  du  fil  de  ses  pinnules  ou  de  sa 
lunette  le  sommet  A  du  clocher.  Les  degrés  et  minutes  de  Tare 
FD  sur  le  graphomètre ,  seront  la  mesure  de  l'angle  d'éléuàtion 
ANH.  Du  point  G  sur  le  terrein  ,  auquel  correspond  à  plomb  le 
centre  N  de  l'instrument ,  je  mesure  (695)  et  suiv.  )  la  distance 
borizontale  GK  =  NH>  en  suivant  toujours  la  direction  de  la 
lunette  CD  ;  j'ajoute  à  GK  la  distance  BK  =  MH.  Connaissant 
NM  et  ANM ,  je  trouverai  AM ,  comme  dans  l'exemple  (54o)  j 
j'j  ajouterai  (ce  qu'on  doit  faire  dans  toutes  les  opérations  sem- 
blables) l'élévation^  au-dessus  du  terrein  ^  de  la  lunette  fixe ,  c'est- 
à-dire  GN  =  KH  =  BM  j  et  j'aurai  la  hauteur  cherchée  AB. 

720.  Proposons- nous  de  déterminer  une  hauteur  inaccessible 
-par  le  -pied. 

Soit  CD  la  hauteur  qu'on  veut  déterminer.  Puisque  la  rivière pi^,,,. 
AD  empêche  de  mesurer  une  <)istance  horizontale  du  point  D  à  la 
station  de  l'Observateur  ;  on  mesurera  une  ligne  horizontale  AB 
dans  le  plan  de  la  hauteur  CD  ^  et  on  prendra  .les  angles  d'éléva- 
tion B  et  CAD.  Dans  le  triangle  CAB  on  connaîtra  les  trois  angles 
et  le  côté  ABj  on  cherchera  la  valeur  de  Tun  des  deux  autres 
côtés>  (559)}  et  alors  on  aura  CD  =;  AC  sin.  A  ^  ou  bien  CD  = 
BCsin.B^  (55o> 

7a  I,  Déterminer  une  hauteur  ^  dans  le  plan  de  laquelle  on 
ne  peut  mesurer  une  distance  horizontale. 

Soit  AB  la  hauteur  cherchée.  Choisissez  deux  éfations^  C  et  D|  p}.  ^ 
dont  l'une  au  moins  soit  dans  le  même  plan  horizontal  que  le 
point  A  f  et  telles  que  vous  puissiez  mesurer  l?ur  distance  effective 
CD  y  (6g8).  Mesurez  les  angles  BCD  et  CDB^en  .plaçant  Tins-* 
truntent  dans  le  plan  oblique  des  trois  points  B,  C,  D.  De  ceila 
des  deux  stations  qui  est  dans  le  plan  horizontal  de  A  ^  prenez  ^ 
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svec  l'instrument  dirigé  verticalement,  Tangle  d'élévation  BDA, 
ou  BCA.  Connaissant  les  angles  et  l'un  CD  des  côtés  dans  le 
triangle  BCD ,  vous  trouverez  Tun  des  deux  aatres  côtés  BC>  BO  ; 
et  vous  aurez  AB  =:  BD  sin«  BDA,  ou  bien  AB  =3:  BC  sin.  BCA, 
On  verra  (8o5)  comment,  étant  en  B,  et  une  hauteur  AB  étant 
donnée,  on  peut  détermin&r  une  distance  horizontale  CD. 

yaa.  Lorsque  l'Observateur  est  à  une  distance  considérable  de 
l'objet,  les  hauteurs  déterminées  par  les  n^éthodes  précédentes 
ont  besoin  de  quelques  corrections. 

En  premier  lieu,  l'horizon  de  l'Observateur  n'est  pas  le  même 
rig.3i.  que  celui  de  l'objet  observé.  Soit  C  le  centre  de  la  Terre,  R  la 
cime  d'une  montagne,  A  le  point  d'où  l'on  a  observé  l'angb  d'éléva- 
tion RAB>  ORI,  perpendiculaire  à  CR,  est  l'horizon  du  point  R,  et 
BAD ,  perpendiculaire  à  CA ,  est  l'horizon  du  point  A.  Si  on  prend 
C£=  CA,  RE  sera  la  vraie  hauteur  de  la  montagne,  relative- 
ment au  point  A«  Si  on  mène  la  corde  ponctuée  AS,  le  véritable 
angle  d*éléîfation  de  la  montagne  serait  R  AE  \  mais  R  AB  est  V angle 
d^éléifaiion  apparent  y  c'est-à-dire  celui  qui  a  été  observé  avec  les 
instrumens ,  lequel  est  toujours  relatif  à  l'horlzpn  BAD  do  l'Ob- 
servateur. Donc  la  hauteur  de  la  montagne  >  déterminée  par  les 
méthodes  {Hrécédentes ,  sera  BR  ^  et  non  R£. 

7!i5.  De  plus ,  dans  le  calcul  des  hauteurs ,  nous  avons  toujours 
Supposé  RBA  r=  90*  ;  à  la  rigueur  RBA  égale  la  somme  des  deux 
iangles  intérieurs  C  et  BAC,  ou  RBA  =  90* -f-Cj  mais  comme 
C  n'est  jamais  que  de  très-peu  de  minutes  (^^)»  on  peut  résoudre 
le  triangle  RBA  comme  rectangle  en  B,  sans  qu'il  eu  résulte  une 
erreur  sensible  dans  le  calcul  de  la  hauteur  BR.  . 


734»  B£  est  donc  la  seule  erreur  dépendante  de  la  différence 
^es  horizons,  de  laquelle  il  soit  nécessaire  de  tenir  compte.  Pour 
la  calculer ,  on  se  servira  avec  avantage  de  la  formule  (690)  qui 

4ôûne  BE  es  ^.  En  Voici  uu  exemple. 

Les  Académieiëntr-fifattçâis  f  Bouguer,  Fîgurt  de  la  Tarte  ^ 
mesiArërent  au  Pérou  une  base  inclinée  (697),  dont  la  lotogueur  AR 
«e  trouva  de  ^^^^^^j  toises,  et  ils  observèrent  Tangle  RAB  de 
r  ff  45%  l'efifet  dp  la  réfraction  (725)  déduit.  En  faisant  BR  i^ç 
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AR  X  sîn.  RAB,  on  trouve  BR=  119,93  toises.  Pour  calculer 
B£  9  on  peut  prendre  AR  au  lieu  de  AB ,  et  CE  au  lieu  de  BC , 
les  erreurs  qui  en  résultent  étant  insensibles^  On  a  déjà  le  log.  de 
AR  employé  dans  le  calcul  de  BR^  et  âCE  est  le  diamètre  de  la 
Terre.  Le  diamètre  moyen,  que  j*ai  déduit  ÇNotizie  Astrono-^ 
miche ,  88)  des  mesures  de  dix  degrés,  est  eiactement  de  6536467 
toises,  (iSSç).  Avec  ce«  données,  on  fait  promptemenk  le  calcul 
qui  suit  : 

log.  AR  c=  5,  797548 

idem  aa  3,  797548 

compU  log.  aCE  =s:  5,  184380 

Iqg.  B£  SB  o,  779476  5=  log.  6,03. 

En  ajoutant  B£  à  BR ,  on  a  la  hauteur  vraie  de  la  montagne ,  ou 
RE  =:  1^5,95  toises.  Et  ep;  effet,  ^ar  un  calcul  rigoureux,  en 
résolvant  le  triangle  RAC  ,  «u  moyen  de  la  formule  (IV •  40  »  puis 
le  triangle  R£A  au  moyen  de  la  i^ ,  on  trouve  de  même  R£ 
c=;  ia5,95. 

Par  la  formule  BE  =;=  -^,  on  reconnaît  aisément  si  BB  peut 

se  négliger.  Par  exemple,  lorsque  AB  =:  1000  mètres,  BE::^  0^1 5 
mètres  seulement. 

7!25.  En  second  lien,  les  réfractions  produisent  une. erreur ,,  Iors« 
qu'on  prend  les  anglee  d'élévation ,  comme  RAB.  Les  rayons  de 
lumière ,  qui  traversent  l'atmosphère  obliquement ,  se  plient  conti^^ 
nuellement  vers  la  Terre ,  à  cau3e  de  l'attraction  progressivenient 
plus  grande  qu'ils  éprouvent  en  traversant  les  couchés  de  piu$  en 
plus  denses  de  l'atmosphère.  Ce  changement  de  direction  se  nomme 
réfraction;  il  en  résulte  que  les  rayons  décrivent  une  ligne  courbe , 
et  que  Pœll  voyant  l'objet  par  la  tangente  de  cette  courbé,  tejfet 
de  la  réfraction^  est  défaire  voir  les  objets  plus  élevés  qiiHls  ne  le 
sont  réellement.  Le  développement  de  la  théorie  de  ce  phénomène 
n'entre  pas  dans  le  plan  de  ce  Traité }  mais  le  fait  est  constant ,  et 
il  est  facile  de  s'en  coUTaincve  par  l^expérieâoe. 

736.  Soit  donc  C  le  centre  de  la  Terre.  Par  la  nature  des  fribogleQ 
rectilignes,  on  a  C  =  i8o«  —  CRA  —  CAR }  mais  CRÀ  = 
gio»  —  IRA ,  et  CAR  ss^go*  -f-  BAB.  Par  la  sabstltution  de  ces 
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3i.deux  valeurs,  la  première  équation  devient  C  =  IRA  —  RAB. 
L'angle  C  est  toujours  connu  quand  on  connaît  AR  que  l'on  peut 
employer  sans  erreur  sensible  ,  au  lieu  de  l'arc  AE,  dans  la  pro- 
portion donnée  (696).  Si  donc  se  plaidant  en  R,  on  mesure  avec 
un  instrument  l'angle  IRA  ,  et  du  point  A.  l'angle  RAB,  et  que  la 
différence  de  ces  deux  angles  ne  se  trouve  pas  égale  à  C,  ce  dont  il 
s'en  faudra  sera  la  somme  des  deux  réfractions.  Kn  effet  si ,  l'Obser- 
vateur étant  en  R,  la  réfraction  fait  voir  le  point  A  plus  élevé  qu'il 
n'est,  l'angle  observé  IRA  sera  donc  plus  petit  qu'il  n'est  réelle- 
ment. Par  la  même  raison ,  si  de  A  on  voit  le  point  R  au-dessus  de 
sa  vraie  position ,  l'angle  RAB  sera  donné  trop  grand  par  l'observa- 
tion. La  différence  de  ces  deux  angles  sera  donc  trouvée  tm  peu  trop 
faible ,  etce  qui  lui  manquera  est  la  $omme  des  deux  erreurs  causéea 
par  la  réfraction  qui,  par  ce  moyen,  sera  comme  et  déterminée, 

737.  Ex£HPLS.  Bôscovich  et  MaiM  rapportent  (i/e  Expédia 
tione  litterariâ  }  qu'observant ,  de  l'embouchure  de  VAusa ,  la 
oime  du  mont  Carpcgna ,  ils  trouvèrent  l'angle  RAB  d'élévation 
apparente  (que  j'appelle /i)  ==  2''  7'.  Du  point  R  ils  observèrent 
r  angle  de  dépression  apparente  IRA  (que  je  nomme  </}= â""  2^'  lo'. 
(  La  dépression  vraie  serait  l'angle  formé  par  RA  et  par  une  corde 
parallèle  k  AE ,  qui ,  partant  du  point  R ,  se  terminerait  au  rajon 
CA  prolongé):  Donc^-— /is  17'  lo'.  Mais  la  distance  ÀR,  ré- 
duite, pour  plus  d*exactitude ,  à  AE ,  avait  déjà  été  calculée ,  par 
la  méthode  donnée  (9a),  de  i8ai8,aS  toises;  ce  qui  donne  C=: 
'9'  9'»  (^9^)*  ^^  somme  des  deux  réfractions  est  donc  ig'  9'—' 
^7'  io'=  1'  59%  et  la  demi-somme  est  Sg^S;  donc  on  a  a*  6'o',5  pour 
)a  valeur  réellç  de  Pangle  RAB^  et  2""  a5'9^  5  pour  celle  de  IRA. 

yaS.  Qaand  on  a  calonlé  l'angle  Cj  on  connaît  aussi  BAIS = ?  C, 
puisque  l'angle  formé  par  la  tangente  et  par  la  corde  >  est  égal  ^  la 
moitié  de  l'arc  intercepté»  Off,  trouve  dès-lors  promptement  la 
hauteur  RE  par  la  solution  du  trianglp  REA.  £n  le  considérant, 
pour  abréger»  comme  rectangle  en  E,  on  a  RE^s  AE  tang»  RAIS 
^  «8ai8,a5  x  tang,  a'  i5'  55'  ss  718, 9a. 

On  nrrire  plutôt  encore  ap  mèmç  résultat,  e}  sans  calculer  la  ré- 
fraction,par  cette  formule  de  M.  Delambre,  REssAEtaDg.iC/H-<0* 
Çn  efet  i  (  A  4-  rf)  s:;  i  (a?  7'^-  ^^  a4'  lo'  ^  =  a»  i5'  $5',  valeur  ci- 
4essas  de  RAË. 
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^9|^.  Qnand  la  drfi^érence  de  hautenr ,  entre  denx  objétd ,  est 
trë$*p.etUe ,  on  peut  avoir  un  angle  de  déprefeion ,  tant  d'un  côt^ 
que  de  Tautre.  Alors  les  deux  horizons  se  rencontrent  entre  lesPig. 
deux  objels.  Par  axemple  le  point  fi  observé  du  point  E ,  est  dé* 
primé  de  la  quantité  BEF  >  EF  étant  rhorizon  du  point  E;  et  si  du 
point  B ,  ajant  BR  pour  liorizon ,  on  observe  le  point  £  ^  on  le 
voit  déprimé  de  la  quaiftité  RBE.  En  procédant,  comme  on  a  vu 
(726)  ,  on  trouvera  dans  ce  cas  BCR  =  BEF  +  RBE  -,  et  comme 
ctiacuD  de  «ces  dMx  angles  parait,  à  cause  de  la  réfraction,  plus 
petit  qu*il  n'est  réellement ,  leur  somme  dans  ce  cas  sera  moindre 
que  BCR ,  de  la  somme  des  tieux  réfraotions. 

75o.  En  faisant  un  grand  nombre  d'observations  de  ce  genre  > 
on  peut  en  conclure  une  règle  ordinairement  assez  juste  pour  corrl* 
ger  reflet  de  la  réFFaction  sur  un  angle  observé ,  lorsqu'on  ne  peut 
ou  qu'on  ne  veut  pas  déterminer  chaque  fois  cette  correction  par 
Tobservation  des  deux  angles.  Boscovich  et  Maire  établissent  que 
l*effet  de  la  réfraction  est  la  iS^"  partie  de  Tare  de  la  Terre  in« 
lercepté;  ce  qui  se  trouve  à^eii-près  exact  dans  ^exemple  (727)  t 
dans  lequel  C  étant  de  1.9',  la  réfraction  donnée  par  rcÂ>servation 
est  de  I^  Selon  Lambert,  (Propriétés  remarquables  de  lu  route 
de  la  Lumière  f  109)  »  la  réfraction  est  la  i4«  partie  de  Tare  de 
ia  Terre  intercepté  :  MM.  de  la  Lande,  et  quelques  autres  ,  oiit 
adopté  de  même  la  14®  partie  :  MM.  Lapiaceet  Delambre  éva* 
luent  ce  rapport  à  0,08.  On  peut  prendre  le  milieu  entre  ces 
estimations^  car  à  cause  de  l'inconstance  des  réfractions,  on  ne<loit 
pas  compter  sur  une  très-graode  précision.  Boscovich  et  Maire 
enseignent  que  moins  l'objet  est  élevé  sur  l'horizon,  plus  la 
réfraction  ^%t  sujette  à  varier  d'un  moment  à  l'autre.  Ils  recom- 
mandent  d*éviter  ,  pour  ces  observations,  les  beureft  trop  voi- 
sines du  lever  et  du  coucher  du  soleil,  et  de  ne  pas  avoir  le 
soleil  eu  face.  Observons  de  plus ,  que  les  réfractions  sont  eu 
général  très- irrégulières,  lorsque  quelque  causé  inéléorologii^gè 
fait  varier  rapidement  le  baromètre. 

781.  La  hauteur  des  montagnes  peut  diffiéilement  être  déter- 
minée avec  précision  par  lès  méthodes  précédedtesjràngte  dliJl*- 
nation  est  toujours  trop  petit  ^  de  sorte  qu'une  légère  erreur  dans  la 
tnesQce  de  cel  angle  (fitxi^)  en  prodnit  une  sensible  dans  la  hattfeur 

ai 
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cherché^e.  Et  il  est  trè»-facile  de  commettre  une  erreur  d*mte  mioute 
au  moin»,  soit  par  l'inconstance  des  réfractions,  soit  par  la  diffi- 
culté de  TobserTation ,  attendu  les  ▼acilUrtions  que  les  objets  ter- 
restres paraissent  éprouver  dans  la  lunette  a  raison  des  Tapeurs  de 
Talmosphère,  soitenfîn  parce  que  le  vent  ptrmet  rarement  de  faire 
avec  exactitude  Tobservatien  très-essentielle  du  fil  à  plomb  (7  iq)* 
Supposons  que  les  observations  du  P.  Maire  aient  été  aflfectée* 
Fig  3i.  d'une  erreur  de  55'  en  plus  dans  Kangle  K  AE ,  (7218)  -,  on  trouvera 
^ue  i82i8,!i5  X  tang.  a*  i5'  =  7i5,8.  Donc  uiîe  erreur  de  55^ 
seulement  en  produit  une  de  près  de  quatre  toises  sur  la  hauteur 
cherchée  de  la  montagne.  Et  Boscovich  prévient  (  Liv.  4,  art» 
^58)  que  la  dernière  des  causes  que  nous  venons  de  citer ,  c'est- 
à-dire  l'oscillation  du  fil  à  plomb,  occasionnée  par  l'agitation  de 
l'air  ,  peut  sQule  avoir  apporté  dans  ces  observations  une  erreur  de 
plus  d'une,  minute. 

733.  Pour  mesurer  plus  exactement  et  avec  plus  de  sûreté  1» 
hauteur  d'une  montagne,  il  vaut  mieux  se  servir  du  baromètre,, 
en  observant  les  préceptes  de  M.  de  Luc  dans  ses^  'Recherches  sur 
les  modifications  de  l'atmosphère ,  et'  surtout  en  faisant  usage 
de  la  formule  donnée  par  M.  Laplace,  "( Méeaniq,ue  Céleste,, 
Tome  IV  y  pûg.  389  et  suiv.  ). 

'  '    •      ■  '    '  De  la  mesure  des  distances.^ 

755%  Soit  BC  la  laideur  d'une  rivière ,  ou  un  intervaBe  quel- 
**'  ^*  conque,  dont  l'un  t\x  moins  des  points  extrêmes,  par  e:iœmple  C,. 
soit  accessible;  on  demande  la  valeur  de  BC. 

Je  mesure  (694  et  suiv.)  une  base  comme  AC,  dans  la  direc- 
tion et  de  là  Loogueur  les  plus  convenables  (  768  et  suiv.  )•  Je 
relève  (705  et  suiv.)  lés  angles  A  et  C;  le  troisième ,  B,  me 
sera  connu,!  et  j[e  calculerai  la  distance  BC,  comme. dans  l'ezem— 
plè  (9^). 

.{  7^.,^i\ofa  op^t^'^vec  U  pUnehetlt  >  en  procédeea  cèmme  il 
jÊ\xïté  Qnj^orn^ra  s|ur)ie  papiei^v;  de^  lit  manière  ii^iqti^  (7«»i)r 
wi':.#Agkii^:'^a)  à  l'aog)^.  A  siur  le^tprrein}  on  plontenA  un  piquet 
au  foiftt  A^on  tcup^g^r^era  la  plasxqiietfie en  Cf  et  là,  après  avoir 
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p\sLci,  an  moyen  des  pinnules  »  U  ligne  ca  dans  le  plan  vertical  do . 
CA>  «t  de  sorte  que  le  point  c  réponde  d*&-plonib  ^a  point  C,  on 
tournera  Talidade,  en  la  centrant  au  point  c,  julqn'à  et  que  t*ob|et 
•itoé  eo  B  se  troove  de  même  au  milieo  des  plànnles.  A\ot%  on*  inh* 
Dera  le  long  de  la  règle  la  ligne  cb  jusqu*à  la  rencontre  clé  li  ligna 
/ib^i  et  on  aura  sur  le  papier  un  triangle  cab  senriblabl^  ai>  f  riaiigle 
CAB  sur  le  terrein.  £n  supposant  que  la  base  ipesurée  AC  soit  dç 
mille  mètres^  si  on  appelle  x  le  nombre  des  mètres  de  l'intervalle 

cbercfaé  BC  «  on  aura  ne  l  bc  v.  i^oo  :  ai  33  voob  x'  ^«  Pomt 

ac 

connaître  x,  i\  suffit  donc  de  connaître  le  rapport  entre  bo  et  ^c\ 
or  on  a  facilement  ce  rapport  par  une  éçliellc  quolooilq  ue  de  par- 
ties égalée ,  en  déterminant  exactement  avec  un  oon^s  combiea 
de  ces  parties  répondent  à  rintervallo  Ac^  et  combien  à  llnter^ 
valle  ac« 

Il  est  évident  que  la  lobgàeur  de  ao^  qui  représenté  la  i>ase  suf 
le  papier,  est  arbitraire 9  et  que  de  cette  ligne  dépend  la  grandenr 
du  triangle  abc^ 

r  • 

7$5.  Déterminer  la  distance  CD ,  dont  les  deux  points  extrêmes 
«ont  l'un  et  l'autre  ipaccessibles.  >  Fif-St^ 


MesuTf X  une  baee  AB ,  que  vous  cfaoi&irep  mm  aventngeote» 
ment  qu*il  sera  )>ossibIe  (768  et  uûv.)  :  f^l^ves,  da  ptânfc  B>  les 
angles  CBD  ,  CBA  ,  et  du  point  A ,  les  angles  CAD,  DAB ;  dans 
les  triangles  CAB ,  DAB ,  vous  eonnaitrez  alors  les  trois  ànglea 
et  un  o6té  AB;  calculez  (IV.  t«)  les  côté*  AC,  AD ,  ou  les  côtés 
BC ,  BD;  et  deux  côtés  avec  l'^angle  compris  vons  étant  connus  dans 
lî  triangle  CAD,  du  dans  le  triangle  CBD ,  vous  troaverez  (ly •  S») 
le  troisième  côté ,  qui  est  la  distance  cbercliée  CD. 

ySG.  Si  les  angles  ont  été  pris  avec  la  y>lai]chette  ^  les  lignes 
tirées  sur  le4>apier  seront  i%  la  Jbaae.a^  dfuiie  longueur  k  volonté; 
3"*.  les  lifoes  indéfinies  ^1^,  ad 4  <}uç,  L'Qii  mkM ,  en  relevant  les 
angles  au  point  Aï,  S%  les  iîgws  bc ,  fi(irxatn&^$  respectivemeçiit 
jusqu'à  la  rencontre  des  deux, précf^deutQSi  pour  former/les  ax\gle^ 
relevés  du  point  B.  Cela  posé ,  entre  les  points  dlntersection  c  etd 
on  mènera  la  ligne  cd^  et  on  aura  sur  le  papier  une  figure  abdc , 
semblable  an  quadrilatère  ABDC  sur  le  terrein >  et  par  conséquent  ^ 
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fig.  3a. le  nombre  des  mètres  de  AB  jetant  connu  ^  on  aura  par  une  écbelT^^ 

de  pajrties  égales  ^  le  rapport  ^  y  et  on  déduira  de  la  proportioa 

ab  :  ed  II  AR  t  €£>  la  râleur  en  mètres  de  la  distance  cher'* 
ehée  CD^  • 

■ 

7^7.  On  voit  combiep  Rasage  de  là  planchette  est  commode  ^ 
puisqu'elfe  donne  les  distances^  sans  qu*il  soit  besoin  de  connaître* 
la  grandeur  des  anglçs^  ni  de  résoudre  aucun  triangle.  Observons 
eepénd  ant  qu'elle  let.dbntie  avec  .moins  de  précision  ,  les  opérations^ 
graphique^  ne  poi^vant  ^mais  atteindre  à  l'exactitude  da  calcul. 

75d.  Si  tes  'f>oiBts-  A,  B^  C,  U,  ne  sont  pas  tous  dans  un 
même  plan,  la>  somme  des  airgles  CAD  et  DAB,  mesurés  dans^ 
le  plan  de  chaque  triangle  respectif  ^  tte  sei'a  p^s  égale  à  Tangle 
CABj  comme  nous^  le  verrons  bientôt  (764).»  et  de  même  oa 
fv'aura  point  CBD  H-  ^BC  =  AB£>.  Otte  erreur  ne-  peut  être 
corrigée  dans  l'usage  de  la  planchette;  mais  elle  est  ordinairement 
légère  et  même  insensible.  Dans  les  opérations  délicates  on  se  sect 
du  quart  de  cercle,  et  on  corrige  l'erreur  par  le  calcul^  (745  et 
iiuiv.)^  oir,  pour  éviter  toute 'erreur  sur  la  distance  cherchée  CD^ 
on  mesure  aussi  les  angles  CAB;  ABD,  et  on  n'emploie  pour  la 
scdtttlon  de  chkqùfe  frianglb  ('/99yqne  les  angles  de  ce  triangle  ,. 
qui. ont  été  donnés  immédiatement  par  l'observation. 

.  75g.  Si  on  ne  pouvait  mesurer  conamqdémeiit  noe  base  AKp. 
telle  que.de  deux  de  ses  pointa^  A  pt  B,  on  p(tt  découvrir  les  objets 
C  et  Dv  alors  on  fermait  ^  pour  déterminer  la  distance  AB.^  les  opé» 
ratioif^  indiquées  (735,^  7^4  )^»  ^^  celles .  qui  ont  été  exposées 
(735^  736)^  selon  que  se  trouvera  située  la  base  qu'on  ponrca 
mesurer.  L'intervalle  AB  étant  ainsi  connu ,  on  en. déduira  CD  , 
comme  nous  l'avons  dit. 

Il  est  facile  de  concevoir  qu'une  seule  base  étant  mesurée  ,  on 
peut^  en  né  n^esurant  plur  que  les  angles  >  passer  de  triangle  en 
triangle ,  et  déterminer  les  distances  respectives  tfe  tous  les  liéux^ 
;4^un^  province^  d'uhî  royaume ^  etc. 


I  '         ' 
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De  la  réduction  des  angles  au  centre  de  la  station. 

74o.  Il  arrive  rarement  qu^on  puisse  relever  un  angle  en  et  a* 
blissant  Tinstrument  au<:entre  de  l'objet  qu'on  a  observé  des  autres 
poiatt  de  station.  Si  cet  objet  est^  par  exemple^  la  croix  d'un  cla- 
cfaer^  la  cime  d'un  arbre^  une  cheminée,  etc.»  l'angle  relevé  ne 
peut  être  le  mèine  que  s'il  eût  été  observé  précisément  du  centre 
de  ces  signaux,  et  il  faut  alors  le  réduire  à  ce  point.  La  correction 
n'est  ordinairement. que  de  quelques  secondes j  on  ne  la  calcule 
alors  que  dans  les  opérations  où  l'on  apporte  le  plus:  grand  scrupule. 
Voici  comment  on  la  détermine» 

74^*  S^^  ntnro  la  base  d^un  clocher  dont  la  pointe  élevée  ver-  Fîg  33. 
ticalement  sur  le  centre  C,  a  été  observée  de  la  station  A  ou  Bj 
en  relevant  Tangle  CA6  ou  ABC;  et  soit  ACB  l'angle  qu^on  veut 
eonnaitre.  Si  l'on  ne  peut  placer  commodément  l'instrument  qu'au 
point  £  j  Tàngle  observé  sera  AEB;  il  faut  le  réduire  à  l'angle  ACB. 
Pour  y  parvenir,  faisons  ACB  —  AEB  =:  ^E,  et  observons  que 
les  deux  triangles  ACB^.AEB  ont  un  côté  commun  AB;.  nous 
aurons  (687),  au  mojen  de  la  formule  (S),  (675), 

k 
m 

•  74a.  Pour  calculer  cette  fornrale  ^  il  faut  connaître  ^  A£  et  ^  B£. 
Si  on  prend  AD  =  AG=:AE,  AF  =  AC,  on  aura  ^AE  = 
GC  =  DF.  Quand  on  ne  pourra  mesurer  GC ,  il  sera  toujours 
Sicile  de  mesurer  PF^  en  prenant  à  vue  d'oeil  sur  le  terrein  deux 
points^  DfF,  à-peu-près  aussi  distans  du  point  A ^  que  les  points 
£  et  Cj  les  petites  erreurs  sur  cette  mesure  sont  insensibles  dans 
le  calcul.  (Ou  s'jr  prendrait  de  même  pour  connaître  ^B£  =  CH)^ 
Quant  aux  autres  quantiliés  de  la  formule  >  il  suffit  de  les  connaître 
à-peu-près.  ,       , 

• 

743.  Il  j  a  un  mojen  plus  etpéditlf  ^  qui  est  celui  qu'on  enseigne 
ordinairement  >  mais  qu'on  n'a  appliqué' aux  différens  cas  que  par 
des  règles  un  peu  étendues.  Il  consiste  à  mesurer  GE^  EH.  Alors> 

•n  a  GAE  =  j|  x  R',  en  prenailt  l'angle  GAJE  au  lieu  du» 
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EH 

iTîg.  33.  sinus  i  on  a  de  même  EBH  =  f£  X  R'  :  or  GAE  +  EBH  = 
AEB  —  ACB }  et  par  conséquent 

GAE  +  EBH=:~  ^E. 

On  donnera  le  signe  négatif  au  petit  angle  GAE^  quand  il  wra 
#n  dedans  de  Taugle  BAE  ;  on  en  usera  de  même  pour  le  petit 
angle  EBH ,  quand  il  sera  en  dedans  de  Tangle  ABE. 

744.  Concluons  qu*il  y  a  deux  positions  à  choisir  de  préférence, 
lorsqu'on  le  ^enU  La  plus  avantageuse  est  d'établir  le  centre  de 
l'instrument  en  un  point  comme  G  ou  H  ,  sur  la  direction  de  Tune 
des  lignes  AC  ou  BC.  Alors  l'un  des  deux  petits  angles  est  nul,  et 
le  calcul  de  Tautre  seulement  donne  la  réduction  au  centre  par  le 
moyen  de  la  dernière  équation.  Si  Ton  ne  peut  prendre  cette  posi^ 
tion^  on  placera  >  s^il  est  possible^  l'instrument  de  manière  qu'on 
ait  ^  A£  K  o>  ou  ^BExso.  Alors  le  calcul  de  la  formule  (74^) 
sera  réduit  i  un  seul  terme. 

De  la  réduction  des  triangles  d'un  plan  à  im  autre  plan. 

745.  Après  la  réduction  de  chaque  angle  observé ,  au  centre  de 
chaque  station  respective  >  il  faut  ordinairement  réduire  les  parties 
d'un  ou  de  plusieurs  triangles  à  un  même  niveau. 

i,..  3,  Supposons  que  les  lignes  AP>  AE  ^  PE  soient  trois  cordes  d'arcs 
terrestres  ^  ou  ^  ce  qui  revient  an  même  >  que  les  points  A  ^  F  ^  E 
soient  k  égale  distance  du  centre  de  la  Terre  ;  supposons  encore  le 
point  R  plus  élevé  qne  ces  trois  points^  de  -la  quantité  RE  :  il  s'agit 
âe  réduire  au  triang;le  APE  le  triangle  APR  »  dont  les  parties  aoront 
été  déterminées  par  les  méthodes  précédentes.  Nous  considérerons 
RE  comAe  étant  perpendiculaire  aux  cordes  AS  y  PE ,  quoique 
chacun  des  angles  REA#  REP^  soit  égal  à  ^%  plais  la  moitié  de 
l'arc  soutenu  par  chacune  de  ces  cordes  respectivement-^  comme 
il  est  aisé  de  le  voir  dans  la  figure  3i  ^  pour  Tangle  REA  formé  par 
ime  corde  et  une  «éoante.  Dans  la  pratique  ^  il  ne  résulte  qu'une 
^  i^irenr  inaensib^  de  cette  supposition  ^  d'ailleurs  très-avantageuse 
pour  simplifier  les  corrections  et  trouver  des  règles  générales  pouc 
la  r/éduction  des  triangles  d'un  plan  à  un  aatre« 
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746.  Avant  d'aller  plus  loin ,  il  est  bon  de  8e  convaincre  que 
les  parties  du  triangle  APR  ne  sont  point  égales  aux  parties  cor- 
respondantes du  triangle  AP£^  à  l'exception  du  c6té  commun  AP. 
En  éfièt  AR  est  >AE9  comme  il  est  facile  de  le  reconnaître  dans 
la  fig.  5i.  Par  la  mèbie  raison  PR  est  >  PE;  et  en  comparant 
les  triangles  APR,  APE  aux  triangles  ACB,  AEB  de  la  fig.  55, 
qui  sont  dans  les  mêmes  circonstances,  mais  couchés  sur  un  plan 
commun,  on  verra  d'un  coup-d'onl  que  le  triangle  qui  a  deux  côtés 
plus  longs,  n'a  pas  les  angles  égaux  à  ceux  du  triangle  qui  a  deux 
côtés  plus  courts. 

747*  Cela  posé  ;  on  demande  que  le  triangle  APR  soit  réduit 
au  triangle  APE,  dont  les  (rois  sommets  A,  P,  E,  sont  supposés 
à  une  égale  distance  du  centre  de  la  Terre.  Nous  appellerons 
horizon  commun  de  ces  trois  points,  la  section  ou  le  plan  qui  leur 
est  commun.  Cherchons  d'abord  Pangle  PAE,  étant  donnés  l'angle 
PAR  et  l'angle  vrai  d'élévation  RAE>  (7M). 

Dans  les  deux  triangles  rectangles  AER,  PER,  qui  ont  un  côté 
commun  RE ,  on  a  RE*  =  AR*  —  AE*  =  PR»  —  PE»  > 
donc  AR»  —  PR*  =  AE*  —  PE*.  Ajoutant  des  deux  côtés  AP* , 

et  divisant  l'équation  par  aAP,   on  aura  ^p  ~    ■     :=? 

^^"^^p"^^'.  Donc  (576) ,  COS. PAR  x  AR  ss;  cos. PAE  x 
AE*,  et  par  conséquent  (55o). 

C08.  PAE  =  H2LJAR 

COS.  aAE 


On  trouvera  de  même  cos.  APE 


008.  APR, 


"■  C08.  RPE* 

74^.  De  ]k  résulte  cette  règle  générale  pour  réduire  les  angles 
qui  ont  leur  sommet  sur  le  plan  de  réduction  :  Le  cosinus  de 
V angle  réduit  est  égal  au  cosinus  de  V angle  ohsérué  ^  dii^isé 
par  le  cosinus  de  tangle  d^élévation. 

749*  Lorsqu'on  aura  réduit  les  angles  en  A  et  en  P,  le  troisième  , 
£^  sera  connu.  Cependant  nous  allons  donner  une  formule  pour 
réduire,  quand  on  le  voudra,  Pangle  R  indépendamment  des  deui^ 
autres*  Cette  formule  nous  sera  encore  utile  pour  la  solution  d'u» 
autre  problème  intéressant  (8o5). 
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Dans  les  deux  triangles  APR^  APE,  qui  ont  un  côté  commua 
AP,  on  a  (IIL  y»),  AP*  =  AR-  +  PR*  —  :iAR  x  PR  x 
COS.  ARP  =  AE*  4-  PE*  —  2AE  x  PE  x  cos.  AEP.   De  la 

^       ..         .  .  ;.      ^  .    AT?T>         ARxre  X  COS.  AftP  —  RE* 

clerniere  équation  on  tire  cos.  Ar-Jr  = ^y^      p^ } 

ce  qui  donne  (Sag,  53o) 

.  ^p  COS.  ARP  ~  gw.RAE  lin.  RPE 

cos.  Ali^r  —  C08.  RA£  COS.  RPE  ^ 

H'oh  je  déduis  cette  règle  pour  réduire  ^ângle  unique  ayant  sofi 
sommet  hors  du  plan  de  réduction  :  Le  cosinus  de  l'angle  réduit 
est  égal  au  cosinus  de  P angle  observé ^  duquel  on  aura  soustrait 
le  rectangle  des  sinus  des  angles  d'élévation  ^  et  qu'ensuite  on 
aura  divisé  par  le  rectangle  des  cosinus  de  ces  mêmes  angles. 

75o.  Sous  la  forme  qui  suit,  Téquation  devient  &cile  &  calculer 
par  les  logarithmes. 

Je  nomme  E,  R ,  A ,  P  les  angles  désignés  dans  cette  équation* 
'ai  J — cos.E  = r -5 =; — ^ — T-^ — = — 

-cos.  A  COS.  r  COS.  A  «oe.  P 

aain.  i  (R  —  A  c^  P)  wo.  J  (R  +  Aoo  P)     .y^       /.\    r^  1 

— cos!  A  COS.  P  ^>  ("•  ^4*>  ^^û^>  V^"^^  ^"^ 

loît  le  plus  grand ,  A  ou  P  ,  j'aurai  toujours ,  (I.  7^) ,  :2sin.*  ^E 

_flsin.i(R  +  P-A).sm.i(R  +  A— P)^  n..««^^«-.nf 

"  c  '  A        :^     '        '       ^        P      conséquent 

^„   I  AirD_l    >/^Mn¥(ARP  +  RPE'^RAE)sin.KARP^-RAE— RPE> 
fin.5Alî^— 1^   ^^^_____ . 

75ir  C^a  réduction  des  côtés  n'a  Bulle  difficalté.  AE  =  AR 
<5os.  RAE  >  PE  =  PR  cos.  RPE. 

75s.  Quand  on  reut  procéder  «rec  plus  d'exactitude;  aa  lieu 
de  faire  les  réductions  précédentes ,  on  peut  résoudre  les  trian- 
gles RAE ,  RJPE ,  comme  oJbliqqangles  (745)  ;  et  après  avoir 
déterminé  les  côtés  du  triangle  AP£  «  calculer  les  angles  par  lea 
formules  (IV.  .5*  ou  6%  etc.). 


755,  Quoiqu'indépeadamiiiieQt  des  «ngles  d'élévation,  il  soit 
ioujours  bien  d'observar  aussi  les  angles  corre^pondans  de  dépres- 
sion ,  puisqu'ils  se  «i^rvcnt  réciproquement  de  vérification.,  et  qu'ik 
Aonntut  ensemble  la  valeur  actmlle  de  la  cé&action  <7a6,  727)$ 


A  VU  PLAN  D0NI9É.  1^ 

cependant  nous  n^en  faisons  aucune  mention  dans  les  formules 
précédentes»  parce  qu'un  triangle  se  réduit  ordinairement  au  plan 
des  points  les  plus  bas.  Au  surplus  les  formules  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  cas* 

754*  Soit  maintenant  le  triangle  AHr>  dont  on  demande  IaFî8.35i^ 
réduction  au  plan  A£^>  où  les  points  'E,  e ,  des  lignes  verticales 
RE,  re ,  sont  supposés  à  même  distance  du  centre  de  la  Terre ^ 
que  le  point  A. 

Qu*on  prolonge  le  plan  AEâ  jusqu'en  P^  c'est-i-dire  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  ligne  RP ,  menée  par  les  points  R>  r.  Les  verticales 
R£,  re,  sont  toujours  supposées  perpendiculaires  au  plan  AE^P» 
et  par  conséquent  aux  lignes  de  ce  même  plan^  avec  lesquelles 
elles  se  rencontrent. 

755.  Yojons  en  premier  lieu  comment  nous  réduirons  l'anglo 
connu  RAr  à  l'angle  £A^. 

Du  point  r  imaginons  sur  RE  ime  perpendiculaire ,  qui  sera 
parallèle  et  égale  à  Ee.  Nous  aurons  (53i  )  >  Rr*  =:  Ee^  +^ 
(RE  —  rey  =  Ee^  +  RE»  +  «•  —  aRE  x  r^  =  E^'  +  AR»  — 
AE»  +  Ar»  —  Atf»  —  aRE  x  «•  Donc  AE*  +  Atf*  —  E^*  =s 
AR'  +  A/*  —  Rr*  —  aRE  x  r^î  et  par  conséquent  (576), 
aAEx  Ae  x  cos.  EA^ = a  AR  x  Ar  x  cos.  RAr —  aRE  x  r^  ;  ou 

|-,*  ARxArXcos-RAr — REXt^ cos. RAr *—  «in.  RAE  sin. rAe^ 

COS.  ÎLAC  —  ÂEXÂS  COS.  RAE  cos.  rAe         * 

formule  qui ,  transformée  par  la  méthode  (75o) ,  devient 


i^ 


^56.  Quoique  les  réductions  se  fassent  d'ordinaire  »  comme  nous 
l'avons  dit>  au  niveau  du  point  le  plus  bas ,  cependant^  si  des  deux 
objets^  R^  r,  l'un  était  élevé  et  l'autre  abaissé ,  on  changerait  dans 
la  formule  le  signe  de  Tangle  de  dépression* 

757.  Si  les  angles  ctéléi^diion ,  RAE^  rA^  j  des  deuoù  objets 
sont  égaux ,  la  formule  devient  alors 


sin.  i  EAe  =  5îLi^  ; 


on 


COS.  rAe 

t  '  .      ■ 

le  sinus  de  Ja  moitié  de  Sangle  réduit  est  égal  au  sinus  de  la^ 

moitié  de  P angle  observé  9  dii^isé  par  le  cosinus  de  Véléuai^K 

a5 


-^^âT 
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35.     768.  Si  PuQ  des  deux  objets  était  élevé  et  Tautre  abaissé ,  de 
manière  que  l'angle  d'élévation  filt  égal  k  Pangle  de  dépression, 

alors  (755),  sm/  ^  EA^  = cos.^RAE 

co8.*RAE — coê.'^RAr    ,tt      _-\    tv-   ^  /t    »*\ 

==  co«.'RAE  ^  0^'  ^ry  I>«nc  (I.  5») 

COS.  7  RAr 


COS.  2  'EAe 


CO8.  rAf 


759.  Pour  réduire  Tangle  ARP  à  AEP  ou  AE^ ,  par  le  mejen 
de  la  formule  (750),  il  faut  connaître  Pangle  RPÉ.  Or  si  Toa 
observe  qu'ajant  PR  :  Pr  ::  RE  :  r^ ,  on  a  PR  :  PR  —  Pr  :: 
RE  :  RE  —  rtf ,    et  que  PR  r  RE  ::   1  :  sin.  RPE  î  on  en 

conclura  que   Rr  :  RE  ^  r^  ::   i  :  sin»  RPE  =  — g- —  =s 

AR  sin.  RAE-— Arsin.rA^    t\  ^  1         •  j  1  i*        j 

g .  Prenant  les  sinus  des  angles  au  lieu  de» 

côtés  opposés  ^  on  a 

•      -D  rit?       ^  *î°*  ^^^  SÛ1-  RAE  —  sin.  ARr  sin.  rhe 

sm.  JtxJrlL  ss  . — s-T » 

«m.  RAr 

760.  Pour  réduire  l^angle  ArR  &  Uangle  A^E^  on  réduira  d'abord, 
au  mojen  de  kt  formule  (750)^  Tangle  ArP  à  l'angle  A^P;  le  sup- 
plément de  celui-ci  sera  l^angle  cherché  A^E. 

761.  On  a  déjà  vu  (75i)  comment  se  réduisent  les  côtés  ad^cens 
aux  angles  d  ^élévation.  Quant  au  côté  Rr,  il  est  facile  de  trouver 
que  E^  =  Rrcos.  RPE. 

762.  J'ai  donné  les  mojens  directs  pom*  parvenir  aux  réductions^ 
Du  resle,  lorsque  l'angle  RAr  est  converti  (755)  en  EA^ ,  et  le» 
côtés^ARj  Ar ,  en  A£,  Ae\  en  résolvant  le  triangle  £A^  ^  on 
détermine  ses  antres  parties  peut-être  plus  promptement  que  par 
les  voies  indiquées  (759,  760). 

76S.  On  s*épargnera  les  réductions  précédentes,  (qui  ne  sont 
point  applicables  à  la  planchette  ) ,  lorsque  le  plan  du  quart  de 
cercle  ou  du  graphomètre  sera  disposé  horizontalement ,  et  que 
les  lunertes  pourront  se  mouvoir  verticalement  et  se  diriger  vers 
les  objets  ,  soit  au-dessus  soit  au-dessous  du  plan  de  l^nstru- 
ment.  L'angle  se  mesure  alors  sur  le  plan  de  Thorizon,  puisque 
ilÈ^roment  est  dans  ce  même  plan  j  et  que  le  mouvement  vertical 
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de  la  lunette  ne  change  rien  k  la  position  de  Talidade.  Observons 
«cependant  que  dans  ce  cas  chaque  angle  eet  mesuré  sur  le  plan 
horizontal  de  chaque  station  respective ,  et  non  sur  un  .plan  exac- 
tement commun  à  tous  les  angles  ;  ensorte  que  si  les  distances 
étaient  considérables^  Tinclinaison  ,  paf  exemple  ,  de  ThoriEon  BAFig.St. 
j  du  point  A  à  l*égard  de  lliorîxon  OI  du  point  R ,  pourrait  quel- 

quefois mériter  attention.  Cette  inclinaison  est  visiblenient  égale 
à  Tangle  Cj  ou  à  l'arc  de  la  Terre  compris  entre  les  diverses 
stations. 

764*  Si  Ton  suppose  que  du  point  A  on  ait  observé  les  distances 
angulaires  de  trois  objets  Kpr,  P ,  Tun  desquels ,  r,  soit  plus  élevé p^g.^ 
que  les  autres  ,  il  est  clair  maintenant ,  par  la  formule  (747)  »  4tie 
la  somme  des  deux  angles  EAr,  rAP,  sera  plus  grande  que  Tangle 
EAP^  comme  nous  avions  promis  (738)  de  le  démontrer* 

765.  Soit  C  le  centre  de  la  Terre  ;  et  soit  représenté  par  la 
corde  AB  le  plan  ru  de  côté  d'un  triangle  réduit ,  dans  toutes  sesFîs.3S. 
parties  >  à  un  faorizon  commun ,  par  les  méthodes  précédentes.  Si 
on  veut  abaisser  ce  triangle  au  plan  de  la  corde  DE^  cela  n'altérera 
les  angles  en  rien ,  puisque  les  deux  plans  sont  parallèles  ;  il  faut 
seulement  diminuer  les  côtés.  Cette  correction  est  facile  ;  on  a 
(668),  ^AB  :  ^BC  ::  AB  :  BC  ::  (6o9)acos.BAC  :  i  :: 

:2sin.  :^  C  :  !•  Connaissant  ^BC  =  BE,  quantité  de  laquelle  oit 
veut  que  le  plan  du  triangle  soit  abaissé  ,  on  trouvera  par  Tune 
quelconque  des  trois  analogies  précédentes ,  la  valeur  de  ^  AB , 
ou  la  diminution  à  faire  sur  chaque*  côté  du  triangle  qu'il  s'agit 
d'abaisser* 

Quand  on  a  une  chaîne  de  triangles^  dans  chacun  desquels  on 
A  fait  les  réductions  précédentes  ;-  par  la  dernière  réduction  ci- 
dessus,  on  les  ramène  tous  à  un  même  niveau,  s'ils  ne  s'y  trouvent 
pas.  Ordinairement  c'est  au  niveau  de  la  mer  que  se  fait  la  réduction 
générale. 

766.  Si  au  lien  des  cordes  on  voulait  avoir  les  arcs  correspond 
dans,  il  est  facile  de  les  déduire  des  cordes }  car  la  première  écjua- 

tion  (278)  donne  A  ~  a  sin.  i  A  =  '^!^  =  .^^^^if^-  Je  »•««*- 
ploie  que  le  premier  terme  de  la  série ,  parce  que  les  termes  ulté* 
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rieurs  sont  insensibles.  On  observera  que  pour  avoir  la  valeur  de 
l'arc  A,  en  parties  de  ]a  corde  exprimées,  par  exemple,  en  pieds  , 

toises,  etc.,  il  faut  diviser  Texpression    ^ ^*°^ — -,  par  le  quarré 

du  rajon  de  la  Terre  exprimé  en  parties  de  même  espèce  que  celles 
de  la  corde  j  ce  qui  est  conforme  aux  règles  données  (104,  696)* 

Des  conditions  les  plus  ai^antageuses  des  Piangles  ;  et  de  l^ 

construction  des  signaux. 

'j&'j.  On  ne  doit  pas  se  contenter  de  mesurer  deux  angles  dans 
im  triangle  ;  il  faut  toujours,  lorsqu^on  le  peut,  mesurer  aussi  le 
troisième.  Si  la  somme  des  trois  angles  réduits  au  centre  des 
stations  respectives  est  à  très-peu-près  de  iSo"" ,  plus  ou  moins,  on 
sera  sûr  de  les  avoir  bien  observés ,  et  on  partagera  l'erreur  ég^e- 
ment  entre  tous  trois,  lorsqu'on  n'aura  aucun  motif  particulier  de 
douter  d'une  observation  plus  que  d'une  autre  :  si,  par  exemple, 
la  somme  des  trois  angles  observés  est  de  180*  o'  3o',.on  dimi- 
nuera de  10*  cliaqBe  angle,  avant  de  calculer  les  côtés  et  de  faire 
la  rédaction  à  un  horizon  commun.  Cette  erreur  est  la  plus  grande 
qu'on  paisse  commettre  ,  lorsqu'on  observe  attentivement ,  et  qu'on 
emploie  les  instrumens  les  plus  en  usage  (716) ,  vérifiés  avec  le 
scrupule  nécessaire,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  Ouvrages  que 
nous  avons  cités  (700).  Mais  ai  le  rayon-  du  quart  de  cercle  ou  du 
graphomètre  n'est  que  d'un  demi-pied ,  Terreur  peut  aller  jusqu'à  3^, 
lorsque  le  nonius  donne  la  minute  \  jusqu'à  6"^ ,  lorsqu'il  donne  les 
deux  minutes,  et  ainsi  de  suite.  Puisqu'il  est  donc  impossible 
d'éviter  absolument  toute  erreur  en  relevant  les  angles,  il  devient 
essentiel  de  chercher ,  comme  nous  l'avons  fait  (6^4)  9  de  quelle 
grandeur  doivent  être  les  angles ,  pour  que  l'erreur  dans  leur  me- 
sure influe  le  moins  possible  sur  les  côtés,  dont  la  détermination 
est  le  but  de  ces  opérations.  Il  est  vrai  que  les  circonstances 
locales  permettent  rarement  de  choisir  les  triangles  conEormé- 
vient  aux  règles  que  nous  trouverons* 

L'exposition  de  ces  règles  sera  néanmoins  très-utile ,  soit  parce 
qu'elle  fournira  les  mojens  de  s'y  conformer ,  au  moins  d^aussi 
près  qu'il  sera  possible ,  soit  patce  que ,  quand  on  sera  forcé  Je 
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s*ea  éloigner  beaucoup ,  on  pourra  encore  évaluer  à-peu-près  lin- 
certitude  des  résultats. 

768*  On  sait  que  dans  un  triangle  rectiligne  la  mesure  des  angles 
ne  suffit  pas  (58^)  pour  qu'on  puisse  déterminer  les  côtés  :  il  est 
donc  nécessaire  d'avoir  dans  chaque  triangle  un  côté ,  ou  mesuré 
immédiatement ,  ou  déterminé  trigonométriquement  par  le  mojren 
d'autres  triangles  dans  le  premier  desquels  il  faudra  toujours  qu'on 
ait  mesuré  une  base  à  la  toise*  Le  choix  de  la  base  est  donc  l'opé- 
ration fondamentale.  Aussi  nous  allons  chercher  d'abord  quelle 
doit  être  sa  longueur  et  sa  direction ,  en  supposant  qu'on  soit  libre 
de  les  établir  Tune  et  l'autre  à  volonté. 

769.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC^  on  a  (IIL  i^),  AB  ^*s-7* 
sin.  A  =  BC  sin.  C  Soit  AB  la  base^  que  nous  supposerons  mesurée 
sans  erreur ,  parce  que  dans  ces  sortes  de  mesures ,  lorsqu'on  y 
apporte  quelque  attention ,  Terreur  ne  peut  être  sensible ,  et  que 
d'ailleurs  nous  ne  nous  proposons  ici  que  d'ezaoodner  l'erreur  des 
angles.  Faisant  donc  AB  constant^  et  dififérentiant  l'équation^  on 

a  AB  COS.  A^  A  =  sin.  C^BC  +  BC  cos.  C^C.  Comme  on  ne 
connaît  pas  la  grandeur  précise  de  chacune  des  erreurs  ^  A  et  ^  C 
des  angles  A  et  C>  (l'angle  B  n'entre  pas  dans  le  calcul  de  BC), 
on  supposera  ces  erreurs  égales ,  d'autant  plus  qu'elles  sont  commises 
avec  un  même  instrument.  Pour  abréger^  désignons  par  e  chacune 

de?  erreurs  j  l'équation  donnera  ^  BC  :=  ^  X  ^..  ^^^'    ~ — H2L—  j 

Bf  AB 

et  en  substituant  -: — r  à  "- — 7^9  on  aura 

ska.  A      6in.  C  ' 

^BC  =  e  X  BC  (cot.A  —  cot.  C). 

Cette  équation  (dans  le  calcnl  de  laquelle  on  se  souviendra  que  c , 
pris  en  secondes ,  doit  être  divisé  par  R'  )  donne  l'erreur  ^  BC 
que  produiraient  dans  le  calcol  de  BC  les  erreurs  des  angles  A 
et  C.  Pour  que  ces  erreurs  (  supposées  égales  )  n'influent  point  sur 
le  côté  BC,  il  suffît  donc  qu'on  ait  A  =  C  >  car  il  est  évident 
qu'alors  Téquation  se  réduit  à  zéro. 

770.  Mais  comme  les  deui  erreurs  ^A^  ^C,  que  la  diffêren» 
tiation  suppose  dans  un  même  sens,  pourraient  avoir  été  commises 
^n  sens  opposés ,   et  qu'alors  on   aurait  ^  BC  =;  ds  ^  x  BC 
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Fig.  7.  (  cot.  A  +  cot.  C  ) ,  il  faut  chercher  de  quelle  grandeur  doivent 
être  les  angles  A  et  C  ^  pour  que  la  somme  de  leurs  cotangentes- 
ait  la  moindre  valeur  possible;  il  est  clair,  par  l'équation  ,  que  ce 
sera  le  cas  de  la  moindre  valeur  de  ^  BC,  Or  (II.  22^) ,  cot.  A  + 

,^        8in.(A+C)        8in.(A  +  C)  '  /tt     ,^«n 

^^t-C=:^.^^^i^  C  =  ico8.(Àu.C)-ico8.(A  +  C)^  ("•   '70  1  OU 

cot.  A  +  cot,  c  =  ^^^  ^^  ^J'!^^^  ^^3  B ,  (III.  57e,  66e).  Donc 

jquelle  que  soit  la  grandeur  de  l'angle  B ,  la  valeur  du  second 
membre  sera  toujours  la  moindre  possible,  lorsque  cos«(AcoC) 
«era  le  plus  grand  possible ,  c'est-à-dire  quand  on  aura  A  =  C« 

771.  D'où  nous  conclurons,  pour  r&gle  générale,  que  la  condition 
la  plus  avantageuse  d'un  triangle,  quand  on  peut  déterminer  un 
côté  seulement ,  est  que  la  base  soit  égals  au  côté  cherché.  Telle 
est  la  condition  essentielle.  Quant  à  l'angle  compris  B ,  il  est  sans 
doute  avantageux ,  dans  le  cas  de  cot.  A  +  cot.  C ,  qu'il  soit  le 
plus  petit  possible  ;  mais  sa  grandeur  est  indifférente  dans  le  cas 
de  cot.  A  — •  cot.  C ,  (en  supposant  l'égalité  des  deux  erreurs  )  %  et 
il  est  inutile  de  s'imposer  des  restrictions  générales ,  it  mqins  d'une 
nécessité  générale.  On  donnera  donc  à  la  base  la  direction  qui 
paraîtra  la  plus  commode ,  en  observant  seulement  que  les  angles 
A  et  C  ne  soient  pas  trop  petits* 

772.  Puisque  par  la  règle  précédente  la  base  doit  être  égale  au 
côté  cherché ,  il  est  évident  que  la  condition  la  plus  at^antageuse 
d'un  triangle ,  quand  on  veut  déterminer  deux  côtés ,  est  que  le 
triangle  soit  équilatère. 

jj5.  Rarement  il  arrive  que  l'on  puisse  mesurer  commodément 
nuQ  base  qui  soit  aussi  longue  que  les  côtés  cherchés.  £n  supposant 
donc  que  la  longueur  de  la  base  soit  limitée ,  mais  qu'au  moins 
sa  direction  puisse  être  choisie  à  volonté ,  cherchons  quelle  doit 
être  cette  direction ,  dans  le  cas  où  l'on  veut  déterminer  l'un  seu* 
lement  des  deux  autres  côtés  du  triangle» 

774.  Soit  toujours  AB  la  base,  BC  le  côté  cherché.  Il  faut  trouver 
la  moindre  valeur  de  cot.  A  =p  cot.  C ,  lorsqu'on  ne  peut  avoir 

A  =  a 

Or,  i\  dans  îe  cas  du  signe  négatif,  on  a  (III.  5i%  io4«). 
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\  .   gy AB— BCcofl.B        BC— ABcofl.B  _^     AB»  —  BC» 

COt-  A  —  COt.  i.  —       BC  sin.  B  ABsin.B.       —  ÀBxBCfiÎQ.B* 

On  suppose  que ,  par  des  circonstances  locales ,  les  grandeurs  de 
BC  et  de  AB  ne  soient  pas  arbitraires-,  autrement  on  accourclrait 
BC  ou  on  alongerait  AB,  jusqu'à  ce  qu'on  eât  AB  =  BC>  (770* 
Donc ,  AB  et  BC  étant  constans ,  on  voit  clcdrement  dans  la  der- 
nière expression ,  que  la  moindre  râleur  de  cot.  A  — -  cot«  C  a  lieu 
lorsque  Bsgo''. 

775.  a"*.  Dans  le  cas  du  signe  positif  >    on  a  (ITI.   loi^), 
cet.  A  +  cof.  C  =  cot.  A  -+•  — r^^^-^ — r— — -  =  cot.  A  + 

'  AB  sm.  A  ' 


\y 


BC* 

ab'*^"Ta — '•  ^°  raisonnant  coitime  dans  le  cas  précédent , 

on  voit  que  la  moindre  valeur  de  la  fraction  sous  le  signe  radical , 
aura  lieu  lorsqu'on  aura  A  :=  90"*.  Mais  alors  aussi  cot.  A  dispa- 
raît^ (49)  :  donc  la  moindre  valeur  de  cot.  A  +  cot.  C  a  lieu  lorsque 
A.  =  Qo"".  Telle  est  la  règle  générale  que  donne  Bouguer^  (  Fig. 
d^  la  Terre  ^  p.  88).  Mais  nous  avons  trouvé  que  dans  le  cas  de 
cot.  A  — -  cot.  C  ^  il  faut  qu'on  ait  B  =  90*.  Donc  comme  les  angles 
A  et  B  ne  peuvent  être  tous  deux  droits  ^  il  est  &  propos,  à  ce  qu'il 
nous  semble ,  d'embrasser  tous  les  cas  en  prenant  un  milieu,  et 
faisant  A  =  B. 

776.  Si  Ton  applique  au  côté  ÂC  tout  ce  que  nous  avons  dit' 
du  côté  BC ,  on  aura  des  résultats  semblables.  Donc  en  général , 
quand  la  base  ne  peut  être  égale  au  côté  ou  aux  côtés  cherchés , 
la  condUion  la  plus  avantageuse  du  triangle  est  que  la  base  soit 
la  plus  longue  quHl  est  possible ,  et  que  les  deux  angles  sur  la 
base  soient  égaux. 

Je  dis  que  la  base  doit  être  la  plus  longue  quHl  est  possible  ^  de 
peur  que  >  de  ce  qu'on  a  trouvé  qu'il  serait  avantageux  que  chacun 
des  angles  sur  la  base  fi1t  de  90* ,  quelqu'un  ne  conclût  qu'il  est  à 
propos  que  la  base  soit  la  plus  courte  possible.  La  règle  fonda- 
mentale est  que  la  base  soit  égale  aux  côtés  cherchés  (771^  77^)  > 
c'est  une  règle  qu'il  ne  faut  enfreindre  que  le  moins  iqu'il  se  pourra  > 
et  c'est  seulement  pour  diminuer  les  erreurs  qui  résulteraient  d'uvie 
infraction  forcée^  que  nous  disons  qu'il  est  à  propos  de  faire  I9 
triangle  isoscèie. 


r 
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777.  L'équation  ^BC  =  ^  X  BC  (cet,  A  qp  cot.C)  fait  voir 
que  la  quantité  e  (cot.  A  qz  cot.C)  que  nous  avons  examinée 
jusqu'à  présent ,  constitue  Terreur  ^  BG  plus  grande  ou  plus  petite, 
en  proportion  de  la  grandeur  de  BG.  En  supposant  dore  qu'on  ait 

Fig.  37.1e  choix  de  déterminer  une  distancq^  BC  par  le  moyen  d'un  seul 
triangle  équilatère  ABC ,  ou  bien  »  en  la  divisant  en  plusieurs 
parties^  par  le  moyen  de  plusieurs  triangles  équilatères  plus  petits, 
BDE^  ëDG,  etc. ,  il  convient  de  discuter  auquel  des  deux  partis 
on  doit  donner  la  préférence» 

778.  Soit  donc  BC  divisé  en  trois  parties  égales  BD,  DF,  FC, 
et  soit  BE  la  base  au  lieu  de  AB.  En  résolvant  le  triangle  BDE , 
on  trouve  BD  et  DE.  De  là  prenant  DE  pour  base»  on  résoudra 
le  triangle  DGE  pour  trouver  DG«  Connaissant  DG ,  on  résoudra 
le  triangle  DGF  pour  trouver  DF ,  FG  ;  et  poursuivant  ainsi ,  on 
déterminera  toutes  les  parties  de  BC,  Or  dans  cette  opération  il  faut 
observer  qu'il  y  a  deux  causes  d'erreur  dans  la  résolution  du 
second  triangle  DGE  ;  l'une  est  l'erreur  commise  dans  l'observa- 
tion de  ses  angles,  erreur  dont  nous  avons  traité  jusqu*à  présent; 
l'autre  est  l'erreur  sur  la  base  DE ,  produite  par  celles  des  angles 
dans  la  résolution  du  premier  triangle  BDE* 

Pour  savoir  quelle  erreur  produit  sur  le  côté^  cherché  Terreur 
de  la  base ,  supposons  constans  les  angles  opposés  (688),  et  nous 
anrons  (668)  les  erreurs  proportionnelles  à  la  grandeur  des  côtés. 
Soit  supposée  d'un  pied  Terreur  produite  par  celles  des  angles  sur 
chacun  des  côtés  BD ,  DE  du  premier  triangle.  11  s'ensuit  que 
Terreur  de  DG  sera  de  deux  pieds ,  dont  un  à  raison  du  côté  DE  , 
e.t  l'autre  à  raison  des  angles  du  triangle  DGE.  L'erreur  de  DF  et 
de  FG  sera  de  trois  pieds,  savoir  deux  à  cause  de  DG,  et  un  à 
cause  des  angles  (}u  triangle  DFG.  En  procédant  ainsi,  on  trouve 
cinq  pieds  pour  Tefreur  de  CF.  Si  BG  eût  été  divisé  en  quatre 
parties.  Terreur  de  la  quatrième  eût  été  de  sept  pieds,  et  les  erreurs 
croîtraient  ainsi  toujours  en  progression  arithmétique ,  si  le  nombre 
des  parties  de  BC  était  plus  considérable.  Maintenant  si  Ton  somme 
les  erreurs  i ,  5,  5  poyir  BD,  DF,  FC,  on  aura  jieuf  pieds  pour  Terreur 
totale  de  la  distance  BC  déterminée  par  le  moyen  de  cinq  triangles. 
Au  cojatraire  en  n'emplojant  qu'un  seul  triangle  ABC ,  Terreur 
i^  serait  que  d^  trx>is  pieds  ^  c'est«|i-dire  du  triple  de  Terreur  de 
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BD ,  puisque  BG  =r  3BD  »  et  que  l'ercenr  provenant  des  angler 
eftt  proportionnelle  au  côté  cherché,  comme  nous  l'avons  vu  (777). 
Il  semble  donc  qu*on  devrait  en  conclure  qu^il  jxe  faut  znultiplier 
les  triangles  que  le  moins  qu'il  se  pourra. 

779.  Mais  on  doit  réfléchir  que  Terreur  de  neuf  pieds  sur  BG 
est  le  résultat  de  Taccumulation  de  toutes  les  erreurs  des  cinq 
triangles }  ce  qui  suppose  toutes  ces  erreurs  commises  dans  le  même 
sens^  Or  cette  aceumulation  non-seullement  est  infiniment  peu  prd^ 
bable ,  mais  elle  est  même  démentie  et  réduite ,  pour  ainsi  dire ,  « 
zéro  par  Tezpérience.  Pour  des  déterminations  importantes  et  dé- 
licates,  on  mesure  deux  bases,  Pune  an  commencement,  Tantre 
à  la  fin  des  triangles  ,  comme ,  par  exemple  ,  BE ,  GH  ;  c*est4e 
mojen  le  plus  sûr  pour  vérifier  la  justesse  des  opération»  trigono- 
xnétriques  iotermédiaifes.  Or  les  Académiciens  fran^is  ne  trou- 
vèrent, au  Pérou ,  que  deux  piieds  d'erreur  entre  la  mesure  et  le 
calcul ,  sur  la  dernière  base^  à  laquelle  ils  parvinrent  par  une  série 
de  aS  triangles  qui  servirent  à  déterminer  une  distance  BÇ  de 
180  milles,  ou  à-peu-prës  de  y 5  lieues  communes  de  France.  Vb 
même  Terreur  ne  fut  |>as'Je  cinq  pieda  sotIa  seftoade  base ,  aprëi 
une  chaîna  de  onze  triangles,  par  lesquels  Boseoirich  détermina 
une  distanee  de  i3o  milles  ou  de  54  lieues  environ.  Et  si  les  erreurs 
s'étaient  accumulées,  en  les  supposant  de  iS*  par  dhaque  angle > 
Terreur  de  la  seconde  base  eût  été  à-peu^pr&s  de  218  toises  au  Péroa> 
et  de  19  en  Italie ,  «n  faisant  les  calculs  d'après  ma  suppositioii 
des  triangles  équilatères.  On  ne  peut  désirer  une  preuve  plus  oIair# 
de  ce  que  démontrent  d'^aillems  les  règles  de  probai>ilité  ,  que  les 
enrenrs  se  compensât  lorsqu'on  multiplie  lés  triangles.  Il  est 
évident ,  au  surplus ,  que  cette  compensation  a  lieu  d^autant  plus 
sûrement  ,  lorsqu'on  observe  chacun  des  tfoiàf  angles  de  chaque 
triangle,  et  qu'on  réduit  leur  somme  à  180*,  (767). 

780.  Peut-être  pensera-t-on  que  lés  règles  précédeates  sont  ra«* 
rement  utiles,  parce  qu'on  ne  trouve  pas  facilemeiit  <les  clochets' 
et  antres  objets  élevés  et  distincts,  sur  lesqtiels  on  puisse  diriger 
les  instrumens ,  pour  former  des  triangles  wee  les  èonditions  1er 
plus  avantageuses.  Mais  on  peut  très-souvent  suppléer  fc  ces  4>b)eti 
par  des  signaux  plantés  exprès  dans  les  positions  où  on  les  désire» 
Boscovich  élevait  des  espèoes  de  eabançs  carrées  ou  circulairet  ^ 
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de  quatorze  pieds  de  diamètre^  et   d'une  élévation  quelquefois 
{4us  grande,  et  construites  avec  de  longues  brancbes  enfoncées 
profondément  en  terre,  inclinées   entre   elles  vers  le  f^te,   et 
uni 69  par    des  branches  transversales  assujéties  avec  des  cordes 
e|  des  dous^  Ces  cabanes,  revêtues  de  feuillages,  s*appercevaient , 
mêpie  avec  de  faibles  lunette  ,  jusqu'à  une  distance  de  cinquante 
militas,  lorsqu'elles  étaient  posées  sur  le  sommet  des  hauteurs  les 
plus  élevées  3^  di;  manière  à  ce  que  leur  image  fût  projetée  sur  le 
fCiel.  Sfmsçeitte  derrière  condition,  il  faut,  pour  les  appercevoir , 
QU  dinwuer  la  distance ,  ou  /coavrir  les  signaux  avec  des  draps 
qipi  autrefi[  matières,  tirauît  sur  le  blanc.  Une  toile  de  chanvre  en- 
^uitç  de  çihapx  fait  distinguer  le  signal  à .  vingt-quatre  milles  de 
41(4tançe«  Mais  ces  signaux  présentent  un  aspect  différent,  suivant 
qufils  sont  divef)sement  éclairés  par  le  seleil  à  des  heures  diffé- 
rentes; Aussi  les  Anglais  (jlelations  citées  (700)^  ont-ils  adopté 

l^assge  dès  irév^bères-.  et  antres  feux  dont  l'éclat  est  vif  et  la  ma- 
tière '  &eile  à  '  trâns{>oi:ter* 

0e. 3a  miMnièrei  êedt>ifCf^l6s  Plans  et  de  dresser  les  Cartes  topo^ 
graphiques  et  ^\  ùirtes  gé€^aphiques  de  peu  d*itendue% 


«         ' 


.  ^fii«  Qn  nomme  pï^n  d*^x^  terrein,  d^Qe  ville,  etc., un  dessin 
(Mti  sonft  tracées  ^  les  lignes  qiui  reptésente^^t  les  contours  du  terreio 
etrde  ses  prîixfip^jies'lpartiqs^.de  sprte  quf  ces  lignes >  prises  en*» 
temble,  forfuiçnt  une  figure  parfaitement  semblable  à  celle  du  ter- 
velu  idfu  de  liE^  ville,  considérée  sur  un  plan  horiaçontal,  abstraction 
faite  (des  élévatipi^i  SijpppjBfQ^ii  qu'wn  qlochfir,  ^oit  rasé  au  niveau 
du  80I;  la,  figure ;qpf  fermeront  les  bords, extérieurs  et  intérieurs 
des  murs  du  clocher ,  vus  sur  la  sur&ce  plane  du  terrein ,  sera  'ce 
qu'on  appelle  le  plan  du  clocher^  Qiumd  on  fait  le  plan  d'un  seul 
bâtiment,  on  peut  désigner  l'épaisseur  des  ixiprs  par  un  double 
trait;  mais  lorsque  le  plan  contient  un  espace  plus  étendu ,  on  ne 
peut  Qrdinaireme^t  iv  traccfr  le  périmètre. des  édifices  que  par  de 
^ples  hgnes. 

'  7»aii  VniplAû  eu, tope^aphiçue,  lorsqulî  présrate  toutes  les 
parfknlarités  du  (errèin  dessiné,  par  exemple,  les  églises,  les 
meisôos  isa  les»  sroupai^.de  maisons^  ks  m^uLms,  les  parcs ^  les 
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jardins f  les  deux  mes  des  rivières,  les  canaux,  les  torrens, 
les  aqueducs,  les  chemins,  grands  ou  petits,  etc«  Les  cartes ^^o- 
graphiques  désigneai  simplement  la  situation  des  villes,  des 
bourgs,  des  forêts  et  des  montagnes ,  et  le  cours  des  fleuves.  Nous 
ne  parlerons  pour  le  moment  que  de  celles  de  pays  peu  étendus; 
car  la  construction  de  la  carte  d*un  Royaume,  ou  de  plusieurs  Etats^ 
€xige,  comme  nous  le  verrons,  la  connaissance  de  la  Trigoaomé* 
trie  sphérique, 

785.  Nous  avons  vu  (71^6)  comment. on. forme  avec  la  planchette  rig.  s*. 
le  quadrilatère  abdc ,  exactement  conforme  au  quadrilatère  ÂBDC 
sur  le  terrein;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comment  on  déter- 
mine la  position  des  deux  objets  C  et  D,  relativement  aux  deux 
stations  A  et.  B.  On  déterminera  absolument  de  même  la  position 
d*un  nombre  quelconque  d'objets  qu'on  puisse  appercovoic  des 
stations  A  et  B  ,  au  moyen  de  lignes  tirées  des*  pqints  a  et  ^  dans 
la  direction  de  chacun  de  ces  objets,  comme  on  a  fait  pour  Iq^ 
lignes  ac,  ad,  bc,  bd.  Ces  lignes  sont  ordinairement  tracées  au 
crayon,  et  s'effacent  avec  la  gomme  élastique  ou  la  mie  de  pain 9 
lorsqu'on  a  marqué  k  l'encre  les  points  C,  D,  etc.  La  base  même 
«^efface  aussi ,  lorsqu'on  a  déterminé  les  positions  de  tous  les  objets 
qui  en  dépendent. 

Si  Ton  veut,  de  plus ,  tracer  sur  le  plan  le  contour  d*un  champ ;| 
d'un  jardin,  etc* ,  on  marquera  à  l'encre  les  lignes  du  périmètre^ 
tirées  successivement  d'un  angle  à  l'autre,  telles  que  AB,  BD^ 
CD ,  AC,  en  supposant  que  ABDC  soit  le  contour  du  champ ^  du 
jardin,  etc. 

784»  Quant  aux  objets  qu'on  ne  verrait  des  stations  A  et  B  quo 
tous  des  angles  trop  inégaux  (773,  77O),  on  fera  bien  Ae  w& 
transporter ,  pour  déterminer  leurs  positions  par  l'observation ,  ai» 
extrémités  de  l'un  des  côtés  (par  exemple  de  AC,  ou  de  CD,  ofi 
de  BD,  etc.)  qu^on  aurad^abord  déterminés  des  statiops  A  et  B , 
et  en  choisissant  celui -de  cescêtés  qui  donnera  les  angles  les  moins 
inégaux.  Sur  ce  côté  choisi,  qu'on- peut  appeler  une  seconde  basa^, 
on  opérera  de  la  même  manière  que  sur  la  prenilère  base  AB  ;  et 
Ton  passera  ainsi  de  base  en. base,  jusqu'à 4^  que  l'on  ait  sur  la 
carte  la  position  de  fous  les  objets  qu'on  veut  relever* 
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785.  La  première  chose  que  l'on  doive  faire  est  de  former  au  bat 
da  plan  une  échelle  correspondante  à  la  grandeur  qu'on  veut  don- 
ner au  dessin  Sur  cette  échelle  on  prendra  la  longueur  que  doit 
avoir  là  base  qu'on  aura  mesurée  à  la  toise.  Je  suppose  que  cette  base 
soit  longue  de  mille  toises^  et  que  Téchelle  soit  divisée  en  pouces 
et  lignes;  si  on  prend  sur  cette  échelle  un  intervalle  de  8  pouces 
4  lignes^  ou  de  100  lignes >  pour  représenter  la  base  sur  le  papier , 
alors  un  espace  d'une  ligne  sur  le  dessin ,  répondra  à  10  toises  sur 

Je  terrein.  On  fera  ensorte  que  la  base  soit^  autant  qu'il  sera  pos- 
sible^  au  milieu  du  terrein  dont  on  lèvera  le  plan^  et  que  les 
extrémités  de  cette  base  soient  situées  de  manière  que  de  ces 
points  on  puisse  découvrir  un  grand  nombre  d'objets  à  comprendre 
dans  le  plan.  Selon  la  situation  de  la  base  sur  le  terrein ,  relative- 
ment à  son  périmètre  ^  on  décrira  de  même  sur  le  papier  ta  ligne 
qui  représentera  la  base  ^  en  la  plaçant  soit  au  milieu^  soit  plus  haut 
ou  plus  bas^  plus  à  droite  ou  à  gauche^  et  prenant  la  longueur  de 
cette  ligne  ^  comme  nous  l'avons  dit,  sur  l'échelle.  Cela  fait^  les 
intersections  des  lignes  tirées  d'après  l'observation  de  chaque  ob- 
|eC,  faite  de  deux  stations  différentes,  donneront  la  position  respec* 
tive  de  chaque  objet  sur  la  carte,  et  le  plan  sera  levé. 

786.  Pour  éviter  les  méprises ,  il  est  à  propos  d'écrire  à  l'extré- 
mité de  chaque  ligne  le  nom  de  l'objet  dans  la  direction  duquel  elle 
a  été  menée.  On  ne  notera  que  quelques  points  des  chemins»  pour 
fie  pas  multiplier  confusément  les  lignes  surie  dessin;  on  préférera 
les  points  extrêmes  et  ceux  des  points  intermédiaires  qui  se  trouvent 
aux  angles  les  plus  marqués  des  routes '^  s'il  ne  s'y  trouvait  pas  des 
objets  distincts  à  pointer,  on  y  ferait  planter  des  piquets  ou 
d'autres  signaux.  Tout  ceci  doit  s'entendre  aussi  des  rivières.  Nous 
Verrons  bientôt  comment  on  peut  représenter  sur  le  dessin  les  routes 
entières  et  les  fleuves  avec  leurs  tortuosités  et  leur  largeur }  de  même 
que  les  contours  des  églises,  des  maisons,  etc.,  pour  lesquels  il 
faut  employer  les  méthodes  précédentes  pour  déterminer  sur  le 
plan  les  deux  points  extrêmes  de  la  largeur  d'une  face  quelconque, 
en  préférant  toujours  celle  qu'on  peut  observer  le  plus  favorable- 
ment de«  deux  points  de  station. 

787.  Si  le  plan  qu'on  veut  lever  est  celui  d'une  ville ,  il   faut 
établir  les  stations  dans^  les  carrefours ,  et  mesurer  exactement  à  la 
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toise  la  distance  de  Tuae  à  l^autre  dé  ces  stations^  lorsque  chacune 
des  distances  ne  sera  pas  déterminée  sur  le  dessin  par  Tintersection 
des  lignes  tirées  de  deux  diverses  stations.  Il  est  à  propos  de  com- 
mencer par  la  place  la  plus  grande,  et  pour  en  lever  le  plan,  d'éta- 
blir à*peu-près  au  milieu  le  point  de  station.  Du  centre  de  l^ali- 
dade  on  tirera  sur  le  papier  une  ligne  vers  chacun  des  angles  des 
rues  qui  aboutissent  à  la  place:  on  mesurera  avec  attention  à  la 
toise  toutes  les  distances  de  chacun  de  ces  angles,  au  point  du 
terrein  sur  lequel  répond  à  plomb  le  centre  de  Talidade;  ensuite 
récheile  donnera  les  longueurs  des  lignes  du  plan ,  correspondantes 
à  celles  du  terrein.  Ayant  ainsi  fixé  les  extrémités  de  ces  lignes  > 
on  les  joindra  les  unes  aux  autres,  en  laissant  néanmoins  en  blanq 
les  intervalles  correspondans   à  la  largeur  des  rues  qui  donnent 
dans  la  place^  On  aura  de  cette  manière  un  assez  grand  nombre  de 
points  fixes  qui  serviront  pour  lier  entre  elles  toutes  les  rues ,  à  partir 
de  la  place.  Mais  il  serait  trop  long  de  détailler  minutieiisement 
tous  les  procédés  de  l'art  de  lever  les  plans;  on  en  apprendra  pirs 
en  un  jour  d'exercice ,  que  par  la  lecture  de  préceptes  multipliés. 

788,  Lorsqu'un  Ingénieur  fait  beaucoup  d'usage  delà  planchette, 
surtout  à  la  campagne,  il  peut,  avec  le  temps,  être  en  état  d'esti^ 
mer  à  l'œil  simplement  les  angles  et  les  distances:  muni  au  plus 
d'un  demi-cercle  ou  d'un  rapporteur,  quelque  petit  qu'il  soit ,  avec 
une  alidade  quelconque  pour  diriger  le  rayon  visuel ,  il  relèvera  les 
angles,  à  un  degré  près,  plus  ou  moins*,  et  s'il  est  exercé  à  mesurer 
les  distances  au  pas,  il  pourra  dessiner  un  terrein  avec  une  exacti* 
tude  très-approchante  de  la  vérité.  C'est  en  cela  que  consiste  sudp 
tout  l'habileté  des  Ingénieurs-militaires,  qui  ont  rarement  le  temps 
et  la  liberté  d'emplojer  la  planchette  ou  autres  instrumens  pour 
lever  leurs  plans.  Les  Géographes  eux-mêmes  n'ont  souvent  pas 
besoin  d'une  plus  grande  précision  pour  placer  sur  la  carte  les 
lieux  de  peu  d'importance ,  quand  ils  ont  déterminé  avec  exacti* 
tude  les  positions  des  villes  et  autres  lieux  remarquables.  Rarement 
les  cartes  géographiques  sont  d'une  échelle  assez  grande  pour  qu'un 
demi-mille  j  occupe  un  espace  sensible. 

78g.  La  largeur  des  routes  se  mesure  à  la  toise.  Pour  avoir  cell« 
4es  rivières I  on  peut  mirer ^  de  chacune  de  deux  stations^  comme» 


^^ 
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à  l'ordinaire^  deux  objets  ou  signaux  posés  Tun  en  face  de  l^autre 
sur  les  deux  rives.  Mais  le  moyen  le  plus  expéditif  pour  relever 
les  sinuosités  des  routes  et  des  rivières ,  ainsi  que  leur  largeur , 
i^ig  38.  c'est  d'employer  la  boussole.  Il  faut  qu'elle  soit  d'un  grand  dià* 
mètre  ^  autant  qu'il  sera  possible  ^  très-sensible  ,  et  bien  montée 
dans  une  boite  quarrée ,  dont  les  côtés  doivent  être  parallèles  aux 
lignes  ABj  CD,  destinées  à  indiquer  le  nord,  le  sud  ^  l'est  et 
l'ouest.  L'intérieur  de  la  boîte  doit  être  circulaire  et  divisé  en  36o 
parties  ,  ou  même ,  pour  avoir  le  demi-degré ,  en  720  \  la  pointe 
de  l'aiguille  aimantée  doit  raser  le  bord  de  ces  divisions  sans  les 
toucher,  pour  qu'on  puisse  voir  avec  plus  de  certitude  et  de  précision 
k  laquelle  d'entre  elles  correspond  cette  pointe.  En  dehors  de  la 
boîte  est  une  pièce  £F  de  forme  prismatique,  parallèle  au  diamètre 
AB  ou  à  la  ligne  nord  et  sud,  et  qui  porte  sur  ses  extrémités  deux 
pinnules  que  l'on  n'a  pas  dessinées  sur  la  figure ,  pour  éviter  la 
confusion.  La  vis  Y  sert  à  fixer  la  pièce  £F ,  qui  cependant  doit 
pouvoir  tourner  à  frottement  dur  sur  la  partie  lissé  de  la  vis ,  en* 
^orte  qu'on  puisse  diriger  les  pinnules  vers  les  objets  hauts  ou  bas, 
tandis  que  la  boîte  de  la  boussole  reste  toujours  parallèle  à  l'ho- 
rizon ,  pour  que  les  mouvemens  de  l'aiguille  s'exercent  avec  liberté 
et  exactitude. 

j.jg  ,,  790.  Cela  posé,  soient  K,  H  ,  deux  objets  dont  on  veut  prendre 
la  distance  angulaire  vue  du  point  G.  De  ce  point  on  observera 
par  les  pinnules  l'un  des  objets,  par  exemple  K.  Je  suppose  que 
.dans  cette  position  de  la  boussole  l'aiguille  aimantée  se  trouve 
dans  la  direction  CF.  La  direction  CK  des  pinnules  étant  parallèle 
au  diamètre  AB  (fîg.  38)  de  la  boussole,  il  s'ensuit  que  l'angle 
que  fait  Paiguille  aimantée  avec  ce  diamètre ,  est  égal  à  l'angle 
FCK.  On  notera  la  grandeur  de  cet  angle  ,  indiquée  par  les  divi- 
sions ,  et  on  tournera  la  boussole  de  manière  i  observer  par  ses 
pinnules  l'objet  H  :  Taiguille  aimantée  prendra  encore  la  direction 
CF ,  et  indiquera  dans  ce  cas  l'angle  FCH.  La  différence  des  deux 
angles  observés  sera  l'angle  cherché  KCH. 

Il  est  évident  que  si  les  deux  objets  éf^  ient  N ,  K ,  c'est-à-dir« 
a'ils.  étaient  situés  l'un  à  la  droite ,  l'autre  à  la  gauche  de  la  direc- 
tion CF  de  l'aiguille  aimantée,  l'angle  cherché  NCK  serait  la 
tomme  des  deux  angles  observés  NCF ,  FCK*. 
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791.  Actuellement  il  nous  sera  facile  de  dessiner  les  sinuosittSs 
du  cours  d'une  rivière  et  sa  largeur.  On  plantera  des  piquets  aux 
points  D,  E,  F,  G,  H,  c'estrà-dire  aux  points  où  les  courbure^  du Fig.  39. 
rivage  seront  plus  sensibles  ;  on  mesurera  à  la  toise  les  distances 
DE^  £F,  FG^  GH^  et^  avec  la  boussole^  les  angles  qu'elles  font 
entre  elles.  Je  suppose  qivp  la  direction  de  Taiguille  aimantée  soit 
successivement  DN ,  EN ,  FN ,  GN ,  HN,  Il  est  clair  que ,  du 
point  G,  par  exemple^  en  observant  Tobjet  H^  on  aura  PangleNGH^ 

et  en  observant  l'objet  F^  l'angle  NGF-,  la  somme  de  ces  deox 
angles  retranchée  de  36o%  dans  le  cas  de  la  figure  ,  donnera  Tanglç 
cherché  FGH. 

792.  Pour  ne  pas  multiplier  trop  les  stations  ;  en  même  temps 
qu'on  mesurera  les  bases  DE»  EF^  etc. ,  on  mesurera  aussi  leurs 
distances  perpendiculaires  au  rivage,  lorsque  ces  distances  varieront 
notablement  entre  elles  ;  elles  sont  exprimées  dans  la  figure  par 
les  lignes  ponctuées  qui  tombent  sur  GH.  On  mesurera  de  même 
les  distances  des  stations  G ,  H ,  etc.  au  rivage.  Ces  perpendicu- 
laires dispenseraient  d*ob8erver  les  angles  j  pour  indiquer  le  cours 
de  la  rivière^  si  l'on  traçait  les  bases  GH»  FG>  etc.,  sur  le  plan j 
dans  la  directioii  et  dans  les  proportions  de  grandeur  qui  leur  cdn« 
viennent ,  lors  du  relèvement  des  objets^  au  travers  des  pinnules 
ou  de  la  planchette  ou  de  la  boussole. 

On  relèverait  par  les  mêmes  méthodes  les  contours  irréguliers 
d'un  terreio,  d'un  bois^  etc.,  et  les  tortuosités  des  chemins* 

79?.  Si  on  veut  prendre  la  largeur  d'une  rivière  par  le  mojeâ 
de  la  boussole,  on  observera  de  deux  stations,  comme  F  et  G> 
un  objet  ou  signal  S  placé  sur  la  rive  opposée.  En  retranchant  des 
angles  NGS ,  NFS ,  les  angles  NGF  ,  NFG ,  on  aura  les  angles 
SGF,  SFG.  Ceux-ci^  formés  sur  la  base  FG  du  plan,  donneront 
le  point  S. 

Il  fant  faire  cette  [opération  dans  tous  les  points  où  la  largeur 
de  la  rivière  varie  sensiblement» 

794*  Lorsque  Ton  a  sur  le  plan  Pune  des  faces  (786)  d'un  édifice  , 
d*un  endos,  d'un  groupe  de  maisons,  etc.  on  mesure  à  I9. toise  les 
longueurs  des  autres  c6tés ,  et  on  relève  à,  la  boussole  les  angle* 
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qu^ilp  font  entre  eux;  c^est  ainsi  qu'on  peut  porter  tous  lenri 
contours  sur  le  plan. 

7g5.  On  se  sert  aussi  de  la  boussole  pour  relever  les  angles  dans 
les  mines  9  dans  les  souterreins.  On  mesure  à  la  toise  les  longueurs 
des  galeries  du  souterrein  >  et  on  parvient  ainsi  à  déterminer  sur 
terre,  à  ciel  découvert  »  les  directions  et  les  sinuosités  des  mines, 
et  à  trouver  à-peu-près  le  point  où  il  est  avantageux  d'ouvrir  un 
nouveau  puits  qui  puisse  aboutir  à  un  filon  donné.  Mais  ,  dans 
cet  usage  de  la  boussole ,  la  direction  de  l'aiguille  magnétique  est 
quelquefois  troublée  par  la  proximité  des  mines  de  fer  ^  du  voisinage 
desquelles  il  faut  se  défier. 

796.  Avec  la  boussole  et  le  ioch^  on  peut  encore  lever  à*peu-près 
le  dessin  d'une  plage,  d'un  port,  etc.  apperc^us  d'un  navire.  La 
boussole  donne  les  distances  angulaires  entre  les  promontoires  et 
autres  objets  situés  le  long  de  la  côte  \  le  loch  fait  connaître  le 
chemin  parcouru  par  le  bâtiment  entre  deux  observations ,  faites  à 
des  heures  différentes  (77a  et  suiv.) ,  des  distances  angulaires  des 
mêmes  objets.  Le  chemin  parcouru  sert  de  base,  et  sa  direction 
est  donnée  par  la  boussole.  En  formant  sur  le  plan ,  aux  deux  extré« 
mités  de  cette  base ,  tous  les  angles  relevés  ,  les  intersections  des 
lignes  tirées  de  ces  extrémités  donnerpnt  \e$  positions  de  tous  les 
points  observés» 

797.  Enfin  la  boussole  est  surtout  essentielle  pour  orienter  Içs 
plans  ;  c'est  à  cet  effet  que  les  graphomèires  sont  ordinairement 
garnis  d'une  boussole,  (707)*  Sur  un  plan  quelconque  on  indique 
par  une  croix  les  quatre  points  cardinaux ,  en  distinguant  le  nord 
par  une  fièche  ou  par  une  fleur-de^lys*  Cette  croix  fait  CQnnaitre 
)a  vraie  position  de  tous  les  objets  compris  dans  le  plan  j  relative- 
ment aux  poiuts  cardinaux.  Il  pst  il^  propos  de  fixer  ces  points  avec 
exactitude,  et  de  se  souvenir ,  lors  de  cette  opération ,  que  l'aiguille 
aimanté^  n'indique  p4s  précisément  le  vrai  point  du  nord ,  et  que 
sa  déclinaison  varie  dans  des  temps  et  dans  des  lieux  différent;  h 
l^aris  elle  est  actuellement  environ  de  aa""  à  l'ouest,  quantité  qui  ^ 
comme  Ton  voit,  ne  peut  pas  être  négligée.  L'imperfection  des 
petites  boussoles  dont  se  servent  la  plupart  des  Arpenteurs ,  le  peu 
d'altention  qu'ils  font  à  la  décUaaisoOi  et  la  sécurité  avec  laquelU 
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ils  relurent  les  petits  angles  même ,  donnent  lieu  à  de  grandes 
erreurs  dans  leurs  plans.  Maire  assure  dans  l'ouvrage  cité  ^700)  , 
qu'il  a  observé  jusqu'à  10  milles  d'erreur  dans  des  cartes  particu- 
lières -de  quelques  provinces  de  TEtat  de  TÉgllse ,  et  que  trois 
villages  situés  réellement  sur  une  même  ligne  p  ont  plus  d'une  foi« 
formé  sur  la  carte  un  triangle  équilatéraL 

On  peut  rapporter  à  une  ligne  quelconque  p  dans  un  pTan  » 
l'indication  des  quatre  points  cardinaux  :  il  est  plus  sûr  de  la 
rapporter  à  la  base.  On  observera  l'angle  que  l'aiguille  aimantée 
fait  avec  cette  base  sur  le  terrein ,  comme  on  a  fait  plus  haut 
pour  les  bases  DE,  EF,  etc.;  on  tiendra  compte  de  plus,  dans 
cette  opération,  de  la  déelinaisoin  de  l'aiguille  en  telle  année  et 
en  tel  lieu.  Cet  angle  ainsi  corrigé  se  formera,  dans  le  plan.^  ea 
menant  sur  la  base  une  ligne  tradée  au  crajon ,  laquelle  indiquera 
le  nord  ,  et  servira  de  règle  pour  former  la  croix  dans  la  partie 
du  plan  oik  il  paraîtra  plus  commode  de  la  placer.  L'usage  est  de 
disposer  les  plans  de  manière  que  la  partie  septentrionale  ioceupe 
le  haut  de  la  carte» 

798.  Nous  avons  vu  comment  on  se  sert  de  la  planchette  et  de  la 
boussole  pour  relever  les  plans.  Il  ne  faut  pas  employer  la  dernière 
lorsqu'on  veut  une  grande  précision.  De  même  aussi  on  préférera 
le  graphomètre  et  le  quart  de  cercle  à  la  planchette,  surtout  quand 
il  s'agira  de  grands  triangles  et  de  la  carte  géographique  d'une 
province. 

799.  Lorsqu^avec  ces  instrumens  on  a  mesuré  au  moins  deux  angle» 
dans  chaque  triangle ,  et  qu'on  a  calculé  toutes  les  réductions  , 
de  manière  i  avoir  la  grandeur  définitive  des  angles  sur  un  horizon 
commun,  il  faut  les  former  sur  la  carte,  en  commentant  par  les 
angles  sur  la  base.  Mais  en  employant  pour  cette  opération  la» 
méthode  même  la  plus  sûre  {704) ,  les  lignes  tirées  à  la  main  ne 
peuvent  jamais  avoir  une  exactitude  mathématique,  et  les  erreurs 
peuvent  se  multiplier  jusqu'à  rendre  inconciliables  les  positions 
éloignées  de  la  base.  Pour  éviter  cet  inconvénient  et  quelques 
autres ,  on  a  imaginé  de  rapporter  chacun  des  -points  principaux 
de  la  carte  à  une  seule  ligne,  qu'on  appelle  méridienne  (1009) # 
et  dont  la  direction  est  en  effet  précisément  du  septentrion  au  VBÛdU 
yoici  conune  on  s'y  prend. 

4X 
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rig.40.  800.  Soient  A ,  B ,  C,  D ,  F  ,  ctc*  les  points  que  Pon  vexd  placer 
convenablement  sur  la  carte.  Après  avoir  réduit  tous,  les  angles 
BAC,  ACB ,  etc» ,  il  faut  résoudre  les  triangle»  du  polygone  pour 
calculer  toutes  les  distances  ou  les  c6tés  AB,  AC^  CO^  etc.  On 
choisira  un  méridien  qui  passe  à-peu-^près  par  le  milieu  du  po1j« 
gone  ;  telle  est ,  par  exemple ,  dans  la  figure ,  la  ligne  AN ,  qui 
représente  le  méridien  du  point  A.  Il  faut  connaître  en  premier 
lieu  Pun  des  angles  BAN  ^  CAN*  Soit  0  le  soleil  couchant  ;  on 
observera  la  distance  angulaire  entre  le  soleil  et  fe  point  B ,  c*est« 
i^dire  l'angle  BAO*  L'Astronomie  donne  des  règles  pour  connaître 
fiicilement  et  exactement  Sangle  NAQ  au  moment  où  le  soleil  se 
couche.  La  différence  de  ces  deux  angles,  dans  Je  cas  de  la  figure^ 
est  l'angle  cherché  BAN  ^  en  le  retranchant  de  BAC ,  on  a  aussi 
CAN.  Soient  Be,  Cm  perpendiculaires  sur  la  méridienne;  connais» 
sant  AB  et  BAN  ,  on  résoudra  le  triangle  rectangle  AeB  pour* 
trouver  Ae ,  IRe  v  la  première  de  ces-  lignes  est  la  distance  àxt 
point  II  à  la  perpendiculaire  qui  part  du  point  B  ;  la  seconde  est 
la  distance  du  point  B  à  la  méridienne.  De  même  f  connaissant  AC 
et  CAN  f  on  trouvera  Am ,  Cm ,  distances  semblables  à  celles  ci- 
dessus^  relativement  au  point  C.  Retranchant  AB^  de  ABCf  on  a 
CB^,  qui ,  ajouté  à  FBC  ^  donne  l'angle  FBu ,  par  le  mojen  duquel 
et  de  FBj  on  trouvera  Fu  ou  se ,  et  Bu.  Ajoutant  ^^  a  A^^  on 
a  A^  ;  retranchant  Bz^  de  B^ ,  on  a,  eus=z  Fs. 


calculera  de  méfrae  les  distances^  du  point  A  à  la  perpen* 
diculaire  de  chacun  des  points  qu'on  veut  mettre  sur  la  carte  ^  et 
la  longueur  de  cette  perpendiculaire  elle-même,  ou  la  distance  de 
ahacun  de  ces  points  à  la  méridienne.  Avec  ces  deux  seulea 
déterminations,  on  fimra  sur  la  carte  la  position  de  chaque 
point,  B>  G,  etc. 

On  voit  donc  qu^ajant  une  fois  établi  sur  la  carfe  fe  poiJt  A  et 
le  méridien  AN,  toutes  les  positions  se  marqueront  indépendam-^ 
ment  les  unes  des  autres* 

Il  est  clair  que  si  au  Heu  de  l'angle  BAN  qu'on  déduit  de  Tob- 
servalion  du  soleil  couchant,  on  voulait  avoir  l'angle  CAN,  on 
le  trouverait  de  la  même  manière  ^,  en  observant  le  soleil  à  son» 
lever. 


DE  LEVER  LES  PLANS.  ^It 

8oi.  Cesf  pftr  cette  méthode  que^  dans  le  siëcle  dernier^  on  a 
levé  le  plan  géométrique  très -étendu  de  la  France  j  divisé  en 
i8o  cartes^  et  fondé  sur  la  mesure  de  19  bases  qui  confirment 
l'exactitude  des  opérations  et  des  calculs  trigonométriques  sur  un  - 
très-grand  nombre  de  triangles.  Mais  si  cette  méthode  diminue 
les  erreurs  qui  proviennent  de  la  main  du  Géographe  >  elle  nere« 
médie  pas  à  d'autres  erreurs  qui  tiennent  À  la  nature  même  de 
l'opération.  La  Terre  n'est  ni  plane^  ni  ronde;  elle  est  à  très- 
peu-près  de  la  forme  d*un  sphén  îde,  ensorte  que  de  la  réduction 
des  points  A>  B»  C^  efc.j  à  distance  égale  du  centre ^  il  résulte 
que  les  plans  ABC«  BCF>  CDF,  etc.  sont  inclinés  entre  eux^  et 
ne  forment  pas  un  même  plan  ACDFB  :  les  droites  Be,  Cm,  etc. 
peuvent  bien  être  perpendiculaires  au  plan  du  méridien  figuré  par 
AN,  mais  elles  ne  peuvent  tomber  sur  une  seule  et  même  ligna 
droite  AN ,  puisqu'elles  sont  dans  les  plans  de  leurs  triangles  res« 
pectifs»  c'est-à-dire  dans  des  plans  différens.  Nous  traiterons  (laoo) 
de  la  réduction  à  la  Terre  sphériquCf  et  (i563)  de  la  réduc« 
tion  à  la  Terre  sphéroïdale. 

Problèmes. 

« 

6021.  Déterminer  la  position  d'un  lieu ,  duquel  oh  apperçoià 
trois  points  dont  la  position  est  connue ,  tandis  que  de  ces  mêmes 
points  on  ne  peut  apperceuoir  ce  lieu  ;  ce  qui  arrive  lorsque ,  par 
exemple ,  on  ne  voit  que  la  pointe  d'un  clocher ,  k  laquelle  on  ne 
pourrait  s'élever  pour  appercevoir  le  lieu  D  d'où  l'on  a  observé 
cette  pointe. 

Soient  A>B,  C  les  trois  points  dont  la  position  est  donnée.; 
de  sorte  que  l'on  connaisse  toutes  les  parties  du  triangle  ABC;  et  '^'^ 
soit  D  le  lieu  à  déterminer;  il  s'agit  de  trouver  j  par  l'observation 
des  angles  m,  n ,  &ite  du  point  D ,  les  distances BD ,  AD ,  CD. 

Dans  les  triangles  ABD^  ACD ,  qui  ont  un  côté  commun  AD; 

on  a  AD  s — ^-—- — == —  .  Donc  sin.  AJBD  :  sm»  ACH 

un.  n  8UI.  m  *^ 

Il  ACsin.m:  ABsin.n;  et  par  conséquent  (IL  iZ^)i 

tang.  i  (ABD  -f  ACD) AC  an.  m  +  A3m.n 

tasg.  i  (ABD— ACD)  **"  AC sin. m — AB lin. i»' 
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»ig.4uD*oi!iL  résulte;  par  la  méthode  (44^)  ^ 

ABsis.  n  . 

«*  •  ACsin.  m' 

taDg.  I  (ABD— ACD)  =  tang.  i  (ABD  4-  ACD)  cof .  (45*+a}; 

La  demme  ABD+ACD  est  connue^  puisque  le  quadrilatère 
ABDC  donne  ABD+ACD  =  56o«— BAC— BDC.  On  trouve 
donc,  par  le  moyen  de  ces  formules,  la  valeur  absolue  (548} 
de  ABD  et  de  ACD;  après  quoi  la  détermination  des  distance» 
cherchées  dans  ce  problème  n^a  plus^  de  difEculté. 

Lorsque  tang.  i  (ABD — ACD)  se  trouvera  être  négative  ,  oa 
écrira  -f- tang,  i  (ACD —ABD),  au  lieu  de  —tang,  KABO— ACD)^ 

(75). 

Cette  solution  subsisterait,  lors  même  que  le  point  A  serait  siti^ 

sur  la  droite  BC ,  pourvu  que  Ton  connût  les  di^stances  BA,  AC« 

8o5*  Si  Ton  ne  désire  pas  de  connaître  les  distances  AD,  BD^ 
CD,  mais  seulement  la  position  convenable  du  point  D  sur  une 
carte,  on  la  trouve  plus  promptement  parla  construction  suivante. 
Imaginez  un  cercle  qui  passe  par  les  points  A,  B,  D;  vous  aurez  ^AB 
s=sin«  m.  Ce  sinus  est  proportionnel  au  rajon  du  cercle  supposé  t 
il^sera  donc  facile  (Sq)  de  déterminer  ce  rajon,  en  divisant  iAB 

AC 

par  sîn.7n  pris  dans  les  tables.  De  même  — : —  sera  le  rayon  du 

cercle  qui  passerait  par  les  points  A,  G,  D.  Si  donc  on  décrit  les 
deux  cercles,  et  d'Un  rajon  tel,  pour  chacun  d'eux  respectivement, 
qu'on-  Paura  calculé,  ils  se  coupefont  en  A  et  en  un  autre  point 
qui  marquera  sur  la  carte  la  position  cherchée  du  point  D. 

8o4*  De  la  construction  précédente  il  suit  clairement  que  si 
B  =  ;i,  on  a  aussi  Csm,  et  réciproquement;  car  alors  les  deux 
cercles  coïncident,  à  cause  de  réalité  des  x^j^^m.  Dans  ce  cas> 
le  nombre  des  positions  du  point  D ,  qui  satisferaient  à  la  ques* 
tionj,  est  infini,  et  le  problème  est  indéterminé*. 

8o5.  Du  sommet  d'une  hauteur  donnée ,  mesurer  la  distance 
horizontale  entre  deux  objets  situés  plus  bas. 
S4.    Soit  R  un  point  éltevé  de  la  quantité  donnée  RE,  sur  l'horizon 
commun  aux  objets  A,  P,  et  soit  à  déterminer,  du  point  R>  la 

distance  APt  Oa  prendra  l;«ngl«  dedistaioice  ABP^  et  les  angles  d» 
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dépression^  ou  les  complémens  de  PRE,  ARE.  Le  premier,  ARP, 
se  rédnira  à  AEP  9  au  moyen  de  notre  formule  (ySo)  ;  les  deux 
autres,  avec  le  côté  RE,  serviront  à  calculer  AE,  PEj  et  l^oa 
aura  ainsi  toutes  les  données  nécessaires  pour  trouver  le  côté  AP« 
(IV.  5e). 

Pour  donner  une  idée  des  applications  utiles  de  ce  problème  ; 
il  sujBBt  de  dire  que  comme  il  est  facile  de  mesurer  une  hauteur 
avec  une  grande  précision  parle  baromètre  (762) »  on  peut,  d'un 
point  saillant ,  sur  tine  montagne  escarpée,  déterminer  les  positions 
des  bourgades  dans  renfoncement  des  vallées  ^  sans  qu'il  soit  besoin 
de  mesurer  une  base* 

806.  Déterminer  la  distance  (tun  objet  A  perpendiculairement  f\^,y^ 
à  la  distance  CD  entre  deux  objets  inaccessibles  C  et  T),  et  la 
longueur  des  segmens  de  CD  formés  par  la  perpendiculaire. 

Qu'on  imagine  une  perpendiculaire  du  point  A  sur  la  ligne  (.D. 
En  mesurant  une  base  AB,  et  opérant  comme  on  a  dit  (ySS),  on 
connaîtra  les  valeurs  des  côtés  AC,  AD^  et  de  l'angle  compris 
CAD.  Alors,  par  la  formule  (6o5) ,  on  trouvera  les  segmens  de 
cet  angle  ,  et  l'on  aura  par  conséquent  deux  données  dans  chacud 
des  deux  triangles  rectangles  formés  par  la  perpendiculaire;  et  les  / 
formules  ordinaires  (SSy)  donneront  la  valeur  de  cette  ligne  et 
les  valeurs  des  segmens  de   CD. 

807.  Par  un  point  accessible  A,  mener  une  parallèle  à  une 
droite  inaccessible  CD* 

Après  avoir  fait  ce  que  nous  avons  enseigné  (7^5)  pour  con- 
naître AC,  AD  et  CAD,  on  résoudra  le  triangle  CAD,  pour  trouver 
la  valeur  de  CDA.  Alors,  pour  avoir  la  parallèle  cherchée,  il  ne 
reste  plus  qu'à  former  au  poinf  A,  avec  la  ligne  AD,  un  angle  égal 
i'CDAr  Cet  angle  se  formera  au  mojen  des  instrumens;  et  ea 
plau(ant  des  jalons  dans  la  direction  indiquée  par  la  lunette  ou 
par  les  pinnuleS|  on  aura  la  position  de  la  parallèle  |  déterminée 
sur  le  terrein. 

808.  Continuer  une  ligne  droite  sur  le  terrein  par-delà  un^^,^^ 
obstacle  qui  ne  permet  pas  de  voir  la  direction  de  cette  ligne. 

Soit  CD  la  ligne  qu'on  veut  continuer  en  EF.  On  choisira  un 
point  A  duquel  on  apperçoive  les  objets  C  et  P  ^  et  d'où  l'oi^ 
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puisse  aussi  découvrit*  le  terrein  où  l*on  cherche  à  déterminer  U 
position  deEF,  On  mesurera  CD  à  la  toise;  et  après  avoir  relevé 
les  angles  du  triangle  CDA>  on  calculera  AC.  On  mesurera  avec 
un  instrument  l'angle  CA£>  prenant  pour  AE  la  direction  qu'on 
fugera  la  plus  commode.  Supposant  CD  prolongé  jusqu'en  E,  on 
connaîtra  dans  le  triangle  CAE  les  angles  et  le  côté  AC  9  et  l'on 
trouvera  AE»  Sur  la  direction  AE  donnée  par  Tinstrument,  on 
mesurera  à  la  toise  une  distance  AE  égaie  à  celle  qui  a  été  don- 
née par  lé  calcul  ;  et  on  connaîtra  le  point  E  par  lequel  passerait 
la  ligne  CD  prolongée.  Alors  on  formera  en  E  un  angle  AEF  égal 
au  supplément  de  l'angle  connu  AEC^  et  on  aura  la  direction  cher- 
chée EF. 

609.  Si  la  distance  CD  était  inaccessible ,  il  faudrait  mesurer 
une  autre  base  AB;  en  opérant  sur  cette  base^  comme  nous  l'avon$ 
dit  (755),  on  déterminerait  AC  et  AD  ,  ou  bien  BC  et  BD,  et 
de  là  Tangle  DCA,  ou  l'angle  DCB.  Le  reste  est  évident  et  con« 
forme  à  la  marche  que  nous  venons  de  suivre  pour  trouver  EF«  ("^ 


(*)  Le  Cercle  répétiteur,  préférable  au  Quart  de  cercle  et  pour  la  commo- 
dité et  même  pour  Texactitude  des  résultats,  est  d*un  usage  assez  rare  jusqu'à 
présent  en  Italie.  On  n*y  connaît  de  même  que  depuis  peu,  les  Ouvrages  com- 
posés en  France,  dans  ces  derniers  temps,  et  qui  contiennent  des  formules 
xiouyelles  plus  générales  et  plus  précises  que  celles  qu'elles  remplacent,  surtout 
pour  les  grandes  mesures  «ur  le  terrein.  Aussi  M.  Cagnoli,  dans  cette  seccoade 
iédition ,  n*a-t-il  presque  rien  ajouté  aux  règles  qu'il  avait  exposées  dans  la  pre- 
mière ,  relativement  à  l'usage  de  la  Trigonométrie  rectiligne  sur  le  terrein  ^ 
règles  qui  sont  l'objet  de  ce  i3*  Chapitre.  On  peut  consulter,  i  cet  égard,  le 
Traité  de  Géodésie  de  M.  Puissant,  les  Méthodes  analytiques  pour  la  détermina- 
iion  d'un  arc  du  méridien ,  par  IIM4  Delambre  et  Legendre ,  et  le  premier 
volume  récemment  publié  de  la  Ba^e  da  Système  métrique  décimal,  par  M.  De^ 
Umbr».  (Note  du  TraduOeur.) 
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CHAPITRE    XIV. 

Résolution  numénque  de  toutes  les  Équations  du  second^ 
du  troisième  et  du  quatrième  degré  y  par  le  moyen  de 
la  Trigonométrie. 


9io.  1  o  u  T  E  équation  da  second  degré  e»t  lepréientée  par  cette 
formule  générale  : 

(A) 3[^  ^  px  =i  q. 

D'où  l'on  tire 

(B) :r  =  -i;7db  v/(i>*  +  ^> 

8i  I.  Si  ;e^  et  9  sont  des  quantités  ou  grandes  ou  fractionnaires >  le 
calcul  de  cette  équation  devient  laborieux  ;  mais  la  Trigonométrie 
donne  des  moyens  aussi  prompts  que  faciles  pour  en  tirer  la  valeur 
de  a;,  soit  exacte ^  soit  approchée^  suivant  les  cas.  Car  on  sait  que 
si  la  quantité  sous  le  signe  radical  n'est  pas  un  quarré  parfait , 
il  n*est  pas  possible  d'avoir  la  valeur  de  co  autrement  que  par 
approximation. 

61a.  Si  l'on  examine  I0  cas  où  le  radical  est  positif,  Véquation  (B) 

se  peut  alors  exprimer  ainsi  :  ^  =s — 7  f  ^i  —  \/^  >  4-  ^)  1  (^)^ 

En  faisant ,  (4^)  1 

(C) tang-A  =  ?^ 


et  par  conséquent  ~  p 


— : — T-2,  on  aura  x 

8in.  A     ' 


CQg.  A|/^ 

sin.  A 


(' — 4) 

\         COS.  A/ 


CO8.  Ay/^y       I—- coâ.A       1—008.  A 


m 


siD.  A  COS.  A 

X  S5  tang.  I A  (Z^. 


sin.  A 


:  X/7.  Donc  (L  409 


SiS  CHAP.  XIV.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

Or  on  a  déjà  par  l'équation  (C)  la  valeur  de  A  j  on  aura  donc 
celle  de  x  par  l'équation  (D), 

«i5.  Supposons  maintenant,  dans  l'équatîon  (B),  le  radical 
négatif}  réquation  (C)  sera  la  même ,  et  on  aura  a:  =  — f;?  x 

y  i        \        '  COS.  A  \/<y  1  +  C06.  A  _  1    +  C08.  A  / 

V  "T"ïSrÂ;'='"^     sin.A      ^       COS.  A      "^  sin.  A        ^    V  Y- 

Donc  la  seconde  valeur  de  x  sera  (I.  4^*)* 
(E) a:  =  — '  cot-  1 A  yq. 

814.  On  trouvera,  par  la  même  méthode  ,  que  les  formules  pré- 
cédentes s'appliquent  aussi  au  cas  où  l'équation  à  résoudre  (A) 
est  de  cette  forme,  x*  —  px  =  y.  La  seule  différence  est  que  la 
valeur  négative  de  x  est  donnée  par  Téquation  (D),  et  sa  valeur 
positive  par  l'équation  (E). 

8i5.  Soit  maintenant  l'équation  à  résoudre  (A)  de  cette  forme; 
a;'  +;7X  =  —  9;  on  aura  a;  =  ~i;>  =t  ViiP^  —  çyO^  on 
sait  que ,  lorsque  ç  est  négatif,  il  faut  qu'il  ne  soit  pas  plus  grand 
que  j  /?•  ;  autrement  la  quantité  sous  le  signe  radical  serait  ima- 
ginaire ,  et  il  A'existerait  aucunç  valeur  réelle  de  x  qui  satisfit 
à  réquation. 

816.  Cela  posé,  en  considérant  d'abord  le  radical  comme  positif, 
on  a  xidt^^pCi  ^l/^i  — ^).  Et  en  faisant,  (443)» 


P    ' 


ce  qui  donne  i  p  ==  -X^,  on  aura  j:  =:  -^  -4^  (i  —  co».  A)  = 

*■  "  '^         «m.  A'  «m.  A  ^ 

—  tang.  3  A  y/f ,  (I.  4o«),  c'est-à-dire  qu'on  aura  l'équation  (D) 
avec  le  signe  négatif  au  second  membre. 

817.  Considérons  actuellement  le  radical  comme  négatif;  ce  qui 
n'altère  pas  l'équation  (F)  j  nous  anrbnt  a:s=  —  î;p(ïH-  co*.  A) 

=r  -^  ^h.  ^^  +  ^'^V  ■^).  =ï  —  cot.  i  A  v/y ,  (I.  41")»  c'est-à-dire 
que  f  dans  ce  cas ,  noqs  aurons  l'équation  (E). 

818.  Si  l'équation  à  résoudre  (A)  était  de  cette  forme,  Jr*  — 
j»*  ss:  —  ^,  ce  <jui  n'altère  pas  l'équation  (F),  on  trourcrait  pas 


I 
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la  même  méthode  que  dans  le  cas  du  radical  négatif^  la  Taleur 
de  a:  est  celle  de  l'équation  (D),  et  dans  le  cas  du  radical  positif,  celle 
de  réquatîon  (E),  avec  le  signe  positif  pour  le  second  membre. 

819.  Concluons  que  les  équations  (D)/(E)  donnent  les  deux 
valeurs  de  x  dans  tous  les  cas  ;  q  est-il  positif  ?  on  aura  Parc  A 
par  la  formule  (C) ,  et  les  deux  valeurs  de  x  seront  toujours  de 
signes  contraires  :  q  est-il  négatif?  on  cherchera  Tare  A  par  la 
formule  (F) ,  et  les  valeurs  de  x  seront  toutes  deux  négatives  si  p 
est  positif^  toutes  àevçL  positives  ^i  ;;  est  négatif. 

8:10.  Exemple.  Soit  à  résoudre  Téquation  a;*  +  ^  x  =:  '^^\ 
On  aura,  (€),(»)#  ' 

a:«tang.iA  j/îi^5jj 
équations  dont  voici  le  calcul.  -'. 

log.  1695  =  5,3391697  -, 

pompl.  log.  12716  =  5,8956495 

somme       9^134^191 

demi-somme        9,56^4096 

log.  88  =  1^9444^3^7 
compl.  log.  7  5=  9, 15490196 

somme  ou  log.  tang.  A  =:  0^661 794^  sas  log.  tang.  77*  4^'  5i',  73 

log.  fang.  f  A  =  9,9061 1 15 
^mi-fomme  cinletsus        9,5624096 

Somme  ou  log.  as  s=  9,4685a  11  =  log.  0,3941176. 

8a  I.  Pour  savoir  si  cette  rajenr  positive  approchée  de  x  peut 
être  exprimée  par  une  fraction  exacte,  dont  les  deux  termes  soient 
des  nombres  entiers  de  peu  de  chi£Pres }  je  prends  le  complément 
de  log.  X,  et  le  considérant  comme  un  logarithme  négatif  (540) , 

je  trouve  —  0,5314789  =  log.  ^^  «Mctemcnij  et  multiplianit  cett* 
fraction  par  j5 ,  j'ai  «  ss  -V» 
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822'  Ceui  qui  voudront  calculer  cette  valeur  de  x  par  le  qiojev 
^e  la  formule  ordinaire  (B),  auront  lieu  de  recoonaStre  combien 
la.iolutioYk  trigonométrique  est  pln3  prompte  et  plus  facile. 

S^^.  Dans  le  oalcul  précédent  (820) ,  si  au  lieu  de  log.  tang.  £  A^ 
on  emploie  son  complément  ^  on  aura  log.  —  1;  =  9^6562981  =1 
logr  —  o,4^S3o85.  C'egt  la  valeur  approchée  négative  de  a^,  selon 
la  formule  (£)»  Si  l'on  prend  le  complément  de  lo^.  —  x^  os 

trouve  a:  ?=  —  -^■-  ^y  ,  ce  qui  n'est  pas  non  plus  «pe  valeur 

exacte  ;  de  sorte  qu^on  ne  peut ,  dans  ce  cas ,  la  réduire  en  une 
fraction  eicaete  et  composée  d^entiers  dans  ses  deux  termes.  Mais 
d'ailleurs  il  suffit  d'avoir  trouvé  la  valeur  exacte  de  +  «^  >  on  sait 
que  ç  est  le  produit  de  toutes  les  racipes ,  et  que  dans  le  cas  pré- 
sent les  deux  valeurs  de  a:  doivent  avoir  des  signes  contraires  (819)  r 

donc ,  en  divisant  ré?^-^  pM  ^  >  ^»  ^^^^  —  Hî  ?^^^  ^^  seconde 
valeur  exacte  de  x.  On  peut  vérifier  le  caleul  par  le  moyen  de 
cette  autre  règle,  que  la  somme  des  deux  racines  doit  être  égale  kp. 

824*  Passons  à  la  solution  des  équations  du  troisième  degréé^ 
On  sait  qu'aprètf  avoir  fait^  évanouir  le  second  terme ,  on  peut 
représenter  toute  équation  du  troisième  degiié  par  cette  formiiie 
générale  : 

(G) a'  -f-  ;7X  +  çr  =:  CK 

•    •        -       « 

I^a  solution  analjtique  de  cette  équation  e$t 
Je  récris  sous  la  forme  suivante  (116)  :  a;  =  »   . 

et  faisant,  <458) ,  ^  e=  teng/B ,  o» 


.&^.  3piti9:P<>ur  plus  de  simplicité j^  2y^jp^:^  K,  ce  qui  donne 


i>3 

/?  =  I  R* }  l'équation  (K)  deviendra  tang.  B  5=  ^  j  d'où  Ton 
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tire  g  =  tu — 1?«  1^  substituant  ceite  valeur  de  or^  ou  è,  x  ^=i 

y^  8tai«.  B    '^       cos.B      ^^  y^  Staog.B    "^       co«.  B       ~" 

(I.  4oe,  4i«) ,  OU  X  =  —  R  X  V"''°*-iB-K^°6îB,  mais (1. 58«), 

cot.  a  A  =  ^ — ~    ^^'    }  en  comparaol  le«  deux  dernières  équa- 
tions, et  faisant 


a 


(L) tang.A.s=  j/tang.  ^B, 

et  parcouséquent  cot.  A  =  ^cot.  7  B  ^  ôû  au^a  j?  ^tâ  —  R  x 
cot.  2  A.  Doue ,  en  remettant  la  valeur  de  R  ,  on  a  pour  équation 
finale 

■ 

(M) X  =i  —  cot.  aA  X  a  y/j  p* 

Ainsi  Ton  parvient  à  trouver  la  valeur  de  x  par  le  mojen  de  trois 
équations  très* simples  :  i**.  par  l'équation  (K)  on  trouve  uii  arc  B; 
a**,  par  l'équation  (L)  on  trouve  un  arc  A)  S"*,  par  Téquation  (M) 
on  a  la  valeur  chercliée  de  x. 

3a6*  Si  l'équation  à  résoudre  (G)  était  de  cette  forme  ^  x^  -^^px 
•^  y  =0 ,  alors  dans  la  solution  analytique  (H) ,  —  \q  deviendrait 
positif.  En  procédant  comme  ci-dessus,  on  parviendrait  aux  mêmes 
équations  (K),  (L)^  O^f  ^^^  <^Gtte  seule  dififéi^nce  que  le  se* 
cond  membre  de  la  dernière  aurait  le  signe  positif. 

827.  Supposons  maintenant  que  l'équation  à  résoudre  {Ci)  Soit 
de  cette  forme  : 

ce  qui  rend  ^;?^  négatif  dans  la  solution  analytique  (H).  On  auraorss 
Si  on  fak  (44:1),  ^ss  «in;*B,  ott 
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il  en  résulte  x  =  K  (— i  ^  X  i  ~cos.  B)  +  V/(— jÇ'  X  i  -rt-cos.  BV 
Mais  réquation  (N)  donne  ç  =  Trjr-gt  «n  faisant  toujours  R  = 

3 y/ 1 ;?  >  et  par  conséquent  p  ^^  R*.  Donc  «  =s  |/—  f  R'  >< 

■    '  '  3  3 

1  —  COS.  B    ,     ,3        1  rp3     .    i-fcos^. -p   ^  |/tang.iB4- v^cot.jB 

sm.  B  '*  sin.  d  a 

Mais  (I.  90^'  ^^ — ^  ^^' '     =  5J7JX*  ^^°^>  ^^  adoptant  Véqua- 

R 

tîon  CL)/  on  aura  a:= ! 3- ,  ou 

^    ^  '  ain.  a  A  ' 

(O) «ss—  t±!lP. 

^     /•••••  ""^  sin.  a  A 

On  trouve  donc  ainsi  la  valeur  de  x  par  le  mojen  des  trois 
équations  (N) ,  (L),  (O).  '^ 

r 

828.  On  reconnaîtra  que  les  mêmes  équations  servent  encore  > 
lorsque  l'équation  à  résoudre  (G)  est  de  cette  forme  ; 

x^  ~  px  —  q  ^=:  o. 

Mais  le  second  membre^ de  Téquation  (O)  devient  positif. 

Sag.  Les  deux  demi&re^  formes  exigent  que  -^^  ne  soit  pas 
une  quantité  plus  grande  que  i  j  autrement  on  ne  pourrait 
supposer  -^^  =  sin.^B ,  puisqu'un  sinus  ne  peut  jamais  tre  plus 
grand  que  le  rayon. 

850.  Si  donc  il  arrive  que  p  étant  négatif^  4p^  soit  >  279*^ 

ou  -ijp^  >  i  9*,  la  quantité  l/^i  —  -^^  se   présente  sous  une 

forme  imaginaire^  et  c'est  ce  qu'on  a  nommé  le  cas  irréductible f 
parce  qu'on  n'a  ptt  en  trouver  une  solution  analytique  générale 
délivrée  d'imaginaires  ^  si  ce  n'est  sous  la  forme  de  séries  infinies. 
On  sait  cependant  que >  dans  lé  cas  irréductible >  l'équation  a  ses 
trois  racines  réelles,  quoiqu'elle  n'en  ait  qu'une  dans  tous  les  autres 
cas.  que  nous  venons  d'examiner  et  de  résoudre. 

85 1.  Je  comprends,  avec  d'autres  Auteurs,  sous  le  nom  général* 
de  cas  irréductibles ,  toutes  les  équations  du  5«  degré ,  qui  ont 
trois  racines  réelles.  Il  est  inqtilè^  autant  qu'étranger  à  mon  bvt^ 
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d*entrer  dans  les  distinctions  de  l'analyse  sur  la  dëfioition  précise 
de  ce  cas^  d'autant  plus  qu'il  est  indifférent.pour  la  Trigonométrie^ 
que  les  racines  soient  rationnelles  ou  irrationnelles }  elle  découvre 

les  unes  et  les  autres  avec  une  égale  facilité. 

» 

85a.  Pour  j  parvenir ,  il  faut  abandonner  la  solution  analy- 
tique embarrassée  de  quantités  imaginaires,  et,  parmi  les  formules 
trigonométriques,  en  chercher  une  qui  soit  comparable  à  l'équajtion 

a;'.  —  ^  zfc  y  s=  o, 
qu*îl  s'agit  de  résoudre. 

• 

853.  Deux  formules  sont  de  cette  nature;  savoir  la  quatrième 
de  chacune  des  deux  tables  (4^0,  4^a).  Mais  pour  l'usage  de  ceux 
de  nos  lecteurs  qui  n'auraient  pas  étudié  le  chap.  .IX ,  nous  cher- 
cherons ,  par  le  seul  secours  des  tables  I  et  II  ^  celle  des  fqrmules 
indiquées  >  que  nous  emploierons. 

Sin.  5A  =  sin.  (  3  A  4*  A)  =  sin.  a  A  cos.  A  +  ces.  aA  sîn,  A  =s 
asin,  A  cos/A  H-  (i  —  asin.*A)  sin.  A  5=s  asin.  A  (i  r—  sin/A) 
+  sin.  A— 2 sin.' A.  D'où  sin.  3A=:3sin.  A — 4^1"*^^,  équation 
qui,  rendue  homogène  (io4)  ,  devient  R"  8in.3A  =  3R*  sin.  A  — 
4sin.'Aj  en  divisant  par  4f  ^t  transposant,  on  aura 

(P) sin.'A  —  f  R'  sin.  A  +  ^  R»  sin.  3A  =  o. 

834-  Comparant  cette  équation  terme  à  terme  avec  l'équation  pro- 
posée (83a)  ,  dans  laquelle  je  prends  d'abord  ç  conune  positif;  si  on 
fait  X  =  sin.  A  ,  on  aura  i*.  ;?  =^  |  R%  ce  qui  donne  R*  =3  |  /?,  et . 
R  =  a/^;?;  a\  ^  =  ^  R*  sin.  3A  =  |  ;?  sin.  3Aî  d'où  l'on  tire 

sin.  3A  =  ^.  Ce  sinus  étant  proportionnel  au  rayon  de  l'équation, 

qui  est,  comme  nous  venons  de  le  voir ,  ^\/  j  ps  il  faut  donc  (5g), 
pour  le  trouver  dans  les  tables,  le  diviser  parce  même  rayon, 
et  alors  on  aura 

(Q) sin.  5A  =  ^  X  -:—•. 

835.  La  valeur  de  3A  étant  connue  par  cette  équation,  celle 
de  A  le  sera  aussi,  et  par  conséquent  celle  de  :r=ssin.  A.  Mais 
comme  sin.  A  se  prend  dans  les  tables ,  où  R  =  i ,  il  faut  en-* 
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suite  le  itmltiplier  par  le  rajon  de  l'équation.  Donc 

(S) X  z=L  8ÎU.  A  *x  a  / 1  ;7. 

836.  Si  dans  réquation  (P)  on  met  S6o*  +  5A  au  lieja  de.SÀ, 
il  faudra  mettre  lao*  -f-  A  au  lieu  de  A.  Mais  sin.  (Séo*  +  5A) 
=  sin.  56o^  cor.  5A  +  cos.  56oî^  sin.  5 A  =  sîû.  3  A  ,  (75)  ;  l'équa- 
tfon  (Q)  est  donc  la  même  quaûd^  au  lieu  de  :»  =  sli4,  A ,  on 
fait  x  =  sîn.  (lio*  4-  A).  Cest  donc  une  sécdi^dè  valeur  de  x  qui 
satisfait  à  Téqiiation  (P),.Mais.siai  (i;io\+ A)  =sin.(6o^  — A), 
(54)*  On  aura  donc 

(T).. ...  ..».=:  8in. (6o«  —  A)  X  a  v/ 1 )». 

.837.  De  mètne,  si  dans  l'équation  (P)  on  met  7^0"*  +  SA  au 
iieu  de  SA,  ce  qui  donne  a4o''  +  A  au  lieu  de  A ,  on  aura  aussi 

sîtt.  (720*  H-' 5 A)  =  sin.  (56o^  -H  566*  4-  5A)  =s  sioi  5A,  et 
Inéquation  (Q)  subsistant  toujours  ^  on  aura  une  troisième  valeur 
de  x^^  qui  êera  x  =^  sin»  (  34^?  -H  A).  Mais  slm  (  240''  4^  A)  5= 

sin.  ( i«o*  +  6o*  H- A)  == —  sin.  (60*^  +  A)*  Doné 
(Z) j;  =  —  sin.  (6o*  +  A)  x  ^VhP- 

858.  L'équation  (Q)  .suppose  évidemment  (8ag)  que  l'on  n'ait  pas 
4;>'  <  27?*»  Aussi  i ces  solutions  ne  sont  applicables  aux  cas  ré- 
solus (837,  628)  que  quand  4/'^  =  2i7^*  précisément  :  àlor^  les 
formules  (S)  y  (T)-  donnent  deux  valeurs  égales  de  x^  et  la  formule 
(Z)  une  troisiènin^  valeur^  tandis  que  la  méthode  (827)  ne  donne 
qu'une  valeur  de  jt  ^  c'est-à-dire  la  dernière  (Z). 

8^9.  Qu^on  Véiiiàrqué  le  grand  avantage  des  sdiitions  trigono- 
métvilliies  pùttv  le  cas  kréduotible.  Par  le  âiojen  ^0  quatre  égua-^ 
tiens  seulement  >  (Q)  ,  (S)>  (T),  (Z) ,  dont  le  calcul  e%i  très-court, 
puisqu'elles  renferment  toutes  un  facteur  commun  i^V  \p9  9^^ 
solutions  font  connaître  les  trois  valeurs  ou  exactes  ou  approchées 
de  a; ,  valeurs  que  l'analyse  ne  trouve  ordinairement  que  par  iit% 
voies  laborieuses. 

84o«  Ces  mêmes  quatre  équations ,  en  changeant  seulement  le 
sijgné.dii  second  membre  des  trois  dernièréi/dohnënf  endore  les 
râleurs  cherchées ,  lorsque  q  est  négatif,  de  iorte  iço:bi\  aM  p^our 
r^(}aatlon  à  résoudre  ^  x^  -^px-^  q=:b.  £n  effets  ^lane  ce  cas^ 
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;$în,  5A.  devcnwt  négfLiifi,  on  4Q^i|M»p^  i^'  4-  5A,  (yS)^  au 
lieu  de  SA ,  et  par  conséquent  1l»«|f9fil6o^rff  A  au  iiou.de  A«  AJq» 
Jcs  formfilpe  sp  cony^ttii^eot,  fiàvçtx  Ç^)  cq.jCZ)>,(T)  w  (SJi  et 
(Z)  en  (T) /avec  le  chaugemcnt  de  ^iÇp.(Ç#  .   ,   ;^ 

.  841.  IDn  lécoimaStra  faj^lemciDt  quten  ajoutairt  plM'^e^^éttlroid 
la  circonférence  du  cercle  (856^  8S71) ,  on  n'aurait  jatiisds  d^aoti^ 
valeurs  de  œ.  que  les  trois  déjà  trcvuvées:  ce  quLçopfiroie  la  théorie 
des  équations  ^  suivant  laqtielle  rëquAtion  (P)  ne  peut  avoir  que 
trois  racines*  '^  ^  .jî^m..  •;      -   /       m.j 

Il  7  a  donc  trois  sinitt  q|ui;résirïf£nt>l*éqa^ion.(P)  ,  savoir  sin.  A, 
sîn.  (60*  ~  A)  ,  et  —  sin.  (60»  Hy  ÀÙ^.^  .  cj-.  l  :.  îi.oi.-     :!  .  ^I  V 

84^.  De  Ia.txi4ffi6..'0afiî&t^'i)tiie  nous  avons  eu  ces  trois  racines, 
on  trouvera  facil^tneilt  èelltes*fâ«  cltitétnïe  des  équations  des  tables 
(480  à  485).'^Il''&|;iiseiflemej;ii^|3server  qu'il  est  nécessaire  d*élever 
au  quarré  cetUs  -qvH-sont  impliquées  de  quantités  irrationnelles  ^ 
a1orsJé^num1)îte'dê^Ti^ines  dèviëni^^oùble^  chacune  d'elles  ajant 
deux  formes ,  l'wiVf  'pôkfttvS  tk  Vautre  négative. 

En  génériil^  :çA:éfant  IFmiiJtiplè  aie  A,  et  faisant  ^=  S6o%  les  ra- 
cines des  équa^9o3(49*)pouk:;^;&iiip^>  et  des  équations  (483)  pour/i 

pair,  sontVsin;  Ai  ^îiï,.  O  t'^  A  J^  ^|°t  ("^  4"  -A. J  ,  et  ainsi  de 

suite  jusqu'à  la  rdernière-stn/ ^«^  "^^   ^  ^^A  V  En  écrivant  cos.  an 

lieu  de  shi.  j  cësiàcin^s  sont  celles  de  toutes  les  équations  (48:2). 
Si  n  est  pair  /  lalôr^  /  6anf  la  fable  (4^)  >  sin.  nA  se  convertit 


I'  I 


en  sin**/zA ,  qui  éx)iu4^ut  à  '  "^^     j  d'où  résulte  évidemment 

quel'arc  mûluple  est  rééllëment  a  >2 A.  Ainsi,  pour  avoir  les  raçipes, 
H^ftniicââiis4M^ât{fé>s  cirdésjTuï  mettre  an  an  Heu  de  n\'siçe 
â^ëM  dànsié  ntmiértaièut^'dè'la  derniè;pe,  <jui  rtesté  lé  mètné  aîn^ 
que'ïet  préd^(iens>  et'dirâner  <à  chacune  le  signV  doublé 'z^^^  l.ç^s 
nèmeiy  tBisouhetnéhi  stappTiquent  fhcîleilient  fûx  ^liatiôns  Ç48j;  1 
■  et /pcyiir.n Impair,  àuk' équations  <485J.  '  ^'  ^''  ';','.  , 

Ces  préceptes  peuvent. être  appliqués  pair  ceu^  de'ipep.jL'epteurs 
qui  n'auraient  pas  étudié  le  chap.  IX  j  puisque  quand  qn  cherche 
les  racines  d'une'  équation  ;  il  n'importe  pas  dé  savoir  comment 

.'  ''  ».'  1*4. «-  ^ 
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elle  8*e8t  formée  */  et  c'est  pôt|r  que  ces  règles  soient  utiles  i  fous 
également^  que  je  les. ai  plaeéés-ici.  ^  "^  , 

^    64s.  ExEM^ÈES  dà  ta  résolution  des  éqiiations  du  troisième 
degré,  par  la  Trigonométrie.  '      *     \ 

.;  .SpÂt /|t  tésQddre  Téquatioa  x^  +  tkx^^  53'3so«  Cest  le  cas  de 
la,  formuli^  (G)^  On  aura  donc 

^      '  3  * 

tang,  A  ==s  |/  tang.  |  B 

">■«  —  cdt.âA  x'  /|.  *     '    '       '^     '•  ■ 

Toici  le  calcul  de  ces  équations. 

Ipg.  8  s=  O^SoSgggf 
compL  log.  3  s=  9,5:1^87875 

somme       o^4^^9^74' 

I  —  i     I     II       I  M   !■    ■  Il 

demi-somhfe^.,  ■  o,:i  1398437  ;;5.1og«  y  | 

•o(npl.  log.  ^  =ç  8^ôo45648;i 

'  ,.  log.  tftàg^B  s:  8,5i837çi3  > 

.  ;  /  .     .      B  =  i«  55' aa»,  16 

log.  faog.  i  B  3=  Bt^ijàZii 
It  tien  da  lof.  tang.  i  B  »  oq  log.  tang.  A  ^  9,495/457 

A  ==  14*  16'  49',  49 


i>     I 


<    *   "» 


/«     k 


Io£.  oott  a  A  c=  Q«a64i368 
lûg-  1/1  =  0,21:19844 


iomqie  ou  log,  -^  a:  ;;;=  Oj^jji^tia.zzilog^  —  5. 

^4^v.^DAQIi  l'expression  log.  /-^  a;  que  nous  venons  d'empbjrerj 
ainsi  que  daps  Tartiele  8a$;  laissant  à  part  la  question  (366)  sor  Jas 
logarithmes  des  quaipitités  négatiws^  nous  ent^dons  (et  nous  entsn- 
drons  toyJAurs  )  que  Ip  logaritkme  d'une  quantité  négative  est  io 
mérq^  que  celhi  de  la  mk^x^  quantité  positive  ^  ensorte  qu'en  écri- 
vant (8;i3) ,  log.  —  :c  =:  9^6562981 ,  nous  n'avons  d'autre  but  que 
d'avertir  le  Calculateur  qu'il  dpit  donner  le  signe  négatif  à  la  valeur 
de  X,  c'est-à-dire  au  nombre  cojrrespondant  à  ce  logarithme/ 
lorsque  les  tables  lui  iauroot  donné  ce  noml}re« 


DU  TROISIÈME  DEfiRÉ.  •     j 

S44»  Propo«oii»-noii8  maintenant  de  résoudre  l'éqnation  «*— i«ia? 
, .  ^  =  o,  dans,  laquelle  p  étant  négatif,  il  faut  d'abord  recon- 
naître combien  de  racines  réelles  elle  doit  avoir.  Or  4;»»  =  4  x 
(îrf )%  et  37^  =  37  X  Ct*^)*î  et  log.4;»»  =  o,485,  log.  37^*  ds 
0,42a,  Donc  4/7»  >  37^*.  C'est  donc  le  cas  que  l'analjse  regarde 
comme  irréductible.  Nous  aurons  par  conséquent  (Q> , 

Les  trois  valeurs  de  x  seront  donc 

!•.  aî  =  sin.A  /ffffî 

a*,  a?  =  8in.(6o*  —  A)  ï/ffr|î 

5%  a?  =  ~  sîn.  (60*  +  A)  i/|fH. 

Yoici  le  calcul  de  ces  quatra  éqnatioiu* 

log.  161  a  =  5^307365o 
compl.  log.  i5a3  =  6,878440a 

somme        o^o858o53 
demi-somme       0^04^90126  log*  constant 

compl.  du  log.  constant        9>9^7og74' 

log.  4^4  =  3,61700054 
compl.  log.  4o3  c=s  7,39469495 

Donc  log.  sin.  5  A  =  9>^79^7  ^  log*  sin.  68*  5a'  18^,  5S 

log.sln.A  =  9,5891206 
log.  constant   0,04^9026 

»• log.  x  =s  9,653035a  s=  log.  0,4a857i4 

log.8in.(6o»  —  A)  =1  9,7810061 
log.  constant   0,0439036 

3* log.  X  =  9,8359087  ss  log.  0,6666666 

log.  sin.  (6o*  +  A  )  =  9,9966060 
log.  constant   0,0439036 

5' ..,..,.. ,  log.  — .  «  ^  0^0395986  is  log.  —  1,095358  ■ 
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A26  CHAP.   XIV.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

845.  On  observera  en  premier  lieu  que  la  valeur  négative  est 
-égale  à  la  .somme  des  deux  positives  ^  comme  elle  doit  l'être  ;  ce 
qui  preuve  Texaetitude  du  calcul.  Ensuite  il  est  facile  de  voir  que 
la  Mcende  valeur  de  x  est  |.  Poirr  savoir  si  les  deux  autres  valeurs 
peuvent  éfcne  «de  onème  evprimées  par  des  fractions  exactes ,  on  aura 
recours  &  Texpédient  que  )'ai  suggéré  (8x1)  ^  et  on  aura  pour  la 

première  valeur ,  compl.  Idg,  a?  =  —  0,5679768  =  log.  j-gg^gî 

et  il  est  aisé  de  voir  qu*en  multipliant  par  5  la  dernière  fraction ,  on 
a  x  =  f •  En  e£fet  log.  \  est  9,6530^33  ^  c'est-à-dire  précisément 
le  logarithme  de  la  première  valeur  de  x.  Mais  la  valeur  négative 
doit  être  égale  à  la  somme  des  deux  positives  ^. prises  avec  un  signe 
contraire  j  elle  sera  donc  *—  |  —  f  =  —  îf-  On  aura  donc j  pour 
les  trois  valeurs  de  x  dans  Téquation  donnée,  +  |i  +  7>  —  !!• 
En  substituant  séparément  chacune  d'elles  dans  l'équation,  on 
pourra  s'assurer  de  leur  justesse* 

846,  J'ai  rassemblé  les  solutions  de  toutes  les  équaticHis  du  second 
et  du  troisième  degré ,  dans  la  table  Y  ^  qui  a  para  utile  en  ce 
qu'elle  guide  le  calculateur,  sans  travail  et  avec  sûreté*  Je  vais 
m'occuper  de ,  la  solution  générale  de  l'équation  du  quatrième 
degré. 

Je  suppose  qu'on  ait  fait  évanouir  le  second  terme  de  cette  équa- 
tion :  ce  qui  se  peut  toujouos-,  comme *on  le  démontre  en  Algèbre  \ 
et  je  la  représente  par  la  formule  générale 

(t) a:*4-AjD*4-Biî-f-C  =  o. 

Puis ,  je  la  partage  en  deux  facteurs  du  second  degré ,  par 
exemple  (  x*  -f-  mx  +  n) ,  (^  —  mx  +  r)  ;  leur  produit  me  donne 
a^  ^{^n'\'T  —  m»)  x^  4*  mj^r^^  n^x  -f.  «>=  oj  d'où  résulte 
A  =  n^r^^m^ ,  B  =  m  (r—-  n) ,  C  =  nr.  Donc  aussi  r  +  /» 

e=A4-m^,  r  —  n=z^,  équations  tjui ,  par  addition  et  soustrac* 

tion,  donnent  les  deux  suivantes  : 

(0).   ....  arsEsA  +  jn*-!--}.    ^Ti^sA  +  'n*  —  -. 

Or  le  produit  de  ces  deu«  dernières  est  4^r  es  A*  +  aAm*  -f; 
n^  —  ;^  1  OU  i  es  sabstituaat.4C  à  é^r^ 


ou  QUATRIÈME  DEGRÉ.  33^ 

(^). .  .rr.  m»  -f-  a Am*  4-  (A*  —  4C)  m*  —  B*  as  o ; 

équation  du  5*  degrés  en  fiusant  m*=/.  Sa  solution  donne  la 
valeur  de  m;  puis  Ton  obtient ,  des  équations  (u),  let  râleurs  de  r 
et  de  n.  On  a  par  conséquent  les  quatre  valeurs  d§  m,  m.  moyen 
des  équations  :c*  +  mop -H n s=s o j  x*  — i7ix-f«i»ssa^ek  oe& va- 
leurs sont 

et  «s=+imdb|/(iiif*  —  r),oii 

847-  L'équation  (^)  renferme  six  valeurs  de  m }  mais  les  trol* 
positives  sont  égales  respectivement  aux  trois  négatireat  oommo^ 
le  fait  voir  Téquation  m^ssy;  qui  donne  m  s:  rb  |?^.  Substituant 
cette  valeur  de  m  dans  Téquation  (9),  elle  devient  jr^  «^  aAjr^  + 
(A*-— 4C)^  — B*  =  o.  Pour  chasser  le  second  terme ^  je  fais 
^s=:z-— |A}il  en  résulte  Téquatiou  finale  à  résoudre ,  qui  est 

(X) z^-(iA*+4C)z4-(|AC-^A»-B0=:o. 

S46.  Pour  trouver  la  valeur  on  les  valeurs  de  s  »  par  le  moyen 
de  la  Trigonométrie  >  ma  table  V  offre  les  formules  qui  suivent. 
i«cas«Si  4(|A*  +  4C)»<a7(|AC— tVA»  — B*)%on  a 


s 


tang.  £  ss  t/  tang.  i  D , 

(•) ^^,f*/(A'-H«.C), 

^    ^  8Ul.sE 

a«».  cas.  Si  4(1  A»4-4Cy>  ou 0=37(1  AC  —  ^A*—B^^ 
on  a,  ajMrès  avoir  fait  le  calcul  du  second  membre  de  Téquation  ('f*)â 
auquel  je  donne  encore  ^  quoique  improprement  dans  ce  cas  s  1* 
nom  de  sin«  D , 

sin.5F  =  ™î, 


^8  GflAP.  Xiy.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

«  =  dr  sîn.(6o'  —  F)  x  |  V(A^  +  12C); 
^  =  =f:  8iD.(6o^  +  F)  X  î  v/(A*  4-  laC)  j 

dans  lesquelles  trois  valeurs  dez,i\  faut  prendre  le  signe  supérieur, 
IcNTsque  ç,  dans  la  table  Y,  ou  la  quantité  qui  lui  correspond  dans 
Téquation  (%)f  a  le  signe  positif;  on  prendra  le  signe  inférieur, 
si  cette  quantité  correspondante  à  q  est  négative. 

849.  Dans  le  calcul  des  équations  précédentes ,  à  commencer  de 
l'équation  ('îr),  il  faut  changer  les  signes  des  quantités  A,  G^  suivant 
que  chacune  de  ces  quantités  se  trouverait  négative  dans  l'équation 
(r).  Si  la  quantité  G  est  négative^  et  qu'on  ait  de  plus  4  C  >  ^  A* } 
alors  le  second  terme  de  Téquation  (x)  devient  positif  ;  et  il  faut 
écrire,  dans  l'équation  ('4')  ^  tang.  D  au  lieu  de  sin.  D  ;  dan«  les 
équatioDS,(**  «)»  —  (A*  -f-  12C)  au  lieu  de  (A*+  laC);  et 
dans  l'équation  (^),  tang.  ^E  au  lieu  de  sin.  aE. 

850.  Voici  Papperçu  du  calcul  à  faire ,  et  des  règles  à  suivre  dans 
les  divers' cas. 

Équation  à  résoudre }      x^  +  Ax'  +  Bx  -|-  C  =  o. 

Si  dans  cette  équation  les  signes  de  A  et  de  G  étaient  négatif, 
il  faudrait  les  changer  dans  les  équations  qui  suivent.  On  y  fera 
A  =  o ,  si  le  second  terme  manque  dans  cette  même  équation» 
Enfin  on  observera  toujours  les  règles  (7 5 j  des  signes  pour  les  lignes 
trigonométriques. 

tang.  E  =  v'tang.  i  D  , 

atn.  â£ 

Si  G  a  le  signe  négatif,  et  que  de  plus  on  ait  la  C  >  A*,  sub- 
stituez dans  ces  fqrmules  •»  (A*  4^  13  G^  au  Heu  de  A'  +  i^C, 
t^ng.  D  au  lieu  de  sin.  D ,  et  tang.  ^Ë  au  lieu  de  sin.  nE. 

Mais  si  par  le  résultat  du  calcul  on  a  sin.  D  >  i  ^  alors  z  a  trois 
Valeurs  réelles  \  et,  an  lieu  des  deux  dernières  formules ,  oa  a 


DU   QUATRIÈME  DEGRÉ.  53g 

X  =î  8iB.  F  X  I  »/(A'  +  laC) , 
z  =  8iii.(6o'--.F)  X  I  v/(A*H-iaC), 
z  =  —  sin. (6o-  +  F)  X  f  /(A*  +  12C) , 
m  =  \/(z  ~  I  A). 

I^a  dernière  équation  a  lieu  dans  tous  les  cas*  Et  quand  z  a 
trois  valeurs ,  tirez-en  autant  de  valeurs  pour  m  ;  chacune  d'elles 
substituée  dans  les  deux  équations  qui  suivent,  produira  les  quatra 
mêmes  valeurs  pour  la  quantité  inconnue 

85i.  Exemple  L  Soit  proposée  l^équaticm  x^  -f-  5a:*  '+^Sox 

<4-  53  t=:  G. 

Alors    .     A  =  5 ,   B  =  5o ,    C  ;=  Sa.       Donc 

log.395  =  3,5945926  D=s245«  17'  5i',o4 

moitié i,  3971963         I  D=s  lai    38  55  j  5a 

log.  3  =  o,  5oio3oo         log. — 'taag.  iD  =  o,3ioi53o 
compl.  log.  3  .  =9,5338787  log.  •— tang.  E    =0,0700510 

1       »    /.  »       r  E  =  i3b'  33'  56',  58 

log- 1  /SgS  =  1, 131  io5o  ^E  _  ^g^.  ^y.  55.^  ,g 

log.  131=3,1173715  log.  — 11/393  =1,131I050 

compl.  log.  1938  =  6,  7136463  çjjmpi^  log.— sin.  3E  =  o,oo56353 

log.  — >sin«  D  =  9^  gSioâ'aS  '^S*,^  ==  i^xa^^Soa 

z=i5, 388446, 

7»  =  v/( i3,  388446 —  3 )  =  v/( II,  388446) 
log.  1 1,  588446  =  1, 0564644 

moitié    .  o,  5a83533  =:  log,  1»  ss?  log;.  5,<574679r 

«  =  — 1,687339  =fc^(- 1.-3,  347111^5-^5^)  =  .... 

—  1 ,  687339  =b  y/o,  097767  s==  —  1 ,  687339  =t:  o,  5  ^3661  • 
On  a  donc        a;  =  —  3}        arï=—  1, 374678. , 
Les  deux  autres  valeurs  sont  imaginaires. 


d5a  CHAP.  XIV.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

85a.  Exemple  II.  Soit  Téquation  à  résoudre 

a?*  —  3x'  -4-  5005  +  56  sss  o. 
Alors  A=a— 5,    B  =  5o,    C  =  56.    Donc 

X  I  v/68i. 

En  fkisant  les  calcals  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  (85o)j 
on  trouvera 

.    D  ==  !ï57*  5/ 4o%  67  E=:i52*58'49%o5 

z=  17,44064  OT=  v/19, 44064  =24,409154 

a:  =  — a  0::=:  — 3,40916, 

et  les  deux  autrev  valeurs  sont  imaginaires. 

853,  Exemple  IIL  Soit  à  résoudre  Inéquation  x^  —  3:r'~» 
Sox  —  88  =  0,  qui  donne  A=:  — îf,  B  =  —  5o,  C  =  —  68. 
Alors  C  est  négatif  1,  et  i:rC  >  AS  On  a  donc 

X  I  /1047 

D  =s  94*  a5'  i5',94  É  =:  45*  44'  i4',66 

z  =  —  cot,  aE  X  f  /—  ( A»  H-  ilC)  3*  —  cût.dE  x  |  ^1047 
ss  +  o,  ô55S8a 

-x  ss  0^^99278  ::it  v^«»,a44633  s=:  0,799278  db  3,200722.  Donc 

xiàt^i  â;  =7  — <  4«  4<m444« 

'  Lés  déûk  autres  râleurs  sont  imagpbtiairas» 

854«  Exemple  IV.  Soit  a^  —  laa?*  -|-  i2jf  —  5  =  o. 
Alors'  As=-—  la,  B=:ia,    €  =  —  S.  On  aura  donc 

^  X  4  i/5. 

Or  ^  X  4f/5  >  i.  Donc  «in.  5F  i=B  ^  x  jpj.  Donc 


«8=2,89898}  «8=4;  ;t  ssï  —  6, 89898 

m  as  |/io,  89Ô9Ô  i  m  sb:^ /la  B^  2 /5  )        m  a=  i/i#  »oioa  ^ 
ou 

171^5, 3oi36i}  m  SB  5, 4641016 }  m  =b  i,  o49^9^* 


DU  QUATRIÈME   DEGRÉ.  2Zt 

En  se  servant  de  la  seconde  valeur  de  z  et  de  m,  on  obtient 
pour  X  les  quatre  valeurs  qui  suivent  : 

aî  =  4-V/5±  v^(3—  |/5)i    ou 
a:  =  +  o,  4452768  j  a:  =^ —  5, 9075784  ; 

ar  =  +  a,  858o85i  î  0?  =  -h  o,6o6oi85. 

Que  Ton  prenne  la  première  valeur  de  z  et  de  m  ^  on  aura 

05  =  -  i,65o68o  =b  j/(4-o,  734745  +  g^s^) 

=  — x^65o68  sfc  |/(5, 375355  +  1,817433)  j  et 
oî  =  -f-  1, 65o68o  db  ^/(5,  375355  —  1,817453)  ;  ou 
a:  =  — i,65o68   rb  3,  356698;    a:  = -f- i,65o68db  1,307405 j 
ou  enfin       a;=:  +  o,  606018  j    x=,  —  5,907578) 

a:  =5  H-  3, 858o85  j     œ=:  +  o,  44^2'jj. 

En  prenant  la  troisième  valeur  de  x  et  de  m ,  on  trouverait  encore 
les  mêmes  quatre  valeurs  de  x. 

855.  Dans  la  résolution  trigonométrique  des  équations  du  second, 
du  troisième  et  du  quatrième  d^ré ,  lorsque  les  coeffik^iens  seront 
d'une  valeur  qui  ercédera  les  tables  de  logarithmes ,  on  pourra 
néanmoins  fiedre  encore  usage  de  ces  tables ,  et  se  dispenser  du 
calcul  fisttigant  et  peu  nécessaire  en  nombres  naturels.  On  regar- 
dera alors  comme  autant  de  zéros  les  chiffres  à  droite ,  qui  excé- 
deront les  limites  des  tables  :  et  quand  les  racines  exactes  n'outre- 
passeront  paa  cas  limites,  on  les  obtiendra,  ou,  dans  tous  les  cas,  au 
moins  les  racines  très*approchées ,  autant  que  le  permettra  l'étendue 
des  tables.  Çest  en  procédant  ainsi  qu'on  trouvera,  par  exemple, 
que  4585  est  racine  de  l'équation  x^  —  19787781  x  —  5575433964 
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CHAPITRE    XV. 


De  la  Résolution  numérique  de  toutes  sortes  et  Equations^ 


856.  Il  n*est  peut-être  rien  qtie  n'aient  tenté  le  travail  et  le  génie 
pour  parvenir  à  la  solution  générale  et  directe  des  équations  su- 
périeures au  quatrième  degré*  Ces  recherches  n'ont  pas  atteint 
le  but}  et  le  professeur  Ruflini^  analyste  habile  »  voulant  épargner 
à  d'autres  et  à  lui-même  un  temps  que  de  nouvelles  tentatives  au- 
^  raient  inutilement  dévoré ,  vient  de  publier  un  ouvrage  profond 
{  Teoria  delV  Equazioni),  pour  démontrer  impossibilité  du  succès* 

857*  II  reste  donc  deux  opérations  à  faire,  pour  résoudre  une 
équation  particulière  quelconque  par  la  seule  voie  qui  puisse  être 
applicable  à  toutes  généralement ,  c'est-À-dire  par  la  voie  indirecte 
eu  de  fausse  position.  Ces  deux  opérations  consistent,  i"*.  à  déter- 
miner les  limites  des  racines >  ou  i  trouver,  pour  chaque  racine, 
dans  la  suite  naturelle  des  nombres,  deux  nombres  entiers  et 
contigus  entre  lesquels  se  trouve  renfermée  la  valeur  de  la  racine } 
^''«  et  dans  le  cas  ou  cette  valeur  n*est  pas  l'un  des  deux  nombres 
Umitçs  f  à  passer  de  la  connaissance  de  ces  deux  nombres  à  ia 
recj^erche  de  la  valeur  intermédiaire,  exacte  (8ai,  84^,  SiSiS)^ 
ou  approchée ,  de  la  racine. 

I^es  problèmes  trigonométriques  conduisent  à  l'usage  de  ces 
opérations  ;  et  c'est  ce  qui  m'autorise  sans  doute  à  m'étendre  autant 
qu'il  est  nécessaire  pour  en  développer  la  marche  qui  embrassera 
la  solution  numérique  de  toute  équation» 

858.  Je  préfère ,  pour  la  recherche  des  limites ,  la  méthode 
de  Lagnj  {Mémoir.  de  VAcadém.  des  Sciences,  Paris,  1722), 
connue  la  plus  facile  et  la  plus  prompte  que  je  connaisse  \  mais 
»yeç  les  modifications  que  j'ai  cru  convenables ,  et  qui ,  outre 
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divers  résultats  avantageux  >  comme  on  le  verra  (586)^  ont  surtout 
pour  but  de  mettre  cette  méthode  à  l'abri  du  reproche  qu'on  lui  a  fait 
jusqu'ici^  de  ne  faire  connaître  ni  les  racines  multiples,  égales  ou 
inégales ,  renfermées  entre  les  limites  ^  ni  le  nombre  des  racines 
imaginaires  >  quand  il  s'en  trouve  avec  les  racines  réelles. 

859*  Je  représente  généralement  comme  il  suit ,  toute  équation 
ordonnée  ; 

a:-  4-  Aaî-=-  4-  Bx*— '  -f-  ctc -f-  Z  =  o. 

Chacune  des  quantités  A>  B,  etc.^  Z,  peut  être  positive  ou  négative  ^ 
et  exprimée  par  un  nombre  entier  ou  fractionnaire.  Je  suppose 
positive  la  valeur  totale  de  tout  exposant  ^  parce  que  c'est  Tusage, 
et  parce  qull  est  toujours  nécessaire  de  la  rendre  telle.  On  a  donc 
m>ny  m>  (n-^ p),  etc. 

86o.  A  a:  je  substitue  successivement  tous  les  nombres  de  la  suite 
naturelle  arithmétique  j  depuis  —  j  m  jusqu'à  'h  {m,  sans  exceptée 

le  zéro.  Mais  si  m  est  un  nombre  impair^  je  commence  de  —  ; 

et  je  finis  par  +  "''^  ,  quand  Z  est  une  quantité  positive  j  je 

commence  au  contraire  par  —  2^~^  et  je  termine  par  H-  ^y"> 
quand  Z  est  négatif» 

86i.  Je  dispose  ensuite  les  résultats  successifii  de  Péquation  sont 
les  valeurs  correspondantes  attribuées  k  x.  Si  ces  résultats  sont 
les  uns  positifs,  les  antres  négatift,  noos  aurons  entre  les  valeurs 
supposées  de  x,  qui  se  trouveront  avoir  fait  naître  des  stgnM  contigus 
différens,  nn  nombre  impair  de  racines  réelles  de  TéquÂtiôn^ 
desquelles  par  conséquent  ces  valeurs  sont  les  limites  (SSy). 

86^  En  effet,  dans  une  série  arithmétique  d'un  ordre  quelconque 
(celle  des  résultats  est  de  l'ordre  m) ,  il  ne  peut  y  avoir  change- 
ment de  signe  à  moins  qu'il  n'j  ait  passage  par  2éro  >  c'est-*à«dire 
précisément  par  le  point  où  toute  racine  réelle  amène  le  résultat.^ 
Une  seconde  racine  qui  serait  comprise  entre  les  mêmes  limites  p 
ehangerait  de  nouveau  le  signe  ,  sans^  que  cet  effet  fût  apperçu ,  le 
signe  précédent  se  retrouvant  alors  danslesrésultats.'  Une  troisième 
racine  rétablii^ait  la  eontrariété,4e8  signes  ;  et.aiosi  de  suite  alter* 

5o 
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z>ativement.  £t  telle  est  la  raison  du  nombre  impair  de  racines 
réelles ,  quand  les  signes  sont  dissemblables. 

863.  Exemple,  I.  On  demande  les  racines  de  Téquation 
x^  —  ^x^  +  4"^  +  66a;'  —  i^x  — •  99  =  o. 

864.  Qu'on  fasse  x^  —  90;*  -f-  ^x^  +  66a:'  —  12  a:  —  99  =  J^. 
y  représentera  le  résultat  provenant  de  chaque  valeur  (860)  substi- 
tuée à  a:  ;  et  le  premier  membre  sera  le  terme  général  de  la  série 
des  résultats. 

865.  Exécutant  ce  qui  est  prescrit  (860^  861  )  on  a 
Valeurs  èe  x^^^  ^^    a ,  —    i,        0,4-     ij+    ^^+     3; 
.Valeurs  de  jy  j  —  19 ,  —  55,  —  99,  —  49,  +  61 ,  +  81. 

Donc  nous  devons  avoir  (861  )  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  entre  les  valeurs  + 1  ^  +  ^  de  a; ,  qui  ont  produit  des 
signes  opposés  dans  les  résultats  contigus  —  49^  +  ^^^  ^^  effet, 
+  1,439^7^  ^^^  ^^^  racine  très*approchée  de  l'éqnation.  On  verra 
comment  elle  se  déduit  de  la  connaissance  des  limites  +  i  >  +  ^^ 
quand  nous  enseignerons  la  seconde  opération  annoncée  (857). 

866.  Mais  l'équation  (  863  )  a  cinq  racines ,  puisqu'elle  est  du 
cinquième  degré*  Pour  découvrir  les  limites  des  quatre  restantes^ 
(en  supposant  qu41  n'y  en  ait  qu'une  seule,  comme  il  arrive  le 
plus  souvent,  entre  les  limites  déjà  trouvées),  retranchez  lapre>- 
mière  valeur  de  j^  de  la  seconde ,  la  seconde  de  la  troisième,  etc. , 
et  écrivez ,  d^ms  Tordre  convenable ,  les  résidus ,  c'est-à-d  e  les 
différences  premières,  de^  résultats  ^  prenez  et  écrivez  de  même 
les  di£G£retices  secondée ,.  on  différences  des  premières  }  puis  les 
troisièmes,  et  ainsi  de  saite,  jusqu'aux  différences  de  Vordre  m* 

'66ji  Ces  dernières  jouissent  de  trois  caractères  remarquables. 
t*.  Elles  sont  constantes ,  ainsi  qu'il  appartient  aux  différences 
de  toute  progression  arithmétique,  s*.  Elles  ont  la  même  valeur  nu-» 
nérique  dans  toutes  les  ptrogressicos  du  même  ordre  ^ par  conséquent 
dans  celles  qui  naissent  des  équations  du  même  degré.  S"".  Cette 
iraleiir  est  égale  au  produit  de  tous  les  exposans  de  x  dans  Péquation 
considépée  conmié  complète^  (  o*est* à-dire  comme  ajant  tous  ses 
termes),  même  quand  elle  ne  ie  serait  pas^  ensorte  qu'on  peut 

^exprimer  pât  mÇm'^  i )  (in— ar). ....  (m— m— i)-  Ce  produit 
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nous  fournit  donc  un  mojen  de  comparaison  ^  pour  reconnaître 
si  le  calcul  des  résultats  et  des  différences  est  exact. 

668.  En  général^  soit  D  la  différence  première»  évidemment  cons- 
tante j  dans,  la  série  des  valeurs  de  x.  Soit  E  la  différence  cons- 
tante^ de  l'ordre  m^  des  résultats  >  et  m  le  plus  grand  exposant  (SSg) 

de  X.  On  aura  EssD"  X  77î(/7z  — i)  (m  —  a) (jn  —  m — i). 

On  peut  se  convaincre  par  des  exemples»  et  nous  en  donnons  un 
C9^^)  f  d®  Ici  vérité  de  cette  formule.  Pour  en  avoir  la  démons- 
tration »  qui  n'appartient  pas  à  ce  Traité  ^  on  peut  recourir  au 
Chap.  I  du  Calcul  différentiel  d'Euler. 

i 

869.  Reprenons  Pexemple  (865)  >  en  j  appliquant  les  préceptes 
(866). 

Valeurs  de  ^  ;  —  ,9,  —  55,  ~  99,  —  49^  +  ^i  »  +  81 

Différences  premières         — 16,—  64,+5o,  +  iio,-f-ao 

secondes  —  4^^  +  ^^4*  +60,  —  90 

troisièmes  -4-162^  —  54j-^ï5o 

quatrièmes  —  316  ^  —  96 

cinquièmes j  ou  de  Tordre  m^  ^\:xo^ 

870.  Si  l*on  veut  la  preuve  que  la  dernière  différence  -f*  126 
est  constante,  on  peut  calculer^  dans  Téquation  (864)  1^  valeur 
de  y  correspondante  àx  =  4^  ou  à  a;  =  —  5,  et  étendre  ainsi 
Topération  (869). 

Observons  que  lao  =  5.4*^«^*  <  >  comme  nous  Pavons  dit  (867). 
Ici  D  =  I ,  ensorte  qu'il  n*est  pas  nécessaire  de  recourir  à  la 
formule  générale  (868). 

871.  J'appelle  différences  initiales  celles  qui  sont  i  gauche  ^ 
-*-  16,  —  4^#  etc.;  et  différences^/za/^^,  celles qtii  sont  à  droite, 
4-  ao,  —  90,  etc.  Et  je  dis  que  par  la  seule  inspection  des  ini- 
tiales ,  on  verra  sur-le-champ  s*il  j  a  des  racines  moindres  que 

r^\m^  quand  Téquation  est  de  degré  pair ,  ou  que  — -    ~  ,  quand 

le  degré  est  impair;  et  par  la  seule  inspection  des  finales,  on 
reconnaîtra  le  nombre  des  racines  plus  grandes  que  -f-  7  m ,  *  ou 

plus  grandes  que  -f;  ^^ti. 
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87a.  Si  l'on  veut  avoir  d'autres  valeurs  successives  de  ^  par  les 
nombres  à  gauche^  c'est-à-dire  engendrées  par  les  valeurs  décrois- 
santes -— *5,  — 4 9  c^*  de  X,  on  les  obtient  sur-le-champ^  par  le 
moyen  des  différences -^  et  bien  plus  promptement  que  si  on  les 
déduisait  de  Téquation ,  dont  le  calcul  deviendrait  de  plus  en  plus 
fatigant.  On  dispose ^  ainsi  qu'il  suit,  les  différences  initiales  ,  en 
commençant  par  la  dernière  ou  cinquième^  qui  est  ici  +  i^o; 
on  soustrait  celle-ci  de  la  quatrième  qui  est  devenue  la  seconde  ; 
puis  le  résidu ,  ou  la  différence  quatrième  ainsi  modifiée ,  se  sous- 
trait de  la  troisième  ;  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
au  résultat ,  qui  ser«i  le  résultat  cherché  correspondant  à  a:  =  —  3« 
iVoici  l'opération  : 

+  120,  —  âï6,  4-  163,  —  48,  —    16 j  jr=: —    19J  a:=— -2« 
H- 120,  —556,  -^-49^,  —  546, -f-55oi  ^  =  —  54950:= — 5. 

Je  retranche  la  différence  cinquième  +  i^Oj  de  la  quatrième, 
— -2i6«  Le  résidu,  — -  556,  est  la  nouvelle  différence  quatrième, 
qui ,  retranchée  de  la  troisième,'  ou  de  +  i^^  f  donne  -f* 49^  pour 
nouvelle  différence  troisième;  et  continuant  ainsi,  je  finis  par 
déduire  la  nouvelle  différence  première ,  +  55o,  de  la  valeur,  —  19, 
de  ^ ,  et  j'obtiens  *-^  549  P^^^  nouvelle  valeur  de  ^ ,  laquelle  cor- 
respond à  la  valeur,  — 3,  de  x}  comme  on  peut  s'en  assurer > 
en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (864)«  Par  ce  procédé 
on  trouverait,  pour  ainsi  dire  en  se  jouant,  les  valeurs  de  ^,  cor* 
respondantes  aux  valeurs  successives  de  x,  — *4^~'5#  etc. 

Sj5,  Or  les  signes  H*  et  — -  des  différences  et  de^ ,  qui  résultent 
de  l'opération  précédente,  étant  alternatifs,  on  voit  qu'à  la  seule 
inspection  on  doit  conclure  que  les  valeurs  de  jr  iront  toujours  en  s*é- 
loignantdezéro,  et  toujours  avec  le  signe  négatif.  Car  la  cinquième 
différence  accroît  toujours  la  valeur  numérique  négative  de  Ta  qua* 
trième  *,  celle-ci  augmente  de  même  le  nombre  positif  dont  se  com-> 
pose  la  troisième  ,  qui  à  son  tour  produit  le  même  effet  sur  le 
nombre  négatif  do  la  seconde ,  comme  la  seconde  sur  le  nombre 
positif  de  la  première,  et  enfin  celle-ci  sur  la  valeur  négative  dey» 

La  sériç  des  valeurs  négatives  de  y  s'éloigne  donc  continuelr 
lement  de  zéro;  il  n'existe  donc  pas  de  valeurs  de  x,  au-dessous 
de  —  5 ,  qui  puissent  réduire  à  zéro  la  valeur  de  /•  D  *où  il  suit  que 
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réqnation  n*apas  de  racine»  réelles  négatives  au-dessous  de  «^  5.  Mais 
cette  conséquence  pouvait  se  tirer  de  Tinspection  immédiate  des 
di£Pérences  initiales  (86g)  ;  puisqull  était  évident  que  la  différence 
première^  -—  i6j  devait  être  convertie  en  positive  par  la  seconde^ 
avant  de  porter  sur  la  valeur  négative^  —  19^  de/.  D'ailleurs  elle 
D*eût  pas  suffi  par  elle-même  pour  Tanéantir.  L'assertion  (871)  se 
vérifie  donc  jusqu'ici* 

874.  Passons  maintenant  à  l'examen  des  différences  finales*  Four 
trouver,  parleur  moyen,  les  valeurs  consécutives  de /,  provenant 
des  valeurs  successives ,  +  4  >  +  ^  «  etc.  de  a: ,  il  faut  ajouter  la 
différence  cinquième  à  la  quatrième  ,  puis  leur  somme  à  la  troi- 
sième ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  formation  de  / ,  ainsi  qu'on  le 
Voit  dans  les  deui  lignes  qui  suivent; 

+  120,-96,—  i5o,  — .  90,+  20;  y  =  +  81  ;  x  =  +  5. 
+  130,  -f-  a4,  —  126,  -—  316,  —  196;  jrs=— ii5j  a?=:  +  4* 

875.  Yoilà  deux  valeurs  contiguës  de/ avec  des  signes  contraires» 
Il  y  a  donc  (861)  un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation^ 
qui  ont  leur  valeur  entre  -f-  3  et  +  4-  Et  dans  le  fait,  -+-  5,566774 
est  une  racine  très-approchée.  Mais  ses  limites  pouvaient  se  con- 
clure de  la  seule  inspection  (871)  des  différences^nales  (869),  sans 
faire  l'opération  (874)-  Car  il  est  manifeste  que  la  différence  cin- 
quième positive  ne  suffisait  pas  pour  détruire  à-la-fois  toutes  les  né- 
gatives, la  quatrième,  la  tJToisième  et  la  seconde  *,  et  que  ces  diffé- 
rences négatives  devaient  rester  encore  plus  que  suffisantes,  pour  con- 
vertir en  quantités  négatives  la  différence  première  et  la  quantité  y. 

876.  De  la  considération  du  signe  positif  de  la  différence  cons- 
tante ,  on  doit  inférer  qu'à  la  longue  cette  différence  doit  convertir 
toutes  les  autres  en  positives,  et  rendre  enfin  le  signe  positif ày, 
qui  ensuite  conservera  ce  signe  en  augmentant  toujours.  Donc 
(861)  il  y  a  au  moins  une  racine  positive  plus  grande  que  4  ;  et  si, 
pour  en  trouver  les  limites,  on  continue  l'opération  (874) >  on  aura 
—  579  et  +  1981  pour  valeurs  contiguës  de  j^  correspondantes  aux 
valeurs  -f-  7 ,  +  8  de  a:.  Ces  deux  dernières  sont  par  conséquent 
les  limitées  cherchées.  Et  en  effet,  +  7,266374  est  une  racine  très- 
approchée  de  l'équation  t 
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877.  Nous  avons  trouvé  les  limites  de  trois  des  racines.  La 
recherche  des  deux  autres  exige  de  nouvelles  règles. 

Toute  fonction  (392)  peut  être  représentée  par  l*ordonnée  d*une 
courbe  (63).  Dans  Téquation  (864),  y  est  fonction  de  x.  Nom- 
mant j^  l'ordonnée,  x  Tabscisse^  toute  équation  ainsi  disposée 
appartient  à  une  courbe  décrite  par  les  points  extrêmes  des  ordon- 
nées y,  (65). 

^78*  Four  plus  de  clarté,  je  mets  sous  lesjeui  la  courbe  de  Véqua- 
Ks-4'>  tion  (864).  La  ligne  horizontale  est  l'axe  des  abscisses,  O  le  point 
de  leur  origine  ;  à  gauche  de  ce  point  sont  les  abscisses  négatives ,  à 
droite  les  positives,  telles  qu*elles  sont  divisées  par  les  nombres. 
Les  perpendiculaires  représentent  les  ordonnées  correspondantes* 
La  courbe  passant  par  leurs  points  extrêmes ,  coupe  nécessairement 
Taxe ,  toutes  les  fois  qu'elle  traverse  de  Tordonnée  positive  à  l'or- 
donnée négative ,  ou  de  la  négative  à  la  positive.  Dans  l'intersec- 
tion ,  y  =  o;  d'où  il  suit  que  OA  =  x  est  la  racine  trouvée  (865). 
Les  deux  autres  (875,  876)  tombent  dans  le  prolongement  de  Taxe 
à  droite,  qu'il  m'a  paru  inutile  de  tracer» 

879.  Entre  les  ordonnées  -—55,  -—19^  qui  s'avancent  peu  hors 
de  l'axe ,  il  peut  se  faire  que  la  courbe  procède  ou  par  la  ligne 
ponctuée  qui  n'arrive  pas  jusqu'à  raxe>  ou  par  la  ligne  pleine  qui 
la  coupe  en  deux  points^  tels  que  B,  C.  Ce  second  cas  est  celui 
où ,  entre  deux  résultats  de  même  signe ,  se  trouve  un  nombre  pair 
de  racines jéelles,  —  OB,  —OC,  comme  je  Tai  indiqué  (862). 

880.  Ces  racines  sont  deux  racines  égales ,  si  les  points  B 1  C 
coïncident,  c'est-à-dire  si  Taxe  est  tangente  de  la  courbe. 

88 1.  Mais  les  racines  sont  imaginaires,  si  l'axe  ne  touche  en 
aucun  point  la  courbe  entre  les  ordonnées  — »  35,  —  19  #  qui  sont 
plus  courtes  que  les  ordonnées  négatives  qui  les  précèdent  et  qui 
les  suivent  immédiatement  hors  de  Tintervalle  qu'elles  com- 
prennent entre  elles.  C'est  le  cas  de  la  ligne  ponctuée. 

88a.  Aussi,  Téquation  dont  il  s'agit  ayant  OB,  OC,  pour  racines 
réelles  négatives,  comme  nous  le  verrons,  il  sufBt,  pour  que  ces 
racines  deviennent  imaginaires ,  de  transporter  l'axe  en  GE  ^ 
de  sorte  que  dans  cette  partie  il  passe  hors  de  la  courbe.  Et  ce 
déplacement  n'exige  que  d'alonger  Tordonnée  —  99  #  c'est-à-dire 


DES  ÉQUATIONS,  p3û 

de  changer  l'homogène  de  comparaison ,  en  mettant^  par  exemple^ 
dans  réquation  ,  —  io3  au  lieu  de  —  99. 

883.  Cette  théorie  m*a  conduit  à  établir  la  règle  suivante  : 
"Lorsque  des  résultats  successifs,   sans  changer  de  signes 

s'approchent  de  zéro f  puis  s'en  éloignent,  cette  circonstance 
indique  un  nombre  pair  de  racines,  ou  réelles  et  comprises  entre 
les  limites  correspondantes  aux  résultats  les  plus  t^oisins  de  zéro, 
ou  imaginaires. 

884.  Four  distinguer  les  racines  réelles  des  imaginaires ,  voyez i 
au  moyen  de  valeurs  intermédiaires  de  o;^  s'il  j  a  mutation  de 
signes  dans  les  valeurs  correspondantes  de  y.  Si  ce  changement 
a  lieuj  concluez  en  faveur  des  racines,  réelles.  Si  les  épreuves  vous 
apprennent  au  contraire  que  cette  mutation  ne  peut  avoir  lieu ,  les 
racines  sont  imaginaires*  On  verra ,  par  tout  ce  qui  suit^  combien 
cette  vérification  est  prompte. 

885.  Dans  le  cas  de  Téquation  (864)^  qu'on  suppose  xz=.  —  \, 
il  en  résulte  jr  =  4- 1| ,  valeur  positive  qui  est  entre  les  négatives 
—  55,  —.19.  Il  j  a  donc  deux  racines  réelles  négatives^  Tune 
entre  les  limites  —  i ,  —  | ,  l'autre  entre  les  limites  —  \,  —  a.  En 
effet  -^  1,478091  et  —  1,794829  sont  des  racines  très-approchées  de 
l'équation  proposée. 

886.  Nous  avons  donc  trouvé  les  limites  de  chacune  des  cinq  racines  ; 
et  cela  avec  une  extrême  facilité ,  puisque  d'une  part  les  opérations 
sont  rapides  et  sans  travail ,  et  que  de  l'autre  nous  prenons  l'équa* 
tion  telle  qu'elle  se  présente ,  sans  nous  occuper  ni  de  transfor* 
mations ,  ni  à* éliminations ,  ni  même,  ainsi  que  nous  le  verrons^ 
défaire  disparaître  les  fractions.  Il  suffit  de  purger  l'équation  des 
quantités  irrationnelles.  Le  coefficient  même  qu'aurait  la  puissance 
la  plus  élevée  de  x,  pourrait  subsister  \  seulement  alors  les  différences 
renferment  ce  même  facteur ,  et  exigent  plus  dé  calcul ,  parc« 
qu'elles  sont  plus  fortes.  On  peut  en  voir  un  exemple  (914)* 

Qu'on  observe  encore  que  l'union  des  valeurs  positives  et  néga-» 
tives  de  x,  dans  une  seule  opération  (860),  réduit  le  travail  à  moitié, 
soit  parce  qu'on  trouve  à-Ia-fois  les  limites  des  racines  tant  posi- 
tives que  négatives ,  soit  parce  que  le  calcul  de  chaque  puissance 
de  X  sert  &  deux  emplois ,  la  valeur  numérique  de  la  puissance 
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étant  la  même,  soit  pour  x  positif  j  soit  pour  x  négatif.  Ajoutons 
enfin  que  ces  puissances  sont  très -faciles  à  calculer  ^  puisquli 
s^agit  des  nombres  les  plus  petits  entre  les  entiers. 

887.  Passons  à  d'autres  exemples^  pour  servir  de  direction  dans 
les  divers  cas. 

Exemple  II.  Soit 

a?  —  /^a^  -(-  4a:'  —  ao?*  —  5x  —  4  =  o  =  JK» 
Valeurs  dex;        —  3*—     i*        0,4*    i>+    3>+    ^ 
.Valeurs  àe  y\    —  i5o,  —  10,  —  4>  *—  i^i  —  23,  —  10 
Différences  premières   -f-  130,  -f-  6,  —  6,  —  la,  -f-  la 

secondes         —  ii4>  —  "f  —  6,  +2^ 
troisièmes  -f-  loa ,  -f-  6*  +  5o 

quatrièmes  -^  96,  +  ^4 

cinquième  constante        +  lao, 

888.  Observez  d^abord  que  la  différence  constante  ii20  est  la 
même  que  celle  (869)  de  Téquation  du  cinquième  degré  (863); 
ce  qui  est  conforme  à  ce  que  j'ai  affirmé  généralement  (867), 

Puis ,  de  la  seule  inspection  des  différences  initiales  affectées  de 
9jgnes  alternatifs  j  vous  conclurez  (873)  que,  de  ce  côté,  la  valeur 
de  y  doit  aller  toujours  en  décroissant ,  et  que  par  conséquent 
réquation  n*a  aucune  racine  négative }  ce  qui  démontre  Terreur  de 
la  règle  de  Newton ,  d'après  laquelle  il  affirme  (  Arithm.  unw. 
Tom.  II,  Chap.  II)  que  cette  même  équation  a  deux  racines 
négatives. 

De  même,  un  coup-d*œil  sur  les  différences  finales  vous  apprendra 
que  le  signe  de  y  doit  changer  dans  la  valeur  de^  correspondante 
à  la  valeur  -f-  4  de  x,  et  qu'ensuite  cette  valeur  de  y  croîtra 
perpétuellement  de  ce  côté ,  et  toujours  avec  le  signe  positi£  Il  y 
a  donc  un  nombre  impair  de  racines  réelles  entre  les  limites  +  3  ^ 
ri- 4*  En  effet  +  3,131  est  une  racine  très-approchée. 

889.  Maia  de  plus  les  résultats  i—  10,  — 4*~'^^  *o°t  ^*°*  ^® 
cas  de  la  règle  (883) ,  et  indiquent  un  nombre  pair  de  racines 
entre  les  limites  —  i  j  +  i.  Je  fius  x  5=1:  +  i;  et  je  trouve  y  =; 
•—  6  3^!  Si  je  prends  j:  ==  —  J ,  alors  y  ==  —  a  j|.  Donc  les  limites 
S^i  ont  prodif it  jles  r!$sult§its  les  plus  voisins  de  zéro  |  sont  9  et 
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—  î*  Je  8appoS6  encore  a:  =  —  :! ,  et  j*ai  /  ==  —  a  ff|.  Maintenant, 
de  la  considération  des  diffiSrences  (884),  il  suit  manifestement 
qu'entre  les  limites  — ^,  — *|>  d'où  sont  prorenus  les  résultais 
les  plus  voisins  de  zéro  ^  il  ne  peut  correspondre  aucune  valeur 
positive  de  y.  Car  pour  la  différence  ^  entre  les  valeurs  o  et  —  ^ 
dex,jr  diminue  de  i  ^f^j  il  n'est  pas  possible  qu'il  diminue  dé  2^ 


s  6 

par  un  changement  moindre  que  de-^  dans  x ,  tel  qu'il  conviendrait 
qu'il  fôt  entre  les  limites  énoncées  ci-dessus.  Je  dis ,  il  n'est  pas  pos" 
sibLs,  parce  que  près  du  maximum  ou  du  minimum  des  grandeurs, 
ce  sont  les  moindres  variations  de  ces  grandeurs ,  et  non  les  plus 
fortes,  qui  ont  lieu*  Nous  sommes  arrivés  à«>pen-près  à  un  minimum 
des  ordonnées  ,  c'est-à-dire  à  un  des  sommets  de  la  courbe  qui  est  Fig.  46. 
le  lieu  géométrique  (65)  de  l'équation  (887).  Cette  équation,  par 
conséquent ,  a  au  moins  deux  racines  imaginaires* 

890.  Reste  à  déterminer  l'espèce  de  deux  racines*  Si  elles  sont 
réelles ,  elles  ne  peuvent  se  trouver  qu'entre  les  limites  -f-  5 ,  +  4  > 
(888).  Pour  les  rechercher,  la  méthode  que  je  viens  d'employer  serait 
laborieuse.  Il  est  mieux  pour  ce  cas  de  suivre  une  autre  route.  S'il  y 
a  trois  racines  entre  les  limites  +  ^  ^  +  4  j  l^  courbe  représentée  Fig.  47. 
par  l'équation  sera  coupée  par  l'axe  en  trois  points ,  tels  que  A , 
B,  C.  Elle  aura  donc  deux  sommets  D,  Ej  roôrdonnée  GD  sera 
le  maximum  des  positives  entre  les  intersectiona  A,  B-,  et  l'ordon* 
née  FE  sera  le  maximum  des  négatives  entre  les  intersections  B>  C. 
Nous  aurons  donc  deux  abscisses  terminées  aux  points  G ,  F ,  les* 
quelles  répondront  auxdites  ordonnées  GD  ,  FE.  Or  de  telles 
abseisses  seraient  racines  dans  l'éqtiation  différentiée.  Car  alors  ^ 

comme  ^y  =  o  ,  (aaÔ) ,  on  a  aussi  -^  =  p  j  et  par  conséquent 

les  valeurs  de  cea  abscisses  réduiraient  à  zéro  l'équation  difiéren- 
tiée.  Nous  pouvons  donc  connaître,  par  ee  mcjren^  si  lesdites  deux 
ordonnées  qui  seraient  chacune.uii  mflJcimi^m^p  existent  réellement* 

891.  Eji  différentiant^  nous  autdns  5j^— ^  iGcc^^- lao:**— 4** 


5  =  -^-  =  o#  Pour  savoir  si  cette  équation  a  des  racines  do 

valeur  intermédiaire  entre  -f-^  ^t  -H  4^  oous  ferons  ^  comme  ci* 
dessus  (864), 

(a).  •.,,,.  5x^,  —  16^.  •+•  120^.  — .  4ap  —  5  ;»  y. 

5i 


^4a  CUAP.  XV.  DE  LA  RÉSOLUTIOU  NUMÉRIQUE 

Sia?=:  +  5,<mtrouve/=5  4-64.,Sia?  =  +  4,y— :4.4a7. 
Ces  deux  résultats  ont  le  même  signe  ;  donc^  on  ils  n'indiquent 
aucune  racine ,  ou  ils  annoncent  un  nombre  pair  de  racines  (S6d)« 
Sur  quoi ,  )e  raisonne  ainsi.  Four  quUl  j  ait  deux  racines  réelles 
entre  les  valeurs  ^  5  ,^  4f  ^^  ^9  ^^^  nécessaire  que  la  courbe 
Fig. 48.  représentée  par  Téquation  (a),  coupe  Taxe  en  deux  points ^  tels 
que  G,  F^  qui  sont  les  points  marqués  de  ces  mêmes  lettres  dans 
la  fig.  47-  î^  J  Au^  ^^^  ^^  sommet  M  et  un  maximum  MN 
des  ordonnées  entre  les  négatives.  Donc  nous  dirons^  comme  nous 
Pavons  dit  (890) ,  que  Téquation  (a) ,  en  la  différentiant ,  puis 
la  divisant  comme  ci-dessus  par  ^  j?  ,  doit  nous  donner  une  racine 
aboutissant  au  point  N  ^  si  le  maximum  MN  des  ordonnées  existe 
en  effet.  Ici ,  comme  il  ne  s'agit  que  d'une  seule  racine ,  les  résul- 
tats répondant  à  ses  limites  doivent  avoir  des  signes  divers^  et 
il  ne  restera  plus  d'incertitude. 

89a.  L*équation  (a)  étant  donc  diflfêrentiée,  nous  avons  ooa^  — 

Ifix^  -f-  a^x  —  4  =  -^^  =  ^^  ou  >  ^Q  divisant  par  A  , 

Sx^  —    123^  +  6x  —   1   =  O  =:^* 

Or ,  pour  x:=s:  +  $f  cette  équation  donne  j<^  =  +  44 1  ^'  pow 
a;=:-|-*4f  >^=^+i5i}  et  ces  résultats  sont  tous  deux  positifs. 
.Cette  équation  n'a  donc  pas  de  racine  réelle  entre  les>  limites  -f-^  5^ 
^  4*  P^^  conséquent  le  maximum  MN  des  ordonnées  n'existe  pas, 
ni  les  deux  racines  de  Téquation  (a), supposées  aboutir  aux  points 
G,  F ,  entre  les  mêmes  limites*    Donc   aussi  les  deux  ordon- 

*  ^7' nées  maxima,  GD«  FE,  disparaissent  >  et  avec  ces  maxima 
les  deux  racines  que  nous  supposions  aboutir  à  B,  C  D^>ù  suit 
avec  évidence  <|ue  Inéquation  (887)  n'a  qu'une  racine  entre  les- 
xiiles  limites ,  racine  qui  est  celle  que  nous  avons  découverte  (888). 
Donc  les  quatre  autres  racines  sont  toutes  imaginaires,  et  non  pas 
aettle«feiit;deus  diantre  «Uasj  comme  Ne^vton  le  déduit  de  si^  rè^lc 

-   (/oc*  eit*^.   . 

893*  Nous  connaissons  (889)  les  limites  de  deux  de  c^%  imagi- 
naires ,  mais  non  des  deux  autres.  H  en  doit  être  ainsi  toutes  les 
fois  que  les  valeurs  de  x  dans  l'équation  diflTérentiée,  correspon- 
dantes aux  minima  des  ordamiées ,  sont  imaginaires^  Maïs  la  re- 


DES  ÉQUATIOUS.  .  >  atAZ 

chetrehe  de  ces  valewi  mnkipUerait  las  éqiimtioiis  à  xhtaoà».  Notre 
bnt  est  de  d^termiBer  le  Bomfare  qui  nom  importe  »  et  non  les 
limiter  inutiles  à  comiattre^  des  moines  imaginaires  de  l'équation 
primitive^  Et  c^est  i  qnm  notre  méthode  parviendra  tou^urt»  Si 
l'on  veut  avoir  l'expression  des  racines  imaginaires  »  on  ponrra» 
connaissant  les  racines  réelles,  tirer  cette  expression  da  second  et  dii 
dernier  terme  de  l'équation ,  quand  il  s'agît  de  deux  racines  ;  ou 
de  toute  l'équation  divisée  par  le  produit  des  racines  réelles,  puis 
résolue  (85o),  s'il  s'agit  de  quatre  racines»  Mais  ai  le  nombre  en 
est  plus  grand,  on  aura  recours  aux  mojens  donnés  par  Lagrange^ 
{Résolution  des  Équations  numériques^  17»  4^«) 

894.  Nous  avons  fait  le  calcul  (891  )  des  valeurs  de  y  ,  pour 
rendre  le  raisonnement  plus  clair  ;  mais  nous  pouvions  nous  en 
dispenser.  Il  suflBit  de  différentier  deux  fois  l'équation,  et  de  cher« 
cher  immédiatement  les  valeurs  de  y'.  Et  des  di£Férentia tiens  se 
réduisent  à  multiplier  chaque  terme  de  l'équation  par  son  exposant ^ 
et  à  lui  donner  un  exposant  moindre  d'une  unité.  Il  est  inutile 
d'écrire  les  différentielles. 

895.  Cette  méthode  ne  convenait  pas  dans  le  cas  (889).  Quand 
on  est  assuré  qu'il  existe  un  nombre  pair  de  racines  entre  deux 
limites  données ,  et  qu'on  cherche  seulement  si  ces  racinea  sont 
réelles  ou  imaginaires  \  comme  il  y  a  tonfonrt  dans  les  ordonnées 
un  maximum  entre  deux  racines  réelles ,  et  un  minimum  le  plut 
souvent,  mais  non  toujours  (895),  entre  deux  racines  imaginaires, 
la  différentiation ,  dans  ce  cas  ,  obligerait  à  des  solutions  multi- 
pliées, ou  ne  conduirait  pas  à  une  conclusion  certaine,  si  ce 
n'est  dans  quelques  combinaisons  fevorables,  que  nous  indiquerons 
bientôt  (897), 

896.  Je  propose  à  ceux  qui  voudront  s'exercer ,  l'équation  x^  — 
4r*  —  J!^  —  nx^  —  Sx  —  4  =  <>  i  ^  traiter  de  la  même  manière 
que  réquation  (887).  On  trouvera  une  racine  réelle  entre  les  limites 
+  4 1  +  5}  et  on  reconnaîtra  que  les  quatre  autres  sont  imaginaires^ 
et  non  pas  deux  imaginaires  et  deux  négatives,  ainsi  que  Newton 
Ta  encore  inféré  ,  par  erreur,  de  sa  règle  {loc.  cit.)» 

897.  Exemple   III.  Soit  a:*4-a:*f—  1  ssospj. 
Valeurs  îfea:j      —    a,-—  i,        o>4-i|+    3j+      ' 
Valeurs  de^j      -^17^  —  «/  —  i>  +  i#+47i  +  '^5 
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En  prenant  les  ,diflFérence« ,  on  reconnatt  qu'il  n'y  a  point  de 
racines  réelles  hors  des  limites  ci-dessus,  —2,  +5.  Une,  aa 
moins,  se  découvre  entre  les  limites  o  et  +  i.  Mais  les  résultats 

égi^ux I ,  — '  I  doivent  faire  soupçonner  quelque  nombre  pair 

de  racines  entre  les  limites  —  1  et  o.  Cest  ici  le  cas  d'abandonner 
la  méthode  (889)  i  car  on  voit  au  premier  coup-d'œil  que  l'équation 
différentiée  doit  donner  ses  racines  sans  travail.  En  effet ,  de 
5jc*.-f.  4x^  =  o ,  on  tire  a?  =  —  |.  Substituant  cette  valeur  dans 
réquation  primitive,  on  trouvey=— 0,91808,  qui  est\e minimum 
des  ordonnées  négatives  entre  les  limites  —  1  et  o.  H  y  a  donc 
ici  des  résultats  négatifs  qui  s'approchent  de  zéro ,  puis  s'en 
éloigujBnt;  ce  qui  atteste  (88S)  l'existence  au  moins  de  deux  racines 
imaginaires,  le  minimum  coiinu  des  ordonnées  excluant  les  racines 

réelles. 

.898.  Mais  si  les  limites,  0,4-  i,  comprenaient  trois  racines 
réelles,  et  non  une  seule,  nous  avons  vu  (890)  qu'alors  il  doit  y 
avoir  deux  ordonnées  qui  sont  chacune  un  maximum.  Or  de  telles 
ordonnées  ne  peuvent  exister ,  puisque  Véquation  différentiée  n'a 
d'autre  racine  réelle  que  —  | ,  et  que  cette  racine  iest  hors  desdites 
limites.  Donc  quatre  des  racines  de  l'équation  primitive  sont  ima^* 
ginaires  ,  et  non  pas  seulement  deux  ,  comme  le  dit  Nevirton 
(  loc.  cit.),  toujours  d'après  la  même  règle  qu'on  peut  abandonner 
sans  scrupule  aujourd'hui  qu'on  en  connaît  de  plus  sûres. 

899.  On  pourra  s'exercer  sur  une  autre  équation  absolument  sem- 
blable ,  que  M.  l'abbé  Caluso  a  résolue  (Mém.  de  Turin,  Tom.  vi, 
pag.  171  )  par  la  description  exacte  de  quatorze  ordonnées  servant 
î  la  construction  de  deux  courbes.  Cette  équation  est  a?  —  5^* 
4-  i6s=:o.  On  trouvera  une  racine  entre  les  limites  —  a,  —  i» 

Et  par  la  différentiation  ,  a;  =  /a  j  d'où  résulte  y  =  16  —  5 y/ 4 
c=  11,3578  à  très-peu-près;  ce  qui  est  le  minimum  des  ordonnées 
positives  entre  les  limites  -|-  i ,  H-  a.  On  en  conclura  que  quatre 
racines  sont  imaginaires. 

900,  ExEWPLB  IV.  Soit  proposée  l'équation 

œ^  —  70?'  +  ioa;*-f-  38j;*—  iSBx^  -+-  a^io:*  —  i44»  4-  56  =:  o  5=j^. 
Valeurs  de  x;  — 4,         —  Z,      —  ^,     —  i,        Oi  +  1,  +  a,  +  5 
Valeurs  de^j—.5i5oo,      0,H*aiP0,  +  576^+36,      o,      9,      Q. 
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Ici  9  quatre  racines  exactes  se  manifestent.  On  pourrait  abaisser 
l'équation  au  troisième  degré,  en  la  divisant  parleur  produit;  c'est- 
à-dire  par  (a: -f.  5)  (a?  —  i)  (a;  —  a)  (^  —  5)  =5  01} ensuite  la  râiondré 
directement.  Mais  nous  avons  un  autre  but,  étendus  siâvirons  les 
moyens  indirects.        -  ^      .  . 

go I.  Si  on  prend  les  différences ,  on  reconnaîtra  qu'on  ne  peut 
admettre  des  valeurs  de  x  hors  des  limites  —  4  ^^  +  4«  Mais  er\ 
vojant  que  la  valeur  dé  ^  correspondante , à  a?  =:-^  4  ^st  qéees« 
sairement  positiVe,  on  conclura  que  le  nonibre  des  racines  entrQ 
les  limites  o  et  4-  4  i^^  P^^t  être  impair  (883^.  On  s'assurera  s'it 
j  en  a  quatre  ou  six/  par  l'équation  diffêrentiée,  (Sgo,  89a)  >  au 
mojen  du  nombre  des  maxirna  ou  minima,  à  chacun  desquels 
doivent  répondre  deux  racines ,  comme  l'ont  démontré  les  exemples 
précédons.  L'équation. différentiée  est 

7a*  —  4^^*  +  5oa5*  -|-  xSnx^  —  465.a?*  ^-  44^^  ^^  ^44  ?=*  o  ^^y* 

Valeurs  deoj;  ^      q^^i^«j^:i^^3 

Valeurs  dey  j      —  i44>    ,   o,        o,  •4-"4^. 

goa.  Nous  a^qns  deux  racines.  H-  ^  >  *\^^9  de  la  dernière  équation; 
Ces  racines  indiquent  des  lieux' d'ordonnées  minimes  dans  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (900);  Mais  celle-ci  donne ,  dans  les 
mêmes  lieiuc ,  ^  =  o  *,  le  zéro  'ne  serait  pas  tm  minimum ,  si  l'or- 
donnée passait  par  ce  point  en  devenant  de  positive  négative ,  ou 
de  négative  positive }  et  selon  la  théorie  des  courbes ,  une  ordonnée 
est  un  minimum ,  quand  celles  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent 
sont  plus  grandes  qu'elle ,  et  ont  les  unes  et  les  autres  le  même 
signe.  Donc  les  racines  que  nous  venons  de  trouver  annoncent  que 
l'axe  est  tangente  de  la  courbe  dans  les  deux  points  où  on  a  «r  =  t  ^ 
x=z2,  et  par  conséquent  ces  racines  sont  doubles  et  égales  (880}^ 
k  chacun  de  ces  deux  points* 

goS.  Nous  connaissons  donc  cinq  racines  de  l'équation  (goo)  ; 
entre  o  et  +  4»  savoir  i,  i ,  a^  a  et  3.  Mais  il  a  déjà  été  reconnu 
que  leur  nombre  doit  être  pair  entre  ces  mêmes  limités,  qui  par 
conséquent  en  renferment  une  autre  à  découvrir;  Cela  nous  est 
encore  confirmé  par  l'équation  (goi),  dont  nous  n'avons  trouvé 
que  deux  racines  entre  les  résultats  de  signes  divers,  -— *i44> 
+  48  #  tandis  qu'elles  doivent  être  en  nombre  impair  (861}^. 


à 
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Pour  trouver  la  ttoisièmp  qui  reste  cachée,  on  opérera  comme 
on  l'a  f^\t  ppi^v  yéqnaiion  primitive.  DifFéreatiaot  réquation  (901), 
p^(f  4irvlsAa);(.parpj,  09  Qpif^  «A  abaiaiaat  les  coeffîcieas,  facilite 
}e)|  çalcnif  I,  op  aiiça 

aix^ —  io5a^-|-  1000:*-+-  !ï2&ocl^  —  4^5x+22i=:  o  =  Jr^ 

904.  Tl  suffit  de  calculer  les  valeurs  de  y,  entre  les  limites  o, 
H-  ^  >  puisque  la  raciqe  cherchée  y  est  coinprise^  et  on  aura  dé)  à 
remarqué  plus  d'une  fois  ci-dessus  l'avantaçe  de  ces  moyens  d'abré- 
ger. Or  si  Aî  =  o,  oâ  ^^  =  +331  î  si  a?=?ii,y  =  0-,  là  se 
temâne  le  travail.  Ce  dernier  résultat  fait  connaître  deux  racines 
égales,  par  les  raisons  exposées  tout  à  l'heure  ,four  l'équation  (901)  ; 
â?  =s  +  I  est  donc  une  double  racine  de  cette  dernière  équation  , 
et  par  conséquent  une  triple  racine  de  Véquation  primitive  (900); 
et  l'on  a  ainsi ,  pour  les  sept  racines ,— 5,  1,1,  1,3,  3,  5. 

'  905.  Pour  qu^on  entende  d'autant  mieux  ce  que  nous  avons  dit 
sur  la  recherche  de  ces  Racines ,  n8us  représentons  par  des  figures 
les  trois  équations  {900^  901,  9o5),  entre  les  limites  6  et +5. 
Et  d'abord,  en  procédant  par  ordre  rétrograde,  achevons  l'o- 
pération que  tout  à  l'heure  (904)  il  nous  a  su£EL  de  conmieacer  ; 
nous  trouverons ,  pour  xzs:  a , y  ;?= —  5  j  pour  j;= 3 ,  j/=+ 1765 
f  j  ^et  nous  aurons  le%.  ordop^éf  Si  qui  conviennent  pour  figurer  Téqua-* 
tien  (903),  Entre  lei^  deux  ordonnées  de  signes  divers,  *f*  331  , 
««-^  5»  il  ^oitj  avoir  un  nombre  impair  de  racines.  On  en  connaît 
dé)à  une  (go4)  »  savoir  4?  ss  +  i.  Les  deux  autres  oB  >  oC  se  dé- 
couvrant en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  (890),  et  dififérentiant 
l'équatioA  4eux  fois  (394)* 

906.  La  figure  5o  est  le  lieu  géométrique  de  l'équation  (901). 
ri».  6o.L'axe  touche  la  courbe  dans  le  point  où  ;c  =  i ,  ce  qui  fait  voir 
que  cette  racine  est  double.  Les  deux  lignes  ponctuées  BL ,  CM 
sont  les  plus  grandes  ordonnées  correspondantes  aux  racines  oB  , 
pC  (fîg.  49)  de  l'équation  (905).  Mais  l'éqnalion  (901)  a  encore 
une  racine  i^H  qui  indique  comme  maximum  l'ordonnée  HN.  Voilà 
donc  ti;o|s  ordonnées ,  qui  sont  chacune  uu  maximum ,  de  position 
alternativement  opposée ,  et  qui  nécessairement  donnent  les  trois 
racines  i7m ,  on^op  de  l'équation  (901).  Les  abscisses  aB,  oC,  oB 
iont  d'égale  grandeur  dans  les  deux  ^;ures  49  9  ^« 
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907.  Enfin  la  figure  5i  représente  Téquation  piimitive  (gpo).  Au  rîg.  sr 
point  où  xs=ii ,  Ja  courbe  faisant  un  nœud  coupe  l'aie  en  trois 
points  a^  b,  c^  qui  doivent  se  considérer  comme  infiniment  voisins 
entre  eux  >  et  qui  indiqueront  ainsi  les  trois  racines  égales  i ,  i ,  i. 
Les  lignes  ponctuées  en  dedans  du  nœud  peuvent'  représenter  les 
maxima  ou  plus  grandes  ordonnées  manifestées  (890)  par  les 
deux  racines  égales  (go6). 

.  -       -  -  '     •   .', 

908.  Je  dis  peupent  représenter i  bar  dans  la  réalité  ces  maxima 

sont  des  ordonnées  qui  se  réunissent  et  coïncident  en  un  point  qu'on 
nomme  multiple.  Mais  il  n*y  a  pas  d'àutoe  mojen  dp  meitre  sous 
les  yeux  les  racines  égales  >  en  nombre  impair«  J'ai  dit  auissi  les 
maxima,  et  non  les  minîmip  parce  qu'on  n'admet  pas  d'ordonnées 
de  cette  dernière  espèce  au  point  où  la  courbe  coupé  l^axe  (909).  Sf 
les  racines  égales  +  i  de  l'équation  (900)  étaient  en  nombre  pair  \ 
alors  le  nœud  serait  tangente  C9^^)>  ^^  ^^^  sécante }  et  Tés  ordon- 
nées au  point  de  contact  •  seraient  dites  minimes. 

« 

909.  Les  ordonnées  ms  ,ptf  qaï  mnt  des  maxùnaf  corretpimdeot 
aux  racines  om^  op  (fig.  5o)  del^uatk>n{9t>i)b  L'autre  radne  > 
on^  àe  cette  même  équation  y  indique  vfa  mhêtnttmi  Ml  point  oà 
jc=:^,  (fig«  5i)  j  et  ce  mimmwri'^  ks^del»  ratines  é|a)esr-f-a 
de  l'équation  (900).  «      .  ..   .  :     v     -: 

910.  Dans  l'exemple  IV  (900  à  909)  ^  on  a  vu  combien  il  est 
facile  de  reconnaître  les  racines  égales ,  quand  elles  sont  ration* 
nelles.  Voyons  maintenant  comn^ent  on  doit  procéder  pour  trouvef 
les  racine^  égales  et  irrationBellës.  ..     ,,         , 

Choisissons  Téquation 

,  É  «     J  '  '  • 

(A)....a;«—  i6j:«-|-85d:*—  144»*— S;.*' -H  io&x»^i/^seipi  ', 

é 

traitée  par  M.  Rajffidi,  dans  «dh  Mémoire  couronné  en  1^4  psi 
la  Société  italienne  de«  Sèîènbëè'.   ' 

£n  opérant  comme  clans  l'éxempie  I,  on  troaye 
yaleurs  dej'jH-i4555j  H-a66;»j  +  i  i7i+54jH-49}— i6aj~245. 
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Difféc.  prcmi^^eô  —  i  j.891  ;  —  a545;  —  65  ;  —  .5  j  — *  21 1  ;  —  81 
.      .M  secondes      H-  9546  î  +  ^4^3  ;  -f-  58  j.— ^06;  +  i5o 

.  '  tr^i^ièmos       j —  6864;  —  34^4  >  —  364  ;  + 556 

;        .  r        qoatrif^me^  -}-  444^  i  +  a  i6d  ;  -f.  600 

cinquièmes  —  aiïSo  j  —  i56o 

,  »    sixième  constante  +  71^0 

Les  valeurs  àey,  -|-  49  et  —  163  ^  manifestent  un  nombre  impair 
de  racines  entre  les  limites  ^-  i ,  •4-^« 

'Xès  signés^ alternatifs  dans  les  diJETérences  initiales  excluent  toute 
racine  au-dessous  de  «—  5, 

Il  h^en  esl  pas  de  même  des  diflPérencés  finales ,  pour  les  racines 
au-desisus  de  ^  S..  ï^  eflfet,  ce  ==:  -|-  4  donne  jr  =  —  98,  et 
a:=^-f-5  donne  ^==  4- 9*  D'où  il  suit  que  +4/  +5  sont  les 
liniiter  d^ûn  nonibre  inipair  de  racines. 

Jpés  difierencçs  finales  donnent  lieu  de  penser  que  pour  les  valeurs 
dé  a?  qui  suivraient ,  on  aurait  toujours  des  valeurs  positives  de  y. 
Cependant  si  on  fait  ^  =  -1-6,  on  trouve  y  =  +  ^4 /  et  celte 
vafeiiff  é^  X  nfi  s'éfeigne  «^as  astez  de  +  9  >  valeur  de  jr y  eo  sup- 
posant: :c  sss:  4-  5  >  pour  4mpéâher  de  croire  k  la  possibilité,  d'un 
tkomiKe^  pair  da  ta«wes  entre  bes  deux  dernières  valeurs  de  x^ 

■  Cette  j^siibiUtà  Mt  bifA  plus,  apparente  micoré  aux  points  oà 
x:=^o  et  ;rs=+  i^  attendu  le  peu  d'inégalité  des  valeurs  cor- 
respondantes +  54 ,  -h  49^  de  ^* 

Çbmmençoùs  par  examiner  cç  dernier  cas  par  la  méthode  (889)» 
Je  fais  a;  '==  o^S^  et  je  trotave/*  ===  -+•  89,578135.  Il  est  sûr  jdès  lors, 
bônforlnJément  à  la  règle  (d85),  qu'il  existe  un  nombre  pair  de  ra- 
cines entre  les  limites  —  i  et  •+  0^5. 

Maintenant ,  si  je  fais  x  =  5^5  ;  j*ai  ^  s  +  o,4oSia5,  valeur 
qui,  suivant  la  mènie règle,  annonce  un  pombre  pair  de  racines 
entre  Ici  limites  +  5,  4^6.  *       î      ' 

No^  fiivoni  donc  promptemçpt  ^é^oi;ivert  oà  se  trouvent  placées 
W six  racines  de  l'équation;  deux  sont  entre  \es  limites  — ^i ,  et-4«0|5f 

une  entre  •+-  x  et  -f-  ^ }  une  entre  4-  4  et  -;|-  5  •,  et  deux  entre  +  5 

et  4- 6.  '•;.:.,-,        .:'/.•;...  .  '  '   ' 

Jp  cherche  les  deux  pren^ières;  et  supposi^t  ji'abord.^  =  —  ^#5, 
j'en  déduis  J^  =  +  a;578jia5..  Une  valeuc  aussi  rapprochée  de  zére 
me  prouve  que  l'une  de$  deux  racines  en  est'  bien  prè^.  Je  fax» 
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J3  =:  —  0,4  >  et  î*^î  .y  î=  +  6,0399565  puis  je  suppose  a:  î=  —  0, 6, 
ce  qui  me  donne  y  =  -f-  1,390816% 

Par  ces  valeurs  de  j^ ,  les  deux  racines  sont  confinées  entre  les 
limites  —  o,5  et  —  0,6 ,  dont  l'extrême  rapprochement  porte  à 
regarder  comme  très-probable  que  ces  racines  sont  égales* 

Pour  lever  toute  incertitude ,  il  faut  différentier  (894)  Téqna- 
tion  (A),  et  la  diviser  par  ^x.  Alors  si  l'équation  nouvelle  ou 
seconde,  que  nous  nommerons  (B)  ,  a  quelque  racine  commune  à 
la  première  (A),  celle-ci  aura,  comme  on  l'a  vu  (902),  autant  de 
doubles  racines  égales  qu'il  y  a  de  racines  communes. 

L'équation  difTérentiée  ,  et  divisée  par  le  facteur  commun  ^S^^i 
devient 

(B)         Za^  —  4^0:^+ 170  a:'  — 2i6a;*  — 57  a? +  65  =  0. 

Or  si  les  équations  (A),  (B),  ont  quelques  racines  communes, 
je  dois  pouvoir  en  trouver  les  valeurs  par  le  moyen  du  plus  grand 
commun  diviseur,  ou  par  le  moyen ,  qui  me  semble  plus  commode, 
de  réiimination.  Voici  le  détail  de  cette  dernière  opération,  en 
faveur  de  ceux  qui  nV)nt  pas  assez  d'usage  de  ces  sortes  de  calculs. 

Je  multiplie  l'équation  (A)  par  5,  l'équation  (B)  par  x,  et  j'ai 
les  équations  qui  suivent  : 

Zx\  —  48  j:*  +  355a:*  —  432a:«  —  171  x^  +  578a;  +  i6a  =s  o 
5x^  —  40^*+  ï70:r*  —  2i6x^  —  57 Oî* -f- 65 a:  =  o. 

« 

Je  soustrais  cette  dernière  de  la  précédente.  Il  en  résulte 

<C)       ^  8x^  +  &Sx^  —  2i6x^ —  ii4a:»+  5i5a:+  163  =  o* 

Je  multiplie  l'équation  (B)  par  8,  etl*équation  (C)  parSj  puis 
je  prends  leur  somme  qui  est 

(D)  —  65x^  +  7120;^  —  2070  a:*  -|-  489^  +  990  =  o. 

Je  multiplie  l'équation  (D)  par  8x ,  et  l'équation  (C)  par  65  j 
du  premier  de  ces  produits  je  «oustrais  le  second ,  je  divise  le  reste 
par  9,  et  j'ai  pour  quotient 

(E)  19:1:*  —  aSoa^  +  i258;r»  —  ïSgS  j;  —  1170  =  o. 

Je  multiplie  l'équation  (D)  par  19,  Téquation  (E)  par  65 j  je 
divise  par  8  la  somme  des  produits ,  et  je  trouve 

(F)  —  584:1;»  Ht  53o5 X*  —  iox75;c ,—  7x55  5s=  o. 

52 
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Je  ittultiplie  cette  équation  par  igtr;  puh  je  l'ajoute  à  P^quaticn 
(K)  multipliée  d'^abord  par  584  y  enfin  je  divise  la  somme  par  &^ 
et  j^obtiens 

(G)      —  î:a545a:*  +  loSij'^x*  —  igoiaSx  —  1 56655  =  o. 

De  cette  équation  multipliée  par  5Ô4 ,  je  Soustrais  Inéquation  (F)? 
mullipliée  par  i:2545^  et  j'ai  pour  reste 

(H)  —  S'iij45jx*  +  16587285a:  +  9953571  =  <N 

On  reconnaît  aisément  >  à  la  simple  inspection^  que  cette  équation^ 
est  divisible  par  le  coefficient  de  x*  -^  ce  qui  donne" 

(K)  o:^—  5a:  —  5=o, 

Voilà  donc  un  diviseur  du  second  degré-^  de  l*éq}]ati(Mi  prîmi-^ 
tive  (A). 

En  effet  la  division  donne  pour  quotient 

fL)  a:*'—  iio:^  4*  55a:'—  la^oî— •  18  =  a* 

Je  détermine  les  racines  de  Téquation  (  K  )  ^  qui  sont         '^  ^^ 

~      ^.  Puis  je  considère  que  si  Inéquation  (A)  a  des  racines 

égales  f  il  Eaut  que  quelqu'une  des  racines  de  l'équation  (K) ,  ou 
bien  de  l'équation  (L) ,  soit  deux  fois  racine  de  l'équation  (A}. 
Je  tente  donc  la  division  de  l'équation  (L)  par  Inéquation  (K)  j  ce^ 
qui  réussit ,  et  donae  pour  quotient  exact 

(M)  X*  —  6x  -f-  6  =:  a* 

Donc  Véquaiion  (K)  est  un  double  diviseur,  et  ^équation  (M) 
un  troisième  diviseur ,  de  l'équation  (A).  De  la  solution  de  ces> 
diviseurs  du  second  d^gjcé^  om  tire  les  six  racines  de  Véqu^^tion  (A)j. 
qui  sont 

L'équation  (A)  a  donc  deux  doubles  racines  égales  et  irration-^ 
jieltes ,  dont  nos  méthodes  ont  dirigé  la  recherche. 

91 1.  Après  avoir  fait  voir  comment  on  trouve  les  racines  égales> 
il  reste  à  démontrer  comment  on  décourre  les  racines  à-peu-prè^ 
ég^es  entre  les  mêmes  lioùtes** 
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Soît  pour  EXEMPLE  V  , 

x^ —  \^x^  4-a5a;'  —  i5a;»-f- ^  a:  — ||=:o. 

En  faisant  di9|>araître  les  fractions  par  les  méthodes  connues  ^  ou 
tomberait  dans  une  équation  presque  intraitable  >  à  cause  de  la 
candeur  des  coeificiens.  C'est  ici  le  lieu  de  prouver  ce  que  j'ai 
affirmé  (886)  ,  qu'il  sufiBt,  dans  mon  sjstème,  que  les  fractions 
soient  réduites  au  même  dénominatenr* 

^12.  Soit  donc 

a:*— i5j;^+ ^oî^— i5x*-h  5  llf  X  —  1^  =y, 

Talenrs  de  X^  —5,  —3,  "^  ï  >  O,     "I"  I  #  4"  ^>  *f"5 

«ecmdM  •—47^^    —  5a8,    —58,    — a8,    -f- i^d 

Uouièmet  «^  l5o  ,       +370,        '4-  5o ,      4"   ^^ 
^oatriimct  «^laO,       —34^,        -4*1^0 

oinquièmM  ^-^  3O0  ^       "^   300 

•îxtèmecoBSCsiifo  «^  7  30 

çiS.  Une  racine  est  certainement  comprise  (86i)  entre  les 
limites  -f>  a  ^  >-f*  S.  Les  différences  finales  excluent  toute  racine 
plus  grande  que  3.  Mais  des  initiales  on  conclut  fa<;ilement  qu'il 
est  de  même  certain  qu'il  y  a  une  racine  au-dessous  de  «—5;  ses 
limites  sont  en  effet  —  4  *  —  5.  J'observe  ensuite  que  d'après  la 
règle  (885),  des  racines  en  nombre  pair  doivent  être  renfermées 
entre  les  Umiteso,  +  '•  Comme  j'ignore  le  nombre  de  ces  racines  y 
je  dois  (895)  emplojer  ici  la  méthode  (SSg},  Je  fais  a:  =  ^  =  o,5  ; 
)e  trouve  j^  = —•  o,oooo55.  Les  résultats  les  plus  voisins  de  zéro 
étant  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs o  et  +  |  de  a;,  je  sup<- 
pose  a:  =  4-  0,4  >  ce  qui  me  donne  ^  =  +  0,00694.  Voilà  donc 
}es  limites  de  deux  racines  réelles  ^  savoir  pour  l'une  o  et  ^ ,  et 
pour  Vautre  ^  et  ^.  Il  pourrait  se  faire  qu'entre  les  premières 
eu  'entre  les  secondes  de  ces  limites ,  les  racines  fussent  au  nombre 
de  trois  (861),  et  non  d'une  seule.  Pouréclaîrcîr  ce  doute ,  on  pour- 
rait différentier  deux  fois,  puis  conclure  comme  on  Ta  fait  (891)* 
Mais  comme  it  se  peut  aussi  que  les  deux  racines  qui  restent  à 
découvrir  soient  entre  les  limites  H- «^  -h  i/  4^^  ^^^  produit  des 


/^ 
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résultats  de  même  signe >  nous  continuerons  de  suivre  la  métlioJe 
(889).  Eprouvons  donc  a:  =  +  0,6;  non»  en  tirons  ^  =  +  0,0095  p 
par  conséquent  les  racines  sont  en  effet  l'une  entre  les  limites  ^^ 
et  ^,  et  Tautre  entre  les  limites  ^  et  i. 

914.  Afin  qu'on  n'abuse  pas ,  par  inadvertance ,  du  raisonne- 
ment dont  je  me  suis  servi  (889)  pour  conclure  des  racines  ima* 
gînaires^  je  prends  pour  exemple  yi> 

Valeurs  de  :rj  —  3,  —  ij—  1,  o,  +1,.  4-^ 
Valeurs  de^;  +  3o35,  -f-  567  ,  +  7,  +  7,  — 5i,  +  loiS 
Différences  premières,  —  ^458  ,  —  56o,     o,   —  58,  +  1066 

secondes  ^  1898  ,  -+-  56a,  —  58,  ^  1x24 

troisièmes  ^-*  i558 ,  —  618,  +  i i8a 

quatrièmes  ^  720  ^    +  ^^00. 

(886,  867)  cinquième  constante  +  10^  =  9  X  5.4.5.2. r^ 

9i5.  Deux  racines  sont  en  évidence,  l'une  entre  les  limites  o  et 
+  I ,  l'autre  entre  le^  limites  +  i  et  +  3.  Il  est  mani&sfe  par  les 
différences  finales  qu'il  n'y  en  a  aucune  au-dessus  de  :2.  Les  diffé- 
rences initiales  en  font  prévoir  une,.q,ui,  en  étendant  (872)  les^ 
différences,  se  trouve  être  entre  les  limites  —  8  et  —9." Reste  à 
déterminer  la  place  de  deux  racines.  Or  les  résultats  successifs  égaux. 
+  7,  +7*  doivent  (883)  faire  soupçonner  qu'elles  se  trouvent 
entre  les  limites —  r  et  o.  J'essaje  a;=  —  i,  et  je  trouve ^=+5^.. 

916.  Si  ou  raisonnait  ainsi  :  pour  1  de  variation  dans  x, y  est 
diminué,  de  i  f^  *,  il  tr'eftt  donc  pas  pnMÎblo  <]u*il  diminue*  de  5  ^ 
pour  des  variations  moindres  qiie  |  dans  xy  et  par  conséquent  les^' 
deux  racines  sont  imaginaires*,  un  pareil  argument  serait  pré- 
maturé et  faux.  Je  di^ prématuré ,  pkiisque  nous  ne  savons  pasencore 
de  quel  côté  est  le  minimum  de  la  valeur  dej^,  c'est-à-dire  si  ce 
minimum  est  entre  les  limites  —  i.  et  -^  i ,.  ou  bien  entre  les  limite» 
—  7  et  o  :  cela  coanu,  c'est  alors  qu'il  sera  temps  de  faire  la  dernière 
épreuve  j  puis  de  conclure ,  ainsi  que  nous  l'avons  fciit  avec  toute 
sûreté  (889).  J'ajoute^ài/x  ,  puisqu'eu  faisant  ce  =s:  —  |,  on  obtient 
^  =  —  -ib^,  résultat  qui  indique  une  racine  réelle  entre  les  limkeSc^ 
■^  1 ,  -^  1^,  et  une  autjre  entre  les  limites  —  | ,  —  i* 
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On  peut  Toîr  combien  Téquation  (9^4)  ^  coûté  de  travail  à 
M.  Tabbé  Caluso  {loc.  ciu  899,  pag.  178  à  i85);  on  j  trouvera 
de  très-bons  préceptes  pour  reconnaître  les  diviseurs  du  second 
degré. 

917.  J'ai  dit  (895)  q^u'à  chaque  couple  de  racines  imaginaires  ne 
correspond  pas  toujours ,  comme  il  est  arrivé  (889),  un  minimum 
d'ordonnée;  et  j'en  ai  dit  la  raison  (893).  J'ajouterai  en  premier 
lieu,  que  la  règle  (885)  est  toujours  vraie,  quand  les  indices  sur 
lesquels  elle  est  fondée  se  manifestent  ;  s'ils  n'existent  pas ,  il  est 
évident  qu'elle  n'est  plus  d'aucun  usage.  Cela  n'empêche  pas  de 
découvrir  le  nombre  des  racines  imaginaires;  car  lorsqu'on  a  trouvé 
celui  des  racines  réelles  que  l'équation  admet ,  on  doit  conclure 
avec  pleine  certitude  que  celles  qui  restent  soiit  toutes  imaginaires» 
C'est  ce  que  j'ai  fait  (892)» 

918.  En  second  lieu,  il  reste  font  voir  que  Péquation  dif^ 
férentiée  peut  offrir  les  indices  qui  manquent  dans  l'équation  pri- 
mitive. C'est  ce  que  nous  allons  prouver  par  un  dernier  exemple» 

Exemple  VII. 

a?^+  I  iia;3  +  6a:'+  199^ a:  -h  55878=  0=7. 

919.  La  solution  directe  de  celte  équation  serait  assez  laborieuse^ 
En  pareil  cas^  nous  nous  servons  utilement  des  solutions  indirecte» 
que  nous  avons  préparées  pom:  les  degrés  supérieurs. 

Valeurs  de  a:;  "— ^>         — r,  a,         +  ï>  ^?f 

Valeurs  de 7;  +  5 1044, +  55781,  +  55878,  +  57989,  +  4079» 
Différ..  premières         +  2757 ,  +  2097  ,  +2111,  -h  28a5 

secondes  —  640 ,       +  i4  ^       +  ^^* 

troisièmes  -f-  654  >         +  ^7® 

quatrième  constante  -+•  ^4* 

gao.  Les  différences  finales  excluent  toute  racine  positive.  Les 
différences  initiales  annoncent  deux  racines  négatives;  car  la  diffé- 
rence seconde  négative  accroît  (872)  la  première  positive  ^  laquelle 
diminue  le  résultat,  et  parvient  bientôt  à  le  rendre  négatif;  et 
la  quatrième  doit  à  Ta  longue  changer  les  signes  de  toutes  les  autres, 
et  restituer  à  j^  sa  valeur  positive.  L'équation  a  donc  deux  racines 
aégaiives  e^u- dessous  de  --^  a^  En  effet  ces  deux  r^daes  sont,  à 
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très-peu -près,  — 6,1095  et  —  11 1,081 5,  Les  deux  autres  racines 
ou  sont  comprises  entre  les  mêmes  limites  que  Tune  de  ces  racines  ^ 
ou  sont  imaginaires. 

gai.  C'est  ici  le  cas  de  diffiérentier  deux  fois  (890  à  894)  j  ce 
qui  donne  od^  +  H^  ^+1=0,  équation  dont  les  racines  sont 
—  ^di:  ^  ^/i!i5o5,  et  se  trouvent  Punc  et  l'autre  hors  des  limites 
des  précédentes.  Mais,  pour  indiquer  une  marche  générale,  appli- 
cable à  une  équation  quelconque  „  j'adopte  les  voies  indirectes 
pour  arriver  à  la  même  conclusion ,  et  faisant  successivement 
j;=:  —  6,j:=:  —  7^  je  trouve  que  l'équation  ci-dessus  donne,  dans 
le  premier  cas ,  y*  =  —  396  j  et  dans  le  second  ,  y'  =  —  S58  \.  Ces 
valeurs  de  x  ne  sont  donc  pas  (893)  les  limites  de  trois  racines  dans 
l'équation  (918).  De  même,  pour  jc  =  —  m  ,  j'ai^'=:-}-6i6i  \\ 
et  pour  0;  =  -—  lia,  ^*  =  -|-6329,  Ces  valeurs  ne  sont  donc  pas 
davantage  les  limites  de  trois  racines.  D'où  il  suit  nécessairement, 
•et  quoÂquè  l'indice  de  la  règle  (883)  manque  absolument,  que 
deux  dea  racinea  de  l'équation  (918)  sont  imaginaires. 

933^  Ce  serait  un  long  travail  que  de  chercher  par  les  diffe^ 
rences  (872)  les  racines  d'une  valeur  élevée,  comme  serait,  par 
exemple,  la  racine  '—  z  1 1  •  En  pareils  cas  (  je  parle  toujours  des  équa- 
tions en  général,  de  quelque  degré  qu'elles  soient) ,  il  vaut  mieux 
supposer  pour  x  des  valeurs  de  loin  en  loin  ,  ou  multiplier  les  prf« 
mières  supposées  par  quelque  puissance  de  10,  selon  qu'il  paraî- 
trait plus  convenable  d'après  les  résultats  obtenus. 

Mais  si  l'on  n'avait  besoin  que  de  connaître  l'espèce  de  toutes 
les  racines ,  et  non  leurs  limites ,  une  seule  difierentiation  peut 
remplir  ce  but,  puisque  si  l'équation  différentlée  manifeste  des 
racines  imaginaires^  réquation  primitive  doit  eu  avoir  au  moins 
autant  (893). 

9a3.  Dans  notre  exemple ,  la  première  différentiation  donne 

Valeurs  de  a:  ;  —  a ,  —  i ,  o ,  +  » 

Valeursde/j       +817^1     +577^,    +498i*    +585| 
Différences  premières    —  a39  f  ,    —  79  ^  ,     +  87  J. 
On  voit  qu'entre  les  limites  •«  i  et  0  se  manifeste  l'indice  de 
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ieux  racines  qui  ne  se  découvraient  pas  (918 ,  91g)  dans  Nqnation 
primitire.  La  grande  valeur  des  résultats,  et  la  petitesse ^  par 
comparaison,  de  celle  des  différences  premières,  permettent  dans- 
ée cas-ci,  de  faire  sur-le-cbamp  l'application  du  raisonnement  (889),. 
et  de  conclure  qu'entre  les  valeurs  de  y,  4-  677  et  4-498,  il  ne 
peut  y  en  avoir  aucune  qui  soit  négative.  Ces  valeurs  attestent 
donc  (885)  qu'il  y  a  deux  racines  imaginaires»  Il  j  en  a  par 
conséquent  autant  dans  l'équation  primitive. 

924»  Je  propose  encore ,  pour  dernière  épreuve ,  à  ceux  quî 
voudront  s'exercer  ,  l'équation  œ*  -+•  6a;*  —  i>a;  -f-  6  =  a,  doni 
les  racines  sont  toules  imaginaires.  Pour  s'en  assiu'er,  il  faut,, 
après  les  opérations  (860 ,  866) ,  chercher  les  valeurs  de  y  corres- 
pondantes aux  valeurs  o^5  ;  0,75  ;  0,8  ;  o,85  de  x.  II  était  à  propoS' 
de  donner  aussi  un  exemple  où  la  courbé  se  trouvât  passer  si  {^rès 
de  l'axe ,  qu'on  put  douter  quelque  temps  s'il  n'en  est  pas  coupé. 

925.  Du  reste,  )e  me  suis  servi  de  figures  pour  mettre  sous  les* 
jeux  les  fondemens  de  ma  méthode.  Mais  \e  crois  ce  secours  inutile* 
à  ceux  qui  auront  bien  compris  les  préceptes  analytiques.  En  tout 
cas,  je  dois  observer  qu'il  n^est  besoin  ni  de  temps,  ni  d^exactitudr 
pour  tracer  ces  figures,,  et  qu'il  suffit  d'avoir  Tattenfion  de  placer 
kg  ordonnées  positives  dans  la  partie  supérieure,  et  les  négatives 
dans  l'inférieure.  Aussi  celles  de  x  et  celles  de  y,  unités  de  même- 
espèce,  sent  néanmoins  représentées  dans  mes  figures,  sans  aucune 
égard  à  leurs  proportions. 

926.  Je  crois  avoir  épuisé  le  premier  point  (867) ,  en  enseignant 
à  trouver  très-facilement  les  limites  des  racines  réelles  d'une  équa^ 
lion  quelconque,  et  de  plus,  le  nombre  des  racines  imaginaires 
quand  il  j  en  a.  Jusqu'à  présent  on  ne  potivait  parvenir  à  déter- 
miner ce  nombre  que  par  des  méthodes  extrêmement  laborieuses  y 
et  je  crois  avoir  fait  une  chose  utile  ,  en  ouvrant  aux  mathéma- 
ticiens une  route  sâre  et  aisée. 

Il  s'agit  maintenant  de  satisfaire  au  second  point ,  et  de  résQudre^ 
ce  problème  :  Les  limites  d'une  racine  étant  données ,  déUrmner 
sa  valeur  numérique,  aussi  approchée  qu'on  le  voudra. 

927.  Retournons  à  l'exemple  (865),  ou  l'on  a  trouvé  que  +  ir 
Hr^  sont  les  Uoiites  d'une  r^ciner^Il  faot  de  la  c^mnaissanc^^  d^* 
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ces  limites  passer  à  la  détermination  approchée  à  volonté  de  la 
Taleur  de  la  racine.  Pour  procéder  par  une  hypothèse  voisine  de 
ces  limites^  j'emploie  la  correcfîon  des  doubles  fausses  positions, 
laquelle  consiste  à  ajouter  à  la  plus  petite^  +  î  ,  des  deux  limites, 
ie  résultat  correspondant  49  >  divisé  par  la  différence  entre  ce  ré- 
sultat et  le  suivant  ;  et  j'ai  ainsi  x  =  i  -|-  -^\^:=  1,45  à-peu-près. 
J'introduis  cette  valeur  dans  l'équation  donnée  (863),  écrite  comme 
il  suit  : 

(b) o)^ — 9x<  +  4'^'  +  66.r*  —  iaa:  =  99:=«. 

J'appelle  n  la  somme  en  chiffres  des  termes  du  premier  membre, 
(s'il  n'est,  par  hasard,  égal  à  //)•,  et  par  le  moyen  expédilif  des 
logarithmes,  J'ai  n'  =  100,1847.  Je  fais  ^ri=in  —  n',  et  j'ai 
â^'  =  —  1,1847.  Je  différencie  Téquation  (b),  ce  qui  donne 
(5^  — 36:»:^ +120:*  4-  iSax— la)  ^0:=  ^n\  Donc  ^x=: 
^n'  :  {5x^  —  36j;3  +  ,3^»  ^  iSao:  —  la).  Je  substitue  les  va. 
leurs  précédentes  de  X  et  de  â^%  et  j'obtiens  âx  = —  0,010127, 
quantité  qui,  ajoutée  à  la  valeur  1,45  de  x,  donne  a:  =  1,439875. 

^28.  Nous  voilà  parvenus,  avec  une  seule  liypothhse,  au  moyea 
de  la  correction  fournie  par  le  calcul  différentiel ,  à  trouver  une 
valeur  de  la  racine,  exacte  jusqu'à  la  sixième  décimale,  laquelle 
ne  pèche  que  relativement  à  celles  qui  suivraient.  Pour  s'en  con- 
vaincre, on  peut^  avec  cette  valeur  nouvelle,  calculer  l'équa- 
tion (b)i  puis  de  la  valeur  qui  en  ré&ultera  pour  n' ,  déduire  celle 
de  ^nf,  enfin  chercher  par  l'équation  diff'érentielle  la  nouvelle 
correctioa  ^x^  elle  sera  — o,oooooo58.  On  emploiera  ainsi  suc- 
cessivement les  nouvelles  valeurs  de  x ,  jusqu'à  ce  <iu'on  obtienne 
Tapproximation  désirée. 

929.  Les  quantités  constantes  et  l'uniformité  des  opérations 
rendent  la  répétition  de  ces  calculs  peu  fatigante;  à  moind  qu'on 
ne  veuille  plus  de  décimales  que  n'en  peuvent  donner  les  loga- 
rithmes, cas  où  l'on  ne  peut  éviter  de  ÉEii.re  usage  des  nombres 
naturels,  La  méthode  que  nous  exposons  a  l'avantage  de  résoudre 
«V€c  ime  égale  facilité  toutes  portes  d'équations  les  plus  compli- 
quées , -soit  algébriques',  soit  trigonométriques ,  et  même  trans- 
cendantes. Aussi  sommes-nous  surpris  qu*on  n'y  ait  pas  eu  recours 
4aos  beaucoup  d»  problèmes ,  et  spécialement  dans  celui  de  Kepler 
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(x485)  I  dont  la  solation  ne  peut  s'obtenir  avee  pins  de  simplicité 
et  de  promptitude  par  aucune  autre  voie.  Peut-étr^  nous  objec- 
tera-t-on  que  notre  méthode  est  substantiellement  la  même  que 
celle  de  Newton  :  mais  comme  celle-ci  est  trës-laborieuse ,  tant 
pour  Texplication  que  pour  les  opérations  préparatoires^  il  nous 
semble  que  nous  avons  droit  à  la  propriété  que  nous  a  assurée  la 
première  édition  de  cet  Ouvrage* 

gSo.  Si  l'on  voulait  avoir  en  une  fraction  non  décimale  Vezpres^ 
sioQ  de  la  valeur  1^4^98734^  trouvée  ci-dessus  ^  on  se  servirait  da 
mojen  qui  sert  à  réduire  en  fraction  continue ,  supprimant  la  vir- 
gule^ puis  divisant  par  le  dénominateur  qui  était  sous-entendu^ 
c'est-à-dire  par  1 00000000 ,  puis  encore  divisant  ce  diviseur  par 
le  reste  j  et  ainsi  de  suite ,  de  même  que  Ton  opère  pour  chercher 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombref.  Ajant  ainsi 
obtenu  autant  de  quotiens  qu'il  j  a  de  décimales  ^ans  le  nombre 
donné ,  on  les  rangera  comme  il  suit  : 

I,  2,  5,  I,  I,  I,  II,  I. 

Puis  on  divisera  le  premier  quotient  par  t,  c*est-à-dire  qu'oft 
écrira  \.  On  multipliera  chacun  des  deux  termes  de  cette  fraction 
par  le  second  quotient,  et  le  numérateur  s'augmentera  d'une  unité  ; 

ce  qui,  dans  le  cas  présent,  donnera ^-^,  ou|.  Les  deux  termes 

de  cette  fraction  seront  ensuite  multipliés  pjsir  Iç,  troisième  quotient  9 
et  on  ajoutera  au  numérateur  le  numérateur  ^^  l^^^  fraction  pré- 
cédente, et  au  dénominateur  celui  de  cette  traction  précédente* 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  la  fin*  La  troisièuiejrr^tion  est  ?  ^T  '■ 

Les  voici  toutes  par  ordre  : 

T>     a^     ^*     X*      16»     as*     Tjt  9     Tif* 

De  ces  fraction^  la  première  est  moindre  que  le  nombre  donné,  la 
seconde  plus  grande ,  et  elles  procèdent  ainsi  toujours  en  alter** 
nant,  mais  s'approchant  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  ca  nombre* 
La  dernière  le  représente  sans  erreur  jusqu'à  la  cinquième  décimale» 

93 1.  Je  passe  aux  problèmes  irigonômétriques*  Je  me  propos 
d'abord  Péquation  4    '•' 

8  ua^x  •{-:  tang«  x  Vjéij^ ss  55  as  ni 

5J 
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dans  laquelle  on  demandé  la  grandeur  de  Tare  x.  Comme  ccfte 
équation  contient  deux  différentes  lignes  trigonométriques  de  cet 
arc ,  il  est  nécessaire  d*en  éliminer  une ,  pour  découvrir  les  limites 
de  l'autre. 

952,  Substituant,  par  exemple  ,  la  valeur  (I.  34*)  de  tang.  x^ 

on  a  Ssin.o:  +  -^7- — '  .   ^  ^  v^ySoS  =  55;  puis-,   en  chassant  le 

5igne  radical  qui  renferme  ^inconnue',  on  parvient  y  au  mojen  des 
opérations  Imitées ^  à  inéquation  qui  ^uit.: 

.    i          2.55..     3      ,    7803^-55»^— G4    .     ^      ,    a. 55    .  55» 

sm/o:  —  ^-g-  sm.^jc  -f-  ^ -—^ ^  sin,*;i:  H — g-  sm.  a?  =  -g^, 

ou  bien 

*     I  880    .     ,       ,    107G4    .     -:      ,*    880    •  5o25 

sin/o:  -  ^  Bm.»^  +  ^  sin/x  +  ^  sin, a:  -  -^=  o  te  ^. 

.  933.  La  solution  directe  de  cette  équation  serait  extrêmement 
laborieuse,  et  quoiqu'elle  ne  soit  que  du  quatrième  degré >  il  vaut 
mieux  recourir  aux  voies  indirectes.  Or^  comme  tous  les  sinus 
«ont  renfermés  entre  les  valeurs  —  i ,  +  i ,  nous  aurons 

Valeurs  de  sîn.  a:  j       —  i,        —  f,  o,     +^,        +1 

Valeurs  de  j^j  '+  la,  if ,  —  10  ^,  —  47  i|,  o,  +  i^ii  ||. 
Différences  premières,  —  iSa  ^ ,  —  56  f^,  4.  47  f|,  +  121  f^ 

secondés,  '4.95^  ,  +  84^,  +  74^^ 

trciisiètaes ,  ^  „  ji. ,  _  9 1^ 

'  '  '-(8(58)  qfi'afrSSme  constante,  +  1  H=(iy  X  4.3.2.1. 

.934«  On  app#rçoi.t  deux  racines^  l'une,  exacte,  c'c«-à-dire 
tin^x  z=z'\±i^'itk^xy^}  i*iiutre  entre  le»  limites  -—  i  ,  —  f.  Quant 
aux  deux  autres  racines,  ou  elles  se  trotivent^ntite  les  mêmes  litnites 
quei^une  des  vacines^léjàtiéconvertes,  ou  ell^  sont  imaginaires. 
Dans  le  premier  cas ,  l'équation  différentiée  deux  fois  doit  avoir 
tme  racine  (891)  entre  les  limites  ci-dessus.  La  dlfférentiation 
réitérée  donne 

(c). . . . . .  siB.»j;  —  ^^itt,  4P  4,  ^,:5=;  o  œ/. 

De  sin.  OP = -*  i ,  il  résuliçy  s=  +  -î^j  4©  iïa,  çcsno ,  y  se  +•  ^  j 
de  *8in.  a;  =  +  1 ,  y  =s  -f-  y/.  L'équation  (c)  n'a  donc  point  de 
racines  réelles  ;  donc  ansn  ^epx  des  racines  de  l'équation  (gSa) 
•ont  imaginafres.  -*     "•  • 
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935.  Chefcbon»  maintenant  la.  valeur  de  la  racine  qui  exista 

entre  les  limites  -*-  i  ^  «-*  ^  ^  ^^  )^S^^  V^^  ^^^  résultats  corresh 
pondans,  la  plus  grande  limite,  — \,  est  la  plus  voisine  de  la 
valeur  cherchée.  De  cette  limite  retranchons  ^  suivant  la  règle 
d'après  laquelle  a  été  faite  l'addition  (927)  à  la  moindre  limite , 
la  quantité  ^  (  en  n'emplojant  dans  les  deux  termes  que  les 
nombres  entiers),  ou,  à  très-peu-près,  0,0757 ,  et  nous  aurons, 
par  la  première  supposition ,  sin.  a?  =  -—  0,5757  =;  sin.  :2i5?  9' , 
à-peu*près. 

936.  Avec  la  valeur  ai5*  9'  de  x\  je  calcule  Télquation  (g^i)f 
comme  plus  expéditive  que  Péquation  (95:2)}  et  observant  qu» 
tang.  2i5*  9'  est  positive  (j5),  je  trouve 

tang.  X  v/7805  =        62, 19785 
Mais  8  sin.  x  :=  — •    4>  60575 


Donc  n'  s=        Sy,  59208. 
Et  par  conséquent  (927) ,  ^n'  ==  /s  -—  /s'  ss  «^  2, 59208^ 

957.  En  différentiant  Téquation  (9^1  ),  qui  est  de  même  plus 
expéditive  que  l'équation  (9^2)  pour  les  calculs  suivant ,  et  met- 
tant n'  au  lieu  de  n^  attendu  que  la  valeur  exacte  de  a>  n'est  pas 

encore  connue ,  j'obtiens  (II.  58*,  4o*),  8cos»  x^o?  +. '  ■  ^^J^ 

^    —  fl,5qflo8  —  a,5<^flo8  fl^SgsoS 

'^Scoo.aiS-Q^  I      ^7803     ——6,54118  +  152,12909™       125,58791' 

^       coa.*2i5*9' 

Effectuant  la  division ,  et  multipliant  le  quotient  par  R'^  (633) , 
il  en  résulte  ^  a;  =  —  70'  Sj\ 

938.  L'erreur  est  trop  grande  pour  que  les  secondes  soient  exactes. 
Je  diminue  donc  a:  de.  71',  et  j'ai,  pour  seconde  supposition  ^ 
aj=:2i5'  58' j  puis,  calculant  avec  cette  valeur  l'équation  (93 1)1 
je  trouve  rï'  =  55,o38i  et  ^n':=z^o,oZ8.  Donc  alors 

0^ ^^^  o,  o38  0,  o58 

ou  enfin  A  en  achevant  le  calcul^  et  multipliant  par  R'^  ^^ 
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^  64',4-  On  a  donc  aiS»  58'  —  i'4',4=:  ai5*  56'  55',6  pônr  valeur 
trèsHexacte  de  a: ,  obtenue  par  deux  suppositions  seulement. 

g3g.  Trouver  la  limite  commune  de  la  convergence  des  deux 
séries  (U),  (a8i),  et  (Z),  (5oo). 

Le  but  de  la  solution  de  ce  problème  est  de  reconnidtre  quelle 
est  la  plus  convergente  de  ces  deux  séries  pour  calculer  la  tangente 
d'un  arc  donné. 

Si  on  veut  calculer  une  tangente  par  le  mojen  de  la  série  (Z) 
des  cotangentesj  il  faut  employer  90*  —  A  au  lieu  de  A.  Cette 
fttbstitutitn  faite ,  si  l'on  compare  deux  termes  également  distans 
du  premier  dans  les  deux  séries  »  la  convergence  sera  la  même 
lorsque  ces  deux  termes  auront  des  valeurs  égales.  Cette  compa- 
raison ne  doit  pas  être  faite  entre  les  premiers  termes^  la  série  Ja 
plus  convergente  étant  celle  dans  laquelle  les  termes  diminuent 
le  plus  de  valeur  à  nMSure  qu'ils  s'éloignent  du  premier.  Je 
prends  donc  le  huitième  terme  de  la  série  (U) ,  qui  est  (ag6)  p 

8^S*f7^û.ii  ig  iS*  •*  ^^  Baéme  le  huitième  terme  de  la  série  (Z), 
^^^  "*  'é^~^IT^'  ^  ^^  mettant  en  équation ,  et  multipliant 
Ifs  deux  membres  par  54. 5*.  7 .9.  n  .  i5 ,  V^i  ^^  x  A'*  = 

4(9^*  — A)'S  ou  îï^  X  A'*  SB  (90*  —  Ay\  équation  de  la- 
quelle il  s*àgit  de  tirelr  la  valeur  de  A.  Soit,  pour  plus  de  simplicité, 
^^^  3=  a.  En  tirant  la  racine  i5»,  l'aurai  /a A**  =  $©•  —  A, 

et  par  conséquent  ^aA'^  +  A  es  90*  sa  n. 

940.  La  méthode  des  limites  (6O0  f  t  suiv.)  ne  s'appliqnant  pas 
commodément  k  cette  équation ,  il  vaut  mieux  procéder  j  par  des 
•uppositions ,  en  les  corrigeant  comme  on  Ta  vu  (927  et  suiv.). 

désignons  donc  par  B  une  valeur  de  A  supposée  à  volonté ,  et 
•oit  d'abord  B  »  40%  Je  fais  le  cakul  »uivant  : 


>^ 
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log,  4o  2=  ij6o2o5g99 
(65i),  compL  log.  R''  =  8,24187757 

log.  B  =  9, 84595736 

log.  B'5  ou  i51og.B  i=  7,6590604 

loe.  a  s=  /  ^^S"  929569  .      =  5,9682816     - 
°*  \  compi.  log,  140  =  7,8558720 

log.  aB'^  c=  1,4812140 
Tî  log»  ûtB'^  =  o,  1 1 59595 

13 

Four  avoir  f/aB'^.  en  degrés,  )*ajoute  log.  R*  sss  1,7581226 

somme        1, 8720621 

Donc  v^aB'5  =  74%  48585 

B  5=  40^ 


Somme  (927)  (que  je  désignerai  par  n')      11 4%  4^585 

La  véritable  valeur  de  n  est        90"* 

Erreur ,  ou  ^  /î'  =  24%  48585 

941  •  Cette  erreur  est  considérable ,  et  mériterait  une  seconde 
Supposition  avant  de  faire  usage  du  calcul  diflférentieL  Mais  nous 
nous  en  dispenserons,  et  nous  obtiendrons  une  correction  presque 
juste  en  employant ,  dans  le  calcul  numérique  de  l'équation  diffé- 
rentielle que  nous  allons  former,  une  valeur  B-— l^B  au  lieu 
de  B.  Cet  expédient ,  réellement  utile ,  m*a  été  suggéré  par  les 
différentielles  finies  des  lignes  trigonbmét^'iques,  (  table  II)  ,  dans 
lesquelles,  comparées  aux  infinitésimales,  on  a  cos.  (B  +  f  ^B) 
au  lieu  de  cos.  B  ,  et  cos,  B  cos.  (B  4"  ^  B) ,  ou ,  à  très-peu-près, 
cos/(B  +  |^B)  au  lieu'de  cos/B;  ce  qui  doit  se  dire  de  même 
des  autres  formules  de  cette  espèce.  Mais ,  en  considérant  la  chose 
plus  généralement  encore  ,  qu'on  observe  que  le  calcul  infinitési- 
mal donne  ^(05*)  ==:  j2:r^a:,  et  le  calcul  fini  ^(^*)  =  (^H-  ^^ar)* 
— ^*  =  xrJ|a:H-(^4;)*=2^ar(x+|^:i:);  d'où  l'on  voit  qu'en 
employant  ^+i^aî  au  lieu  de  a?,  dans  l'équation  ^  (a;*) = 20:^05, 
cette  équation  devient  très-exacte ,  quelle  que  soit  la  valeur  finie 
de  ^  X.  Et  quoique  les  différentielles  des  puissances  plus  grandes 
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8'éloignent  peu  à  peu^  et  de  plus  en  pluSj  de  cette  ôzactitude 
précise^  on  obtient  néanmoins  encore  une  grande  approximation; 
ce  dont  l'exemple  présent  donne  une  preuve  remarquable. 

'943.  En  diff'érentîant  Téquation  (qSq)  que  j'exprime  ainsi  : 
^^B^  +  B  =  «S J'aurai  ^/*'=  H  «"^B^^' ^B  +  â»  = 
^BCH-ifa^B-^');  d'où  je  tire  ^B  =  — Al^.  et  puis- 

que  ^»'  =  ^/ï'  à-peu-près,  si  je  suppose  de  même  ^Bi=:f  B 
s=  8*,  j'aurai  B  —  ^  ^B  =  56'  pour  la  valeur  à  employer,  au 
lieu  de  B,  dans  l'équation  difiérentielle ,  dont  voici  le  calcul  « 
dans  lequel  j'appelle  D  la  quantité  B  —  i  S^B: 

log,  36  =  1, 5565oa5o 
compl.  log.  R*  =  8, 24187757 

log.  D  =  9^79817987 
Idem  =  9,  79817987 
Je  tire  du  calcul  précédent  log.  a  =  5, 8321 536 

log.  aD»  =  3,4i85i334 

7j  log.  aD*  =:  o,  26396:256 

log.  l5  =:   X,  17609136 

comp.  log.  i5  s=  8,886o5665 
somme        o,  S^SiioS 

Donc  II  yàD*  s=s  3,  ii4o5 

compl.  log.  3,  ii4o3  =  9, 5066776 
log.  ^  «'  =  log.  —  34,48385  =  I,  3888797 

somme  ou  log.  *~  ^  B  =:  o,  895557. 

Donc  ^  B  =s  -—  7,863  =2  —  7*  Sa' ,  et  par  conséquent  je  trouve 
pour  la  valeur  cbwchée  de  A,  Sa*  8';  ce  qui  ne  diff&re  que  de 
peu  de  secondes  de  la  véritable  valeur^  comme  on  peut  le  recon* 
naître  par  une  seconde  opération.  Mais  dans  la  solution  du  pro« 
blême  dont  il  s'agit ,  plu»  d'exactitude  serait  inutile ,  et  nous 
pouvons  conclure  que  pour  calculer  une  tangente ,  la  plus  cont^er^ 
gente  des  séries  (U)  et  (Z)  est  la  première  quand  l'arc  est  moindre 
que  33^,  et  la  seconde  quand  l'arc  est  de  plus  de  5a*« 
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945.  Si  dâûs  les  deux  f)roblème8  que  nous  venons  de  résoudre  , 
on  essaie  d'emplcryer  les  règles  ordinaires  pour  la  correction  des 
fausses  positions^  on  reconnaîtra  que  la  méthode  que  nous  pro- 
posons est  bien  préférable  à  ces  règles.  Pour  le  prouver  d'autant 
mieux  ^  nous  allons  appliquer  cette  même  méthode  à  divers  pro* 
blêmes  relatifs  à  la  quadrature  du  cercle ,  qu'Euler  a  résolus  au 
raojren  d'un  grand  nombre  de  fausses  positions,  {Anal,  infinit. 
Lîb.  Il,  cap.  XXri). 

944*  Dans  le  premier  de  ces  problèmes,  il  s*agit  de  trouver 
quel  est  l*arc  égal  à  son  cosipus.  X*équation  à  résoudre  est  donc 
A  =  COS.  A. 

Je  suppose  d'abord  pour  A  une  valeur  quelconque  ,  que  je 
nomme  P;  j'appelle  Q  la  valeur  que  j'aurai  pour  A  dans  le  secon4 
membre,  lorsque  j'aurai  mis  P  dans  le  premier^  ce  qui  me  donnera 

(C) P  =  COS.  Q. 

En  différentîant,  j*ai  ^P  =  —  ^Q  sin.  Q.  Je  fais  âP  =  A. 
—  Pj  d'où  il  suit  que  ^Q:=A —  Q,  et  que  par  conséquent 
A  =  P+^P=Q+^Q.  Donc 

(D) ^P::n=Q_p  +  ^Q, 

Donc  aussi  Q  —  P+5lQ3=— ^Q  sin.  Q ,  ou  Q  —  P  =  — 

.SiQ(ï  +«"-Q)  =  -  âQ  X  asin.^(45*  +  iQ),  (I-  iiO-  D-où 
je  déduis 

(£)..•....   ^ Q  =  jj-^i_^-^. 

Les  équations  (C),  (Ê)  nous  donneront  promptement  la  valeur 
cherchée  de  A. 

^5,  En  effet,  supposons  d'abord,  avec  £uler,  P;=:Sû^. 

log.  5o  =  1,477121  \ 

C65i),  compl.  log.  R^  =  8,241877 

log.P  =  log.  cos.  Q  =  9, 7x8998  j 

ce  qui  donne  Q  =  58*»  26'  :  donc  i  ( Q  —  P  )  =  i4'  i5'  =  i4:%  ^ 
à-peu-près;  et  45'*  +  i  Q  ?=  74*  i5'.  Eu  calculant  l'équation  ^), 
on  aura  par  conséquent 
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<M>mpL  log.  sin.  74"*  iS'  s?  o^  oi66g 

0^01669 

log.— âQ=  i>  185675 

ce  qvi  donne  ^  Q  sa  *—  i5%  55  =  —  i5»  ao'.  Pour  avoîc  cette 
valeur  plus  approchée  >  j'emploie  (94^)  Q  +  7  ^  Q  au  lieu  de  Q 
dans  l'expression  sin.  (45»+  i  Q)  }  et  j'ai  Q  -f-  i  ^ Q  s=  58»  a6' 
—  7«  40' s=  5o*  46',  et  45«  H-  i  (Q  4-  i  ^Q)  =:  70»  a5'.  Alors 

réquation  (E)  donne  ^  Q  =  —  ^  J*'^,  ^  =  —  ï6'.  Donc  A  ou 

Q  4- ^  Q  =  58*  a6' —  i6«  s=  4a»  i'. 

Cette  valeur  de  A  ne  peut  être  exacte^  parce  que  Terreur  ^Q 
est  trop  grande '9  mais  elle  est  assez  approchée  pour  qu'en  £usant 
encore  une  autre  supposition  seijjement ,  on  parvienne  à  la  valeur 
cherchée.  Soit  donc ,  pour  seconde  supposition ,  et  en  prenant 
pour  les  minutes  un  nombre  qui  puisse  se  réduire  exactement  en 

dixièmes  de  degrés  ^  P  =  4^""  ^4'  =  4^%  4*  ^a  calculant  Téqua- 
tion  (C) ,  on  a 

log.4a,4  5=  1,63736586 
compl*  log,  R*  =  8, 34187757 

iog.  COS.  Q  sss  9i  8693433 • 
Donc  Q«:43«  l6ro^89etiCQ  — ?)==— 3'59^555.  Alors 
l'équation  (E)  donne  ^  Q  =  ^^|^  =3  386%S }  et  en  ewplojant 

Q'f*  i  âQ  AU  li^u  ^o  Q  dans  le  dénominateur,  on  aura,  avec 
toute  la  précision  que  peuvent  donner  les  logarithmes  à  iept  dé- 
cimales, â Q  ==  ri„%V^ia-^  =  ^^'-  5^-  °^»^  A  ou  Q  +  âQ 
=  4a*  i&  o^  89  +  4'  46%  36  =  43-  30'  47%  35.  Euler  fait  sept 
suppositions  et  calcule  trois  règles  de  trois  pour  arriver  à  cette 
valeur.  Au  lieu  de  i5^  =  o%  35 ,  il  trouve  14*  P*"^  ^^^  erreur 
dans  la  dernière  des  proportions  qu'il  emploie  :  mais  au  surplus 
les  logarithmes  à  sept  décimales  n^  peuvent  donner  exactement 
les  tierces }  et  si  je  tjen^  compte  des  centièmes  de  secondes^  c'est 
d«ns  la  seule  vue  d'avoir  les  dixièmes  avec  précision. 

Cf  problème  est  utile  ppur  trouver  le  sinus  (|ui  divise  en  deux 
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parties  égales  Taire  du  quart  de  cercle ,  et  pour  irourer  la  corde 
qui  divise  en  deux  parties  égales  l'aire  du  demi-cercle,  comme  on 
peut  le  voir  dans  le  troisième  et  le  quatrième  problème  d'Euler. 

Dans  le  second  problème  qu'il  se  propose ,  il  s*agit  de  trouver 
le  secteur  que  la  corde  divise  en  deux  également;  dans  ce  cas,  on  a 
à  résoudre  l'équation  A  =  sin.  aA.  Je  fais  P  =  sin.  aQ  ,  et  j'ai 

^P  =  2^  Q  COS.  2Q=:Q— P+âQi  «vivant  la  formule  (D). 
DoncQ--P=a^Q(cos.aQ  — i)  =  3àQ(cos.  aQ  — cos.6o«) 
s=  4S^Q  sin.(5o*  —  Q)  sin-(5o*  4-  Q)>  (IL  24*)î  et  par 
conséquent 

^^         6in.  (3o°— Q)8in.  (3o«  +  Q) 

Faisons  maintenant,  avec  Euler,  I^  =  So"";  nous  aurons  ~  s=z 

sin.aQ  =  sin.  Go""  4^'  =  sin.  iig""  i^' ,  (54)«  Cette  dernière 
valeur  est  celle  qu'il  convient  d'employer,  puisqu'elle  donne  pour 
Q  une  valeur  plus  approchée  de  celle  de  P  *,  cette  valeur  sei3 
59*  57'  =  Q.  Donc  i  (  Q  —  P)  =  a*  a4'  à-peu-près ,  et  (yS) , 

^Q  =  -  sin.  a/v  sin.  8303/  =  "  4%  »  î  puîs,  en  employant 
Q  +  ^^  Q  au  lieu  de  Q ,  ce  dont  nous  n'avertirons  plus ,  ^  Q  = 

— : o  J;   . — Q  o  g/  =  —  5* ,  a5.  Par  conséquent  A  ou  Q  -f- 

âQ  =  59«  5/  —  5*  i5'  =  54-  aa'. 
Soit  donc  pour  seconde  hypothèse  P  =  54*  ax'  =     ^^     sa 

sin.  aQ-:  alors  Q  =3  54*  i5'  54',  5  j  et  par  conséquent  J  (Q  —  P) 
5=  —  i'  5i%  575  ;  ce  qui  donne  ^ Q  =  — .    ~y^^]f.    q.o  '//  

'    '     '         ^  ^  ^  —  an.  «4*  14  Mn.  84   i4   =5= 

275';  et  enfin,  avec  toute  la  précision  qu*on  peut  désirer ,  ^  Q  =s 

---sin.24-T5'5ÔwWi5^  =  ^7^''^-  I>onc  A  =  Q  +  ^Q  = 
54^  i5'  34%5  +  4'  3a',4  =  54*  lô'  6% 9. 

La  solution  de  ce  problème  a  coûté  à  Euler  six  hjpodièses  et 
deux  règles  de  trois. 

Dans  le  cinquième  problème ,  Euler  propose  de  tirer  d*un  point 
de  la  circonférence  deux  cordes  qui  coupent  l'aire  du  cercle  en  trois 
parties  égales.  On  a  alors  à  résoudre  l'équation  As=  sin.  (60"*  — -  A)» 
JiBfaisP=:sin.(6o*  —  Q),  etraiâP  =  — âQcos.(6o-  — Q)=5= 

54 
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Q  —  P+âQî  d'où  je  tireQ  — P  =  — âQ(ï  +  co8.6o»--Q) 
s=î_.  3^Qco8.*(5o»  —  iQ)>  (I  a4*)>  *'  P»"^  conséquent 

<'*^         co8.*(3o»— i<^y 

Faisons  actuellement,  comme  Euler,  P  =  30°.  Nous  aurons  ^=s 
sin.  (  6o»  —  Q  )  =  «n«  ^o»  a6'  ♦,  ce  qui  donne  Q  s=  39»  54' , 
et  1  (Q  -  P) = 9»  4/ =  9%  a  i-peu-près.  Donc  â  Q  =  ^3^ 

=  --  io%  I  i  et ,  plus  exactement ,  ^  Q  =  ^  ~.  ^''^  ^g;  =  —  10%  S, 
Donc  A  =  Q H-^Q  =  59»  54'  —  lo»  18'  =  39»  16'. 

Soit  donc ,  pour  seconde  supposition  >  P  =  39"  1 5^^  =  -%r-  =î==^ 
sin.  (60^  —  Q) }  ce  qui  donne  Q  =  ^°  18'  8%  17.  Alors i(Q  —  P> 
=:i'34%û85jet  5iQ  =  ^^^^^,  =  ~  loi'î  et,  plus  exacte- 
ment, ^  Q  =  ,~^I;f^^.  =  -  101',  18.  Done  Q  +  ^  Q  ou 

A  =  39*  16'  37*^,  comme  le  trouve  Euler ^  au  moyen  de  six  sup* 
positions  et  de  deux  règles  de  trois. 

L'objet  du  sixième  problème  d*£uler  est  de  trouver  un  arc  qui 
soit  égal  k  la  somme  du  rajon ,  du  cosinus  et  du  sinus.  On  a  à 
résoudre  Téquation  iSo''  —  A  ==  x  -f-  cos.  A  +  ^în.  A.  A  Tunité 
je  substitue  la  valeur  du  rajon  en  degrés,  laquelle  est  57% 29578, 
comme  on  peut  le  déduire  de  log.  R%  (ôSi);  et  j'ai  ia3%  704^3 — A 
PS  eos.  A  +  sin.  As=siH«(4^*  +  A)*  |/^,(II.  7*).  Soit,  pour 
abréger,  iAa% 704^3  =  C;  nous  aurons^  toujours  par  la  même 
méthode,  C  —  P  =  sin.(45*  +  Q)  {/^i ,  et  —  ^P  =  ^Q 
COS.  (45*  +  Q)V^  =  P  —  Q  —  â  Q  î  ^^  l'on  tire  P  —  Q  = 

Si  Q  C/1  +  COS.  45^^  +  Q)  v/2  =  â  QCcos.  45*  H-  cos.  45^  +  Q) 
>/2  =:  a  ^  Q  cos.  (45^  +  3  Q  )  COS.  i  Q  |/a  ,  (II.  ao?)..  Et  par  cou- 
séqu^snt 

^O  —  i(P-Q) 

^^  COS.  i  Q  COS.  (45*  +  i  Q)  V/a* 

Soît,  avec  Euler  >  P  =  40''}  alors  C  —  P  =  83%  704^2.  Mais* 
■  feo^^  ^'^  est  >  1 ,  tandis  qjue  cette  quantité  doit  être  égale  & 
^o.  (43*  -f-  Q)  ;  donc  la  valeur  supposée  poiu*  P  est  trop  petite.. 
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Par  la  seconde  supposition  d'Euler ,  P  =  4^*  j  ce  qui  donne 
o,7o4a3  __  ^^^   ^^^,  -1-  Q)  =  sin.  84*  5a',  et  par  conséquent 

Q  =  39"  5a',   i  (P  — •  Q)  =  1'  4'  =  1%  07  à-peu-près,    et 

^Q  =  co,..9-56^'co?6^^6V^  =  '*'9  =  I-  54'i  et,  plus  exacte- 

;nent,  ^Q  =  coa..o'^'co765»a4V.  =  »^  94  =  i*  56'.   Donc 
Q+  8>Q  ou  A  =  39»  5a'  +  1»  56'  ==  4i»  48'. 
Soit  donc,    pour  dernière  hjpothëse,  P  s=z  41*  4^' ^=  4^" » ^» 

Alors  C  —  P  =  8o%  9o4aa  -,  et  ^J^^  =  sin.  86«  49'  56',  4  j  ce 

qui  donne  Q  =  4i«  49'  36', 4,  et  |  (P  —  Q)  =  —  48',  a.  Donc 

^  Q  =  co,..o»57f;^»55'.a  =  -  ^''  ^'  ^ette  quantité  ert  si 
petite  ,  qu'il  est  inutile  d'appliquer  au  dénominateur  la  correction 
ordinaire.  On  a  donc  A  =  Q  +  ^Q  =  4^**  4^'  7^o,  valeur 
qu'Euler  obtient  par  quatre  suppositions  et  deux  règles  de  trois.. 

Dans  le  septième  problème ,  Euler  cherche  un  secteur  qui  soit 
égal  à  la  moitié  du  triangle  formé  par  le  rajon ,  par  la  tangente 
et  pat  la  sécante.  L'équation  à  résoudre  est  ^A  3=  tang.  A.  Je  fois 

aP  =  tang.  Q,  et  j'ai  a^P  =  ^^  =  a  (Q  -  P  +  ^Q), 

etQ-P=âQ(î^-0  =  ^Qx^-iS^  =  - 
âQ  X  Së^»  (I-  ^5.).  Donc 

on  --  a(P--'Q)co«*Q 

«**^  —       zstt^     • 

Actnellement  faisons,  avec  Euler,  P  =  60*  :  nons  aurons  ^=^ 
tang.  Q }  Q  s=  64»  ag'j  a(P  —  Q)  =  —  8»  5«'  =  —  8%95 
à-peu-près-,  âQ  =  -  '''^.7:»^  =  ^•'  ^4  ^  a-,  58'î  et, 
plus  «xactment ,  5lQ  sa  —  ^^o! X^  * -»•> ^^'  ^«'"«•^ 

Soit  dûno ,  pour  seconde  supposition  ,  P  s=  66%  jS  ;  et  par 
conséquent  i^  5=  tang.  Q.  Alor»  Q=s66'  46'  i8',7a  >  a  (P  —  Q) 


ù6S  •   CfiA^  XV.   DE  LA  RÉSOLUTION  NUMÉRIQUE 

r  #   //       n  i-^  l57^44ços^^eG^4S'  _  .«  , 

=  —  i57',44;  âQ  = ^(^133-33-       =  55  i  }  et,  scrupo- 

Jeu8ement ,  ^  Q  = '  coa.  i^y  33^  48* ^  '^  >  ^u   Donc  A 

—  Q4-  ^Q  =  66•46'54^a5. 

Euler  parvient  à  ce  résultat  au  mojen  de  six  suppositions  dont 
le  P.  Fontana  a  aussi  fait  usage,  (  Tom»  II  des  Mémoires  de  la 
Société  Italienne.  ) 

Enfin ,  dans  le  huitième  problème ,  Euler  se  propose  de  déter- 
miner un  arc  qui  soit  égal  à  sa  corde  continuée  jusqu'à  la  ren- 
contre du  prolongement  du  rajon  qui  passe  à  go""  de  l'origine  de 
cet  arc.  L^quation  à  résoudre  est  A  sin.  ^  A  =  i.  Je  l'écris  ainsi, 
A  s=  coséc.  \  A,  expression  qui  conduit  plus  promptement  à  Inéqua- 
tion difiërentielle  ci-après.  Je  fais  ensuite ,  comme  dans  \^%  opé- 
rations précédentes,  F  =  coséc.  ^  Q,  et  réduisant  i  la  forme 
infinitésimale  la  différentielle  finie  de  la  cosécante  (1407),  j'ai 

'^P  =  -  jaQ  X  ^  =  Q  -  P  +  ^IQ,  et  Q  -  P  = 
Alaintenant  faisons,  avec  Euler,  F = 70^.  On  a^  =:  coséc.  ~  Q  , 


Do 

OU  —  =  sin.  î  Q  =s  sîfle  54**  56'  :  done  Q  s=  109^  5ja',  et  Q  — 
=  59- 5a'  ==  39% »7  à-peu-près.  Mais  ^^^^^^y  =  0,4^88  r 
donc  âQ:^~^  =  -.7-.9-Pto  exactement,  ^^^ 

;=  0,60755^  et  âQ  =;  —  7^^  «  —  a4%8.    Donc  A  o» 

P  +  ^Q=85*4'. 
Soit  donc  1  pour  seconde  supposition ,  F  =:  SS"*  S'^  =:  85*,  oS. 

Nous  aurons  g?— g  ss  sin.  r  Q  =  sin.  fyk""  ai'  5*^  9  ;  et  par  consé- 
quent Q  =  84*  42^^  7% 8;  et  Q  —  F  =  —  ao'  5a',  a  =  —  ia5a%a» 

1 1' 5o', a.  Plus rigoureMeincnt,  ^^^^.%%,'\  =  o^Siaogflj  donc 
âQ  =^7|^=«9»'*03«  u'  5»',o«.  Donc  A  5=  Q  +  5iQ 
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=  84*  55'  58%  83.  Euler  trouve  une  valeur  un  peu  moins  approchée  : 
il  y'  parvient  après  six  suppositions. 

945.  Les  équations  résolues  dans  Tarticle  précédent  sont  du 
genre  des  équations  transcendantes ,  parce  qu'elles  contiennent 
l'arc  A  sous  deux  formes  hétérogènes  (179),  c'est-à-dire  parce 
que  Tare  j  est  comparé  et  égalé  à  des  lignes  droites  ,  telles  que 
les  lignes  trigonométriques  de  cet  arc  ou  de  ses  multiples. 

946.  II  est  facile  de  résoudre  par  notre  méthode  l'équation  de 
cette  forme ,  sin.  72  A  =  m  sin.  A ,  que  propose  d'Alembert , 
(Opiisc.  Math.  Tom.  V,.p.  322),  et  de  laquelle  il  s'agît  de  tirer 
la  valeur  de  Tare  A.  Je  fais  sin.  «P  =  m  sin.  Q ,  et  j'ai  n^T? 
COS.  nP=:m^Qcos.  Q.  Substituant  la  valeur  (D)  de  ^P,  (944),  je 
trouve  (5>  Q  =  ^V—    Jcos.n    ^  j^^^^  suppositions   donneront  la 

—COS.  Q  —  coa.  nP 

valeur  de  A ,  pourvu  que  l'on  observe ,  dans  l'une  et  dans  l'autre 
de  ces  suppositions^  de  faire  deux  calculs  pour  avoir  la  valeur  de 
^  Q,  en  employant ,  dans  le  second  de  ces  calculs >  cos.  w  (P+iâ  P) 
et  cos.  (Q  -f- i^  Q)  au  lieu  de  cos.  nP  et  de  cos.  Q,  (941). 

947.  Au  reste  ce  problème  et  ceux  de  l'article  (944)  peuvent  se 
résoudre  directement  par  les  séries  infinies.  Par  exemple,  Téquation 
de  d'Alembert  se  transforme  en  celle-ci  (267),  nA  —  ^n^A^ 
+  tIô  n^A?  —  etc.  =z=  m  (A  —  ^  A^  +  tïô  A*  —  etc.).  Donc 
(n  — m)  A  — i(/i3  — ;7ï)  A^  +  iiô(«*  — m)A»  — etcsso. 
Divisant  par  A ,  et  transposant ,  on  a 

'^  -•  'w  =  I  C'^'  —  yw)  A»  —  rh  (tî^  ^  m)  A^  -l- etc. 

Qu'on  fasse  A*  ssy ,  et  cette  équation  comparée  à  l'équation  («59), 
en  observant  qu'ici  n-^m  tient  lieu  de  m  dans  l'équation  (P> , 
donnera  une  autre  équation  de  la  forme  (Q)y  (260),  de  laquelle  on 
tirera  la  valeur  de  y ,  et  par  conséquent  celle  de  A  ou  de  /jr- 

948.  Nous  avons  donné  les  moyens  de  résoudre  une  équation 
quelconque.  Il  nous  reste  à  faire  voir  combien  la  Trigonométrie 
donne  de  facilité  pour  arriver  k  de  certaines  SQlutlons  qu'oo  n'ob- 
tient qu'avec  peine  par  la  voie  de  l'analyse. 

Soit  l'équation 

(F).....^a  cost  A  +  ^  siû,  A  »  »/ 
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de  laquelle  on  veut  tirer  la  valeur  de  l'arc  A.  Je  divise  cette  équa* 
lion  par  a ,  et  faisant 

(G) tang.  B  =  -  =  ^35-g , 

j'aurai  (II.  4')  » 

(H^ COS.  (A  •—  B)  =  — ^. 

La  solution  des  équations  de  la  forme  (F)  se  réduit  donc  à  cher- 
cher par  l'équation  (G)  un  arc  B ,  et  par  l'équation  (H)  un  arc 
(A  —  B)  :  la  somme  ou  la  différence  de  ces  deux  arcs  est  égale- 
ment l'arc  cherché  A.  Car  l'équation  (F)  est  implicitement  du 
second  degré,  comme  on  peut  le  voir  en  substituant^  par  exemple , 
|/(i  —  sin.*A)  il  COS.  A ,  puis  résolvant  l'équation  par  les  méthodes 
ordinaires  j  pour  en  tirer  la  valeur  analytique  de  sin.  A. 

949.  Le  piîcblèrae  de  d'AIembert  (Opusc.  Tom,  VI,  pag.SaS), 
tendant  à  réduire  le  binôme 

a  COS.  A  +  3  COS.  B 

au  monôme  x  cos.j^  ^  est  d'une  expression  analogue^  quoique  d'un 
autre  genre. 

Qu'on  écrive  Bs=:A-+-mj    et    ^=2A  +  z. 

On  aura  a  cos.  A  +  3  cos.  A  ci^s.  m  ^^  b  sin.  A  sin.  mz=x  cos.  A 
cos.  «  ^-  cr  sin.  A  sin.  z  ;  d'où  cos.  A  (  a  4-  ^  cos.  tti  —  a?  cos.  z  ) 
fi=ï  sifî.  A(b  sin.  m  -^  x  sin.  z ),  Donc  en  faisant 

m 

X  COS.  ziss^a^b  ces. m i  il  ea  résultera 
X  sin»  Z9=z  b  sin.  m. 

Diviser  la  Mcoiide  à^  «m  daux  équations  par  la  prenû&re^  t^om 
aurez 

.  b  |tn.  m 

taB&  Z  osa  ■■ ,  7 ; 

^  a+  b  COS.  m  ' 

quarrez  les  deux  mêmes  équations ,  et  leur  somme  donnera 

a:*  »s  a*  ■+•  s^ab  ws.  m  +  6*. 

Le  proMème «st  résolu >  puisque  i,  z ,  et  par  eonséqncnt  jr,  sont 
exprimés  au  mojen  des  quantités  du  binôme  donné. 

D'AIembert  en  déduit  cette  conséquence,  que  toute  quantité  com- 
posée des  termes  a  cos.  A,  è  aÎB. B ,  «te ^  ^uC  se  f éduire  4e  la 
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même  maniàre  à  la  forme  x  cos.jr,  ou  Wen  x  siû.y ,  eu  faisant 
y  ;=  00""  — ^.  Si  l'on  avait  plus  de  deux  termes  ,  on  réduirait  les 
deux  premiers  à  un  seul ,  puis  ce  terme  et  le  troisième  encore  à 
un  seul^  puis  celui-ci  et  le  quatrième^  et  ainsi  de  suite. 

gSo.  Soit  maintenant  à  résoudre  l'équation 

a  tang.  x  +  b  cot.  x  ;=:  n. 

En  multipliant  Téquation  par  — 2ii£^  et  transposant ^  on  a  fang/j; 

-^  ^  taxig.  :r  =:  -—  -  ^   équation   facile  à   résoudre  par  la   mé^ 

thode  (818). 

gSi.  Soit  enfin  proposée  l'équation  suivante  ^  finie  Q^  infinie; 

(K) z  =:  u  -+•  a  sin.  u  +  b  sin.  2u  ^  c  sin*  S u  4-  etc. , 

dans  laquelle  on  cherche  la  valeur  de  z/.  Cette  équation  est  du 
genre  des  transcendantes  (q4^)-  La  solution  la  plus  facile ,  dans 
les  cas  particuliers >  est  celle  que  j'ai  donnée  (94<^)*  Mais  si  l'on 
veut  une  formule  générale  infinie,  dans  laquelle  la  série  soit  con- 
vertie analjtiquement  comme  il  suit,  "^ 

(L). ...  z^  =:  js  4-  A  sin.  z  -f-  B  sin.  az  +  C  sin.  5z  4-  etc. , 

les  méthodes  trigonométriques  que  nous  avons  vues  jusqu'à  présent 
sont  extrêmement  laborieuses;  ce  qui  m'a  donné  lieu  de  chercher 
la  méthode  beaucoup  plud  simple  que  je  vais  exposer. 

gSa.  Si  dans  la  série  (K)  on  substitue  fos  valeurs  de  sin.  z^>  sin.  au, 
sin.Su,  etc.,  données  par  la  série  (W),  (267),  on  aura,  en. 
réunissant  les  coefficiena  de  chaque  puissance  de  i^j 

(M)...z»(i4-a+:^34.5c+etc-)M— fCa-fa'^'-f-S^ô-fetcO'i^ 

+  155^^+^'^+  5'^  +  etc.)  u'  -7:.  etc. 
En  traitant  de  même  la  série  (L)/elle  deviendra 
(N)...  M=:(i + A+aBr+-5C+etc.)^— ^(A-f-a»B+5'C-4-etc.)  ^ 
+  JX43  (  A  +  a^B  +  B^C  +  etc.>z5  —  etc. 

953.  Pour  plu5  de  simplicité^  exprimons  ces  deux  séries  coma» 
il  suit  : 
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z  =s  mu  —  nu^  +  pu^  —  qu^  +  ru^  —  atc; 
«  =si  Mz  —  Nz*  +  Pz»  —  Qz'  +  Rz»  —  etc. 

Substituons  ensuite  dans  la  dernière  les  valeurs  de  z,  zS  z^  etc.j 
prises  de  la  précédente*,  et  ordonnant  les  ternies  relatlfement  aux 
puissances  de  u ,  (265) ,  nous  aurons 

Mz  =3  Mmu — M/z«*  +   TApu^^^   Mqu^  +      Mru^ — etc. 

—  5Nwii*-f-  6Smnp — etc. 
-+-        N»* — etc* 

-j- 1  oPm^n*  -^  etc. 
—  Qz'sa  *-   Q'W^  4-  7Q/«'/î— etc. 

-4^Rz^s9  +       R/»*— etc. 

-etc. 

954.  D*où  nous  tirerons  par  U  méthode  exposée  (a64) , 


N 


1 

m* 

JL  - 
"^  m** 

3n»  — pn» 


Q  as  -^  .   >        '  TO" ^'         < 

Bas *c — -3-J — ^^ ^. 

Ce  tont  les  éqtu^tiens  finale*  dn  problème ,  paisqu'en  tahtiitaanl 
dans  ces  équations  les  valeurs  de  M,  N  »  P»  etc.»  m»  n,  p,  etc. , 
prises  dans  les  séries  (N),  (M),  il  ne  reste  plus  qu'à  les  résoudre 
par  les  méthodes  ordinaires ,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  indéter- 
minées A,  B,  Ç,  etc.  Nçus  en  ^lons  faire  un  essai  sur  le  problème 
de  Kepler  (i485),  en  nous  bornant  &  la  quatrième  indéterminée  D. 

955.  An  lieu  de  M  jb=^,  on  a  par  les  séries  (N),  (M), 
,  4.  A  4-  aB  +  5C  +  4D  «  r+TTîT+TT+P '  "^ 
(O)...  A  +  aB-f-  5Ç  -f:  4P  »  -  ^^I+afr4-5«;-|-4<*' 
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Au  lieu  de  N  =:  —  ~,  on  a  f  (  A  +  8B  +  ^703-  64D) 

—  a  +  8b  +  a7c+G4d 

"~  ""  6(»  +  a  +  a6  +  3c  +  4rf)*' 

956.  Or ,  dans  le  problème  de  Kepler ,  a  =  a  e ,  &  =  |^  +  |tf^, 
c  =  |^,  d^=i^e^,  (en  désignant  par  ^  Tetcentricifé  de  rorbitê 
d'une  planète).  Substituant  ees  valeurs  dans  Inéquation  (O),  et 
réduisant^  on  a 

Qu'on  effectue  la  division^  en  négligeant  les  puissances  de  e  sup^ 
rienres  à  la  quatrième  que  npus  avons  prise  ppur  limite ,  et  oa 
aura 

CQ). . . . .  A  +  aB  H-  5C  +  4 1)  =  —  a^  +  |V  ~  ^(^  +  ^^* 

Pour  simplifier  de  la  même  manière  Téquation  (P)  ^  il  faut  premiè-^ 
rement  élever  à  la  quatrième  puissance  la  valeur  (  i  +  ^^  + 1  ^ 
+  ^  4- 1  e*)  de  I  +  a  +  ai  +  3^  4-  4^,  Dans  cette  opération 
on  peut  négliger  même  la  quatrième  puissance  de  e^  parce  que 
dans  la  division  elle  n'influe  que  sur  la  cinquième.  'Âldrs  on  a 
facilement  (i  +  a^  +  |  e'  4-  é^y  =  1  +  8<?  4-  5o^'  4*  72^^ 
En  divisant  par  le  second  membre  de  cette  équatioln  la  valeur  de 
a  4-  86  4-  27c  4-  64 rf,  qui  est  a^  4-  6^*  4-  9^'  +  "^#^ 
réquation  (P)  deviendra 

(R;.  ,.  A+ 8B4- a7C  +  64D3=e  — ac  +  iQe''--a9<:f  +  65e*. 

957.  Dans  le  problème  de  Kepler  >  la  sériie  (  K)  a  cette  propriété; 
que  lès  coefficiens  a,  c,  etc.^:  correspoodans  aux  multiples  im- 
pairs de  2^,  contiennent  seulement  les  puissances  impaires  dé  C-^ 
c'est-à-dire  de  l'excentricité,  et  que  les  coefficiens  b,  d,  etc., 
correspondans  aux  multiples  pairs  de  u ,  renferment  seulement 
les  puissances  paires  de  e.  La  même  loi  doit  avoir  lieu  dans  la 
série  (L),  comme  le  démontre  Laplace,  (Mécanique  Céleste^ 
Tom.  \y  pag.  181).  Si  donc  on  admet  pour  principe  que  la  valeur 
des  indéterminées  A,  C ,  doit  être  exprimée  par  les  puissances  im- 
paires de  c^  et  la  valeur  des  indéterminées  B^  D,  par  les  puissancei 
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paires  j  on  pourca  tirer  la  valeur  de  ces  quatre  inconnues  des  deux 
seules  équations  (Q)>  (R)i  en  les  décomposant  en  quatre  autres, 
comme  il  suit  ; 

A  +  :i7C  =  —  2e —  age^  ;        8B  4-64D  =  i  Oi?»  +  65^. 

Cestipar  cet  artifice  que  des  cinq  équutioùs  fîpales  seulement  (954)1 
J'ai  tiré  la  valeur  de  neuf  indéterminées ,  en  poussant  l*approxi^ 
nation,  dans  la  série  (L),  jusqu'à  sin. 9^  et  à  la  neavième  puissance 
de  l'excentricité,  comme  on  le  verra  (i4^)* 

958.  Dans  l'analyse  trigononaétriquej;.on  a  quelquefois  besoin 
de  développer  les  valeurs  approchées  de  sin.  (n  sin.  à) ,  sin.  (n  cos.  a), 
Gos.(/^sin.a)cos/{;^éos.a}.  £n  considérant  n  sin.  a  comme  un 
arc,  00  a  parla  èérite  (W),  (^7)> 


si;].(/i,8in..a).=;:  n  sin.a 


n?  sin. 'a 


+ 


n*8in.*a 


—  ctc« 
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959.  Si  Top  Vrçut^  cette  valeur  exprimée  non  par  les  puissances 
du  sinus  de  a ,.  m^is.  par  les  sinus  des  multiples  de  a ,  on  substi- 
tuera les.  valfe]jrs  de  HnM  y  sin.^a.>  etc«,^risea  dans  la  table  (509),  et 
Ton  aura 

ain.(7isin.fl)=a(ft— ^'+i^— etc.)sin.fl+(^— ^+etc.)  sin,  5a 

•-f-  ( -^  -^  etc. \  sin.  5  a  +  etc« 

On  développerait  de  même  les  autres  sinus  et  cosinus  proposés, 
en  se  servant,  pour  les  cosinus,  de  la  série  (385). 

Il  êsl  fîicilelle  voir  que  rûtiltté  de  ces  opérations  dépend  de  la 
convergence  ()ea  a4rie«  forinéea  conim»  cMejstu^;  et  que  cette 
convergence  s^pA  d'wttttt  plw.  grande  quft  la  quaiotit^  n  sera 
pluapeiUep 


T 


•^   J 


H'^5 


•    •  « 


CHAPITRE    XVI. 

Béfimtîons ,   Notions    et   Propositions  prélimmair&s  ^ 
particulières  à  la  Trigonométrie  ^phérique. 


960.  jL  a  Trigonométrie  sphériquc  enseigne  à  rfoéndre  le^ 
triangles  formés  par  trois  arcs  de  grands  cercles  (962)  sur  la  sur- 
face d*une  spbëre;  Les  côtés  de  ces  triangles  sont  par  conséquent 
des  arcs,  et  s'évaluent  comme  les  angles ,  en  degrés ^  minutes,  etc. 
Trois  parties  étant  connues  dans  un  triangle  sphérique,  la  Tri- 
gonométrie sphérique  donne  les  mojens  de  trouver  toutes  les  autres 
•   dans  la  plupart  des  cas. 

961.  Si  l'on  prend  pour  centre  un  point  à  volonté  dans  Tunivers^ 
tous  les  points  situés  à  une  même  distance  de  ce  centre  appartiens 
dront  à  la  surface  d'une  sphère  ajant  cette  distance  pour  rayon/ 
Il  est  donc  indifférent  que  le  globe  sur  lequel  s'exerce  la  Trigo* 
nométrie  spbérique  ^  soit  réel  ou  seulement  imaginé ,  petit  ou  grand  « 
plein  ou  vide  intérieurenient  en  totalité  ou  en  partie  :  les  propo* 
sitions  ttigonométriques  sont  générales  pour  une  sphère  quelconcpie^* 
il  su£5t  que  dans  une  même  démonstration  9  dans  une  mèmie  formule, 
on  n'emploie  pas  en  même  temps  des  sphères  de  diverses  granBeurs^ 
des  arcs  de  rajons  différons. 

96a.  On  appelle  grands  cercles  ceux  qui  ont  pour  cpntre  et 
pour  rayon  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère.  Tous  les  grands 
cercles  sont  donc  égaux  entre  eux.  Si  on  conçoit  que  le  dçmi« 
cercle  AEDB  fasse  une  révolution  entière  aiitotir  du  diamètre  âB, 
le  point  D,  que  je  suppose  à  égale  distance  des  points  A  ^'  ^.*  * 
décrira  dans  cette  révolution  la  circonférence  d'un  grand  ceifcle.» 
dont  le  rayon  est  celui  CD  de  la  sphère |  et  le  centre  celOi  C  de- 
là sphère*  ""  ' 
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fîg*  52.  963.  Mais  chaque  autre  point  9  comme  £  j»  de  la  deminoircoa^ 
fërence  AED^  décrira  un  petU  cercle  ayant  pour  rayon  une  or* 
donnée  £F,  et  pour  centre  un  point  F  différent  du  centre  C  de 
la  sphère.  Il  est  évident^  i*,  que  les  petits  cercles  sont  égaux  entre 
eux,  lorsqu'ils  ont, leurs  centres  à  une  même  distance  du  centre 
r]^  la  sphère  *,  a*,  que  les  petits  cercles  sont  d'autant  plus  petits 
que  leur  centre  est  plus  distant  de  celni  de  la  sphère. 

964-  Si  on  divise  une  sphère  en  deux  parties  égaTes,  le  plan 
coupant  passera  par  le  centre ,  et  par  conséquent  la  section  de  la 
surface  de  la  sphère  sera  im  grand  cercle.  Mais  par  chaque  point 
de  la  surface  on  peut  faire  une  section  qui  passe  par  le  centre  de 
la  sphère ,  ^t  qu^  la  diyise  par  le  milieu  :  donc  le  nombre  des  grands 
cercles  de  la  sphère  est  infini. 

965.  On  9ait  par  la  Géométrie  élémentaire  1  que  trois  points 
qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite  »  déterminent  la  position  d*un  plan» 
Çl  donc  le  plan  coupant  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  pat 
^eux  points  donnés  sur  sa  sur&ce ,  la  direction  du  plan  coupantj, 
et  par  conséquent  la  section  dé  la  superficie^  seront  déterminées» 
Donc  d'pn  point  à  un  autre  sur  la  surface  de  la  sphère  jp  on  peut 
toujours  tracer  ou  conceroîr  un  arc  de  grand  cçrcle ,  et  il  he  peut 
y  en  avoir  »qu*un  seul ,  si  ce  ii*est  lorsque  cet  arc  est  de  180?,  (966)^, 

966,  Puisque  le  centre  de  la  sphère  est  commun  à  tous  les 
grands  cefcles,,  toute  ligqc  d'intersection  de  leurs  plans  passera  par 
le  cçi^fre  pommup  >  et^sçra  par  ccMiséquent  un  diamètre  commiu^ 
à  làsp^ière  et  aux  cercles  coupés*:^ Ainsi  ÀB  est  le  diamètre  de  la 
sp^ière,^  du  içerciç  ADBL  et  du  cercle  AGB(  duquel  la  moitié 
seulement  se  Toit  obliquement  dans  la  figure  ),  Mais  tout  diamètre 
divise  la  circonférence  en  deux  parties  égales  \  donc  V.  les  grands 
cercles  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales i  a*,  les 
points  d'intersection  des  circonférences  ^  comme  A  et  B,  sont 
toujours  distans  de  i8o*  Pun  de  r autre. 

\^7^  On  peut  donc  renfermer  avec  deux  arcs  seulement  vn^ 
portion  de  surface  de  la  sphère  >  pourvu  qu'ils  soient  chacun  da 
ïÇo*.  Alors  là  siiperficie  oomprist ,  comme  AEDBKGA>  se  nom»* 

«66.  On  «roelle  asce  d'un  srand  cerdc  celui  des  dianibtce»  d« 
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la  spbèrei  qui  est  perpendiculaire  au  plan  ou  à  un  diamètre  quel- 
conque de  ce  cercle.  Si  on  conçoit  que  dans  la  fig.  Bu  le  rayon  CD 
de  la  sphère  soit  élevé  perpendiculairement  au-dessus  du  plan  sur 
lequel  est  décrit  le  grand  cercle  AEDBL  y  CD  sera  le  demi-axe 
de  ce  cercle.  De  même ,  AB  est  Paxe  du  grand  cercle  dont  la  cir- 
conférence passerait  par  les  points  D  et  L  ^  et  dont  le  plan  serait 
perpendiculaire  au  cercle  ADBL. 

g6g.  Les  points  extrêmes  de  l'axe  y  tels  que  A  et  B  ^  se  nomment 
les  pôles  du  grand  cercle  dont  AB  est  Taxe.  L'arc  AD  =  go""  =  BD 
mesure  sur  la  superficie  de  la  sphère  la  distance  des  pôles  à  la 
circonférence;  et  par  conséquent  chaque  point  de  la  circonférence 
est  distant  de  go""  de  chacun  des  pôles.  Deux  grands  cercles  ne 
peuvent  donc  avoir  les  mêmes  pôles. 

970.  On  peut  concevoir  une  infinité  de  petits  cercles  parallèles 
à  chaque  grand  cercle.  Si  £F  est  parallèle  à  CD ,  le  petit  cercle 
qui  a  pour  rayon  EF ,  se  nomme  et  est  en  efiet  parallèle  au  grand 
cercle  décrit  par  le. rayon  CD  dans  la  révolution  du  demi-cercle 
AUB  autour  de  la  droite  AB.  Or  entre  les  pôles  A  et  B  de  ce 
grand  cercle ,  on  peut  concevoir  une  infinité  d'ordonnées  à  l'axe 
AB ,  parallèles  à  CD  y  comme  £F.  Donc ,  etc. 

Il  s'ensuit  que  toute  section  de  la  sphère  est  un  cercle,  même 
lorsqu'elle  ne  passe  pas  par  le  centre  ,  puisqu'on  peut  toujours  ima- 
giner une  section  parallèle  qui  passe  par  le  centre ,  (964)* 

971.  Les  pôles  d'un  grand  cercle  sont  aussi  ceux.de  tous  ses 
parallèles,  et  tous  les  points  de  chaque  circonférence  sont  à  une 
même  distance  de  l'un  ou  de  l'autre  des  pôles.  Il  est  évident,  par 
exemple ,  que  la  révolution  (962)  du  rayon  FE  autour  de  l'axe  AB 
n'altère  en  aucun  point  les  distances  EA,  EB.. 

D*après  ces  principes  il  est  aisé  de  déterminer^  avec  des  compas 
sphériques,  sur  la  surface  d'un  globe ^  les  pôles  d'un  cercle  donnée 
ou  de  décrire  d'un  pôle  donné  un  grand  ou  un  petit  cercle. 

97a.  Si  deux  arcs  de  cercles  inégaux  s^ appuient  sur  une  même, 
corde  y  et  qu^ils  soient  Vun  et  Vautre  moindres  que  la  demir-cir-^ 
conférence,  le  plus  grand  est  celui  qui  est  décrit  d^un  plus  petit 
rayon. 

Ce  théorème. s'énonce  ordinairenaent  sans  déiponstration ,  comoie 
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une  vérité  que  la  seule  opération  du  compas  rend  évidente;  et  si 
î*en  ai  rencontré  quelques  démonstrations  géométriques,  elles  m*ont 
paru  peu  satisfaisantes.  J*ai  déduit  de  l*analjse  celle  qui  suit}  elle 
est  rigoureuse. 
Fig.  53.  Les  arcs  DBE ,  DAE  étant  sous-tendus  par  une  même  corde  DE, 
étant  de  plus  moindres,  Tun  et  l'autre  ,  que  de  i8o%  et  décrits,  le 
premier  du  rajon  FE,  le  second ,  du  rayon  CE  >  FE ,  je  dis  qu'on 

a  DBE  >  DAE. 
En  eflFet  la  difiFérence  de  Parc  à  la  corde,  tous  les  termes  étant 

sin.'-A 

rendus  homogènes  (io4)  >  est  (278),  A  —  asin.  1 A  =  j  x  — fj— 
^^  X  !îîiLLi  4-  etc.;    ce  que  j'écris  ainsi,  pour  abréger, 

A  -2  8in.  ',  A  =  ^V^  +  î^^  +  etc.  Donc ,  (en  faisant 
DBE  =  B,  DAE  =  A,  la  corde  DE=aK,  CE  =  R ,  FE  =  r), 
on  aura  B  —  aK  =  -^  4-  —  -r  «*«•  *  *'  -^  —  ^*^  —  "^  ^ 
—  ■+.  etc.  Mais ,  d'après  les  conditions  données ,  on  a  R  >  r  j 

et  il  s'ensuit  que  chacun  des  ternies  du  second  membre  dans  la 
dernière  équation  est  moindre  que  chacun  des  termes  semblables 
dans  la  précédente.  Donc  on  a  B  —  aK  >  A  —  aK ,  et  par  con- 
séquent B  >  A',  ce  que  j'avais  à  démontrer. 

973.  L'équation  (378)  n'est  pas  applicable  aux  arcs  qui  excèdent 
i8o';  mais  il  est  clair  que  dans  ceux-ci  c'est  tout  le  contraire  de 
ce  qui  arrive  pour  les  arcs  au-dessous  de  180'.  Car  les  circonfé- 
rences étant  bomme  les  rajons ,  si  de  la  plus  grande  on  retranche 
une  portion  plus  petite  que  celle  qu'on  déduit  de  la  moindre  cir- 
conférence ,  comme  on  vient  de  le  voir,  la  partie  de  circonfé- 
rence qui  restera  de  J«  plus  grande,  l'emportera  d'autant  plus  sur 
celle  qui  reste  de  la  plus  petite. 

974.  Je  conclus  de  ce  qui  précède ,  que  rifrc  de  grand  cercle , 
au-dessous  <fe  ,i8o%  c*ï  le  plus  coun  qu'on  puisse  mener  d'un 
point  à  un  autre  sur  une  surface  tphérùfue* 

L'arc  de  grand  cercle  «rt  la  mesure  naturéUe  et  uniqoe  de  toute 
distance  sphérique,  parce  que  c'est  une  mesure  constante.  Le» 
petits  cercles  (965)  étant  au  contraire  inégaux ,  la  Trigonométrie 
a*ea  fiut  aucun  usage.  Aussi  quand  nous  parierons  simplemwït 
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de  cercles  ou  cl*arcs ,  nom  entendrons  toujours  les  grands  cercles 
ou  les  arcs  de  grands  cercles* 

975.  Considérons  dans  la  fig.  54  le  fuseau  AEDBKGA  de  la 
fig.  Sa-,  et  cherchons  à  évaluer  l'angte  formé  sur  la  surface  de  la^j   g, 
sphère  par  la  rencontre  de  deux  arcs^  par  exemple  l'angle  DAM. 

Il  est  clair  que  l'angle  DAM  est  le  même  que  l'angle  £AG  :  la 
grandeur  d'un  angle  sphérique ,  de  même  que  la  grandeur  d'un 
angle  rectiligne ,  est  indépendante  de  celle  des  côtés;  puisqu'un 
ang^e  sphérique  n'est  que  Voui^eriure  ou  Vincîinaison  mutuelle 
de  deux  arcs  y  considérée  dans  les  points  immédiatement  contigus 
à  celui  dans  lequel  ils  se  rencontrent.  Mais  l'arc  infiniment  petit 
se  confond  avec  sa  tangente  (284) ,  puisqu'ils  ont  leur  origine  au 
même  point ,  et  qu'ils  sont  l'un  et  l'autre  perpendiculaires  au  rajon 
qui  aboutit  à  ce  point.  Donc  un  angle  sphérique  quelconque,  EAG^ 
formé  par  le  concours  de  deux  arcs  A£,  AG,  est  le  même  que 
l'angle  formé  par  le  concours  des  tangentes  .de  ces  deux  arcs.  Or 
les  tangentes  des  arcs  AE,  AGj  sont  respectivement  parallèles  aux 
rayons  CD,  CM,  qui  sont  perpendiculaires  à  AG,  en  supposant 
AD  =  go*  =  AM.  Par  conséquent  l'angle  formé  par  ces  tangentes 
sera  égal  à  DCM.  Mais  cet  angle  ajant  son  sommet  au  centre  de 
la  sphère ,  il  a  pour  mesure  l'arc  DM.  Donc  i"".  un  angle  sphérique 
a  pour  mesure  Varc  compris  entre  ses  côtés ,  à  90*"  de  distance  de 
leur  intersection. 

976.  L'angle  DCM  est  aussi  celui  qui  sert  de  mesure  à  l'incli- 
naison mutuelle  des  deux  plans  AEDBVAGKB;  Si,  pour  mesurer 
cette  inclinaison ,'  on  prenait  un  angle  quelconque  formé  par  des 
lignes  non  perpendiculaire»  à  la  commune  seclion  AB,  les  lignes 
diversement  inclinées  donneraient  des  angles  différens ,  qui  par 
conséquent  ne  seraient  pas  propres  à  fixer  une  quantité  déterminée 
pour  l'inclinaison  des  deux  plans.  Et  en  effet,  quand  deux  plans 
Sont  perpendiculaires  Tun  à  Tautre ,  leur  angle  d'inclinaison  est 
nécessairement  droit  ;  or  il  est  facile  de  voir  qu'il  ne  serait  pas 
droit;  si  on  le  considérait  formé  par  des  lignes  qui  ne  seraient  p^as 
perpendiculaires  Tune  et  l'autre  à  la  commune  seclion.  Donc  3*.  uri 
angle  sphérique  a  pour  mesure  ^inclinaison  des  plans  des  deux 
arcs  qui  le  forment. 
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Fig.  54.  977.  En  appliquant  à  l'angle  DBM  tout  ce  que  nous  rehons  dé 
dire  (975 ,  976) ,  on  démontrera  de  même  qu'il  a  aussi  pour  mesure 
Tare  DM.  Donc  i*.  les  circonférences  de  deux  cercles  forment 
deux  angles  égaux-y  aux  deux  points  de  leur  intersection  ;  a*,  ces 
deux  points  sont  les  pôles  (966  ,  969)  dç  Varo  qui  sert  de  mesure 
commune  à  ces  deux  angles* 

978.  Pour  qu'un  angle  sphérique  soit  de  90''^  il  faut  donc  que 
ses  côtés,  prolongés  s'il  est  nécessaire^  passent  par  les  pôles  Tua 
de  l'autre.  En  effet  l'inclinaison  des  plans  est  visiblement  égale 
à  celle  de  leurs  axes  (968);  si  donc  deux  plans  sont  perpendicu* 
laires  entre  eux  ^  Taxe  de  Tun  sera  nécess^ement  dans  le  plan 
de  l'autre. 

979*  Ainsi  y  dans  la  pratique  ^  si  Ton  veut  former  un  angle  droit  à 
l'extrémité  D  d'un  arc  DE ,  on  prendra  suc  DE  ^  prolongé  s'il  le 
faut^  un  arc  DA  =  90*.  Ensuite  du  point  A  pour  pôle  et  de  Vin* 
tervalle  AD ,  on  décrira  un  arc  DM  ;  et  on  aura  ADM  =  90* , 
puisque  DE  prolongé  passe  par  le  pôle  A  de  l'arc  DM ,  et  que 
DM  prolongé  jusqu'à  ce  qu'il  fût  de  90'' ,  se  terminerait  à  un  point 
distant^  par  la  construction^  de  90^  des  points  A  et  D^  et  qui 
par  conséquent  (969 ,  965)  serait  le  pôle  de  l'arc  DE. 

980.  On  peut  donc»  d'un  point  quelconque  de  la  surface  de  la 
sphère  »  mener  un  arc  perpendiculaire  sur  un  arc  donné ,  prolongé 
s'il  est  nécessaire  *,  puisqu'il  suffit  pour  cela  de  tracer  un  arc  qui 
prisse  par  le  point  donné  et  par  le  pôle  de  l'arc  donné*  D'où  il  suit 
que  tous  les  arcs  perpendiculaires  à  un  cercle  vont  se  couper  aux 
pôles  de  ce  cercle j  et  réciproquement»  qu'un  arc  qui  coupe  deux 
ou  plusieurs  arcs  à  90*  de  distance  de  leur  commune  intersection» 
les  coupe  tous  perpendiculairement.  Par  exemple  ADM  =  9^* 
c=  AMD. 

981.  L'arc  mené  da  pôle  d'un  cercle  au  pôle  d'un  autre  cercle; 
masure'  évidemment  TincUnaison  réciproque  des  axes  de  ces  cer^ 
çles  :  mais  l'inclinaison  des  axes  est  la  même  qu9  celle  des  plana 
de  leurs  cercles  respectifs  (968) }  donc  la  distance  des  pâles  de 
4eux  cercles  est  égale  à  Vinclinaison  de  leu^s  plans* 

g8a.  Lorsque  des  petits  cercles  se  trouvent' dans  un  piroblëme; 
on  pent  les  éliminer  de  d<iux  manières,  ^oit  £0  04  91c  de  parallèle; 
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Un  lieu  de  cet  arc>  on  peut  introduire  soit  l*arc  de- grand  cercle 
compris  entre  les'mêtiies  points  E^  G,  soit  Parc  parallèle  de  grand 
cercle,  DM,  ou,  ce  qui  retient  au  même  (gjS),  Tangle  au  pôle; 
£AG,  opposé  à  i'arc^  £G  de  petit  cercle  qu'on  veut  éliminer.  Pour 
parvenir,  à  Ihineou  à  l'autre  de  ces  substitutions^  il  faut  d'abord 
établir  le  théorème  suivant.    .. 

983.  On  sait  que  les  circonférences,  ou  letirs  parties  botiiologues  J 
c'est-à-dire  les  arcs  d'un  même  nombre  de  degrés ,  àoht  propor- 
tionnelles aux  rajons;  il  s'ensuit  qu'un  arc  de  grand  cercle  est  4 
l'arc  homologue  d'un  petit  cerclé  dont  le  rayon  est,  paV  exemple, 
EF,  comme  CE  est  à  EF  ::  i  :  sin.AE.  C'est-à-dîré  qu'tt/z  arô  h\,5i0 
de  grand  cercle  est  à  un  arc  de  même  nombre  de  degrés  d'un  peUt 
cercle  f  comme  le  rayon  de  la  sphère  est  au  sinus  de  la  distance 

du  petit  cercle  à  son  pdlei  analogie  qui  donne  la  longueur  d^ua 
«rc  de  petit  cercle  en  parties!  de  grand  cercle. 

984.  \Jela  posé,  i*.  soit  DB£  un  arc  de  petit  cercle,  an  IieuFig.5S. 
duquel  on. yquille  employer  l'arc  DAE  de  grand  cercle  (974)* 
Menant  la  corde  commpne  I?E,  on  aura  (609) ,  f  DE  =  CJi  >^ 

sin.  i  C  =  EF  X  sin  ^F.  Mais  EF  est  égal  (985)  au  ra^ron  de  la 
sphère ,  multiplié  par  le  sinus  de  la  distance  du  pôle  ^u  petit  cercle 
dont  EF  est  le  rayon  ;  substituant  dans  la  dernièire  équation  cette 
valeur  de  EF,.on  en  tire  la  suivante:  sin.  \  arc  cherchd de, grand 
cercle  =  sin.  i  ar{^  de  petit  cercle,  sou fr tendu  par  ïà^TnjémC'  corde 
X  sin.  de  la  distance  de  ce  petit  cercle  à  son  pôle* 

985.. a*.  I^$  rayons  FE,  FG,  de  Varc  dç. parallèle  EG.i  étaptFig.54, 
.  perpendiculaires  (963)  sur  ÀB,  et  par  conséquent  respectivetneot 
parallèles  i.CD,  CM^  Pangl^^EFOi  que  fi^rmiçnti.ces  rayons  est 
égal  à  l'angle  DCM.  Il  s'ensuit  qu'un  arc  DM  de  graud  bercie  est 
du  même  nombre  de  degrés  qu'un  arc  quelconque  EG  parallèle 
et  compris  entre  les  mème^  arcs  AD  et  AM  qui  se*  réu;iissent  à 
leur  pôle  conimitn  A.  On  a  donc  (993),  DM  :.  EG  ::  i  *:  sin.  AE  $ 
inais  DM  =  ÛAM  ,  (975)  •,  donc  un  arc  de  petit  cercle  égale 
V  angle  au  pôle  qui  lui  esl.opj>osd^  multiplié  par  Je  sinus  dç  Icf, 
distance  de  cetajrc  au  pâle.  Anmoyendecetie  équation ,  qu  pourra 
substituer  l'apgle  au  pô|e ,  au  îieu  dp  Tare  opposé  dç  petit  cercle. • 

986,  Sx  dans  Ji'MiAiogie  (9^^^)  ox)  écrite  (7?  )>  ^ûi.  99!  m  sîa-  AD  ^ 
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Fis.  54.  au  lieu  de  x  ^  on  pourra  l*«xpriiner  général emeat  comme  il  suit  ; 
les  arcs  homologues  parallèles  sont  entre  eux  comme  les  sinus 
des  distances  respectives  au  pôle  commun. 

987,  La  plus  grande  distance  entre  deux  cercles  ADB  y  AMB  i 
(ou  la  plus  grande  largeur  d'un  fuseau  quelconque  AEDBKGA) 
est  à  gC"  des  points  d^ intersection  de  ces  deux  cercles.  Car  la 
proportion  DM  :  EG  ::  i  ;  sin.AE^  fait  voir  que  comme  aucun 
sinus  n'est  plus  grand  que  le  rayon  ^  de  même  Tare  £G  de  parallèle, 
quelle  q,ue  soit  sa  distance  du  pôle ,  ne  sera  jamais  plus  grand  que 
DM.  Il  en  serait  de  même^  et  à  plus  forte  raison  (974)1  ^^  ^^ 
était  un  arc  de  grand  cercle. 

Nous  n'en  dirons  pas  plus  sur  la  comparaison  des  petits  et  des 
grands  cercles* 

gSS,  Si  Ton  entend  bien  les  principes  que  nous  venons  de 
développer  avec  quelque  étendue ,  il  ne  restera  aucuue  difficulté 
dans  la  Trigonométrie  sphérique  y  tout  ce  qui  $uit  est  appuyé  sur 
ces  principes. 

Puisque  l'angle  rectillgne  que  font  ensemble  les  tangentes  de 
deux  arcs  au  point  de  leur  intersection  >  est  égal  à  l^angle  sphé- 
rique formé  par  ces  mêmes  arcs  (975  )j  les  propriétés  suivantes 
des  angles  reclilignes  conviennent  nécessairement  aux  angles  spbé* 
riques. 

î*.  Ua  angle  spbérique  est  toujoiirs  moindre  que  de  i8o*. 

a^  Un  arc  qui  tombe  sur  un  autre  arc  forme  deux  angles,  égaux 
ensemble  à  deux  droits.  • 

S*.  Les  angles  opposés  au  sommet  que  forment  deux  ares  qui  se 
coupent,  sont  égaux. 

4"**  La  somme  des  angles  formés  par  Tintersectibn  de  deux  arcs 
est  de  S60*. 

989.  Pouf  enfermer  avec  trois  arcs  une  portion  de  surface  de 
la  sphère  t  c*est-à*dire  pour  former  un  triangle  sphérique,  il  est 
Nécessaire  que  deux  arcs /par  exemple  AK,  AK^  soient  coupés 
par  un  troisième,  comme  NK,  avant  que  les  deux  f>remlers  se  réu- 
Hissent  (967)  au  point  B,  à  i8o*  de  l'autre  point  A  d'intersection. 
Ce  que  nous  disons  de  AN  et  AK  est  également  vrai  de  AN  et 
KK ,  ainsi  que  de  AK  et  NK.  Donc  un  côté  quelconque  de  triangle 
0phérigue  est  nécessairement  moindre  jfue  ^e  180% 
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Ccitê  i^gle  et  la  suivante  expriment  deux  conditions  sans  les- 
quelles^ il  n'est  pas  possibis-de  construire  un  triangle  spbérlque 
avec  trois  atcs  donné#^ 

990.  Puisque  Tare  qui  passe  d*un  point  à  un  autre  est  sur  la 
sphère  la  mesure  la  pins  courte  de  la  distance  entre  ces  deux  points 
(974)  p  ^^  ^^^^  quelconque  d'un  triangle  sphérique  est  nécessai^ 
rement  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

991.  Donc  NK  est  <  (BN  +  Bit).  Mais  BN  +  BK  è=:  56o^ 
— AN  —  AK}  donc  (NK-f- AN-f- AK)  est  <  56o*,  ou  là  somme 
des  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  est  toujotirs  moindre  que 
de  56o\ 

99a.  La  somme  des  trois  angles  est  toujours  moindre  que  de 
540%  (988^  I*.):  nous  allons  prouver  qu'elle  surpasse  toujours  180*; 
ce  qui  forme  une  différence  essentielle  entre  les  triangles  sphé* 
tiques  et  les  rectilignes. 

995.  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque  ABC^  si  on  prend  Fig.5fc 
successivement  pour  pôle  les  sommets  des  trois  angles  A,  B>  C^ 
et  qu*on  décrire  à  90^  de  distance  les  arcs  D£^  EF^  DF«  cet 
arcs  formeront  par  leur  rencontre  un  triangle  oonme  DF£* 

Par  cette  construction  le  point  E  est  à  90*  des  points  A  et  B^ 
donc  E  est  le  pâle  (969,  965)  de  Tare  AB.  Par  la  même  raison, 
D  est  le  pôle  de  AC,  et  F  le  pôle  de  BC. 

Du  pôle  E  prolongez  AB  jusqu^en  O^  et  du  pôle  D  prolongea 
AC  )usqu'en  H;  vous  aurez  par  la  construction  GE  s=  90*  s=;  DH» 
Done  GE  +  DH  s  i8o<*  s  GB  +  DG  +  GH  =  DE  +  Gfiî» 

IkUié  GH  ëist  là  mesure  dé  l'angle  A^  (97^)  j  ^^^^  ^^  ^^^  1^  ^^P^ 
plémtnt  de  A. 

On  trouvera' de  même  que  EF  est  le  supplément  de  1B>  et  D?. 
de  a    '    .    '   ' 

Maintenant  si  du  pôle  E  on  prolonge  6A  jusqu*en  L  ^  GL  sera 
la  mraire  de  Tangle  £•  Maiv  GAâ=î9b^3=  BLj  et  par  conséquent 
GA  4;  9L/oa  GL^+  AB  s  180%  Donc  l*anglé  E  est  supplément 
deVaro  AB« 

On  prouvera  de  ;nème  qtae  D  est  'supplément  de  AC  ^  et  '  E 
deBa 

Donc  les  angles  et  les  côtés  du  triangle  Ï)£F  sont  les  supple« 


.M' 
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metid  à^%  eôtés  et  des  angleare&peetiveinfrntioppQiés'daAf^le  triai%l« 
âBCj  et  vice  v^v$d.  OïxAoïi  £»ir«  ^ttildtiQik  àc cette  )pro{>riété  des 
triangles  DÉF,  ABC^  (dont  Tun  se  nç^npwely  lr^Atitraseft^ à 
Tautre^i  triangle  -polaire  ou  sy^plémentaire ^  ^  parce; ^u'eJJie  est 
d'nn  grand  usage  dans  la  Trigpnométric  sphérique.  Nous  allons 
dans  ce  moment  détérmînjér  sans  peine ,  par  le  moyen  de  cejtte 
propriété,  quelle  est  la  limite  eu  moins  de  la  sommé  des  trois 
angles  d  un  triangle  sphérique. 

;  99/|/  ;Eii:^i8qae^les  tt^\%  c6l^  I):^>  EFj,  pF  font  suppléme^s  des 
trois  angles  A^  B,  C ^  il  éa  résulte  que.  DE  r|-  EF  -1*^  DF  Hr  A  4r 
B  +  Ç  =  5^V-.î^ai8  ( Dp  +  ÈF  4pF0  est  <  56o^ ,  fegi},  Don^ 
I**.  ïa  somme  des  trois  angles  d^un  triangle  sphérique  surpasse 
toujours  ï8o%  Et  il  en  résulte  ^^  qué ,  si  le  triangle  èsi  équir 
iatère,  V%i>n^tè  formé  par  Ja  fêiicorit^^  de  deux  arcs  est  ptus 
gï^and  qiie  Tanglà'^recttligne  fôrni^ par  leurs  œ^  ^  '^ 


Wana  qde  ooV'ICt  $i  les  angTes  A^  Ô^  C  sont  tous  aigus. 

se  confonéhî  avec  lé  WlaiJgle  si^jib^^ 

tj^iàrfgle  sphériqïie  peut  ^ai^Oit  st^^^aiiglés'yt  ^se^  c^tés  tous  i^aW 

à  90%  ou  tous  plus  petits' ou] tous, plus  ^grands' giiej^\     '> 

\  096.  Donc  (994,  993) Va^^pf?^ 

ifm^rique  jpeut  varier  de  }^9\Jl^u^à  ^^î^''^ejfc4vsifiefftffiUuV^t 
conséquent  4©  U  conHÇÏissanpe.^^e.jdeï^x^  f^^gW  J>p'^[pp|it:|)l» 
déduire  la  valeur  du  "troisième  ^  comme  dans  la  'Sfig^tiomm^siéf 
TCQtiligo^  :  ^ai*  tjx  éçli^çge|  qUja.ciftj^yan^^ïgç.i  q^Vilif.^ais  aflgics 
étant  dfonnls^  on  peut  trouver  la  valeur  d'un  c6té  quelcotfqu^!^ 
comme  nou^  le. verrous  ça  s^çn  jlieuv,    :  *,  "  r  i/*  U  t  ^'■rnlnU  IL 

997.  Qo'oo  obsen^ isomhiea: ]Ên;yànAîo»9>'âeP'eAi^t'^ittiliéik 
ae  celles. de»  côté»;  Si  les  jeâfératot.iiifUitnie»^ petite  i  lliil  oe  ^ttb- 


passent  leurs  cordes  respectives  que  de  quantités  infiniiÂ&éD^i|]lè^^ 

du  troisième«prdriB,i<Jrfcçii»qiiièmBîoTdpev  «««•■»  ÇâyôJl'Iie  *riS!klB^le 
peut  donc  alors  être  considéré  comme  rectiligne>  et  par  consé\j[keiii 
la,8onjime  dçs  apgle»,«tde/ji8j^*,,Çç»f  J|àlp,çîi%de^»fl9«[die  gtin- 
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<3«ur  possible ,  tant  des  côté»  que  des  angles.  Supposons  maintenant' 
quéle  tnangle  infiniment  pelit'  croisse  jnsqtfà  oe  qiie-châcith'dw 
côtés  soit  de  90°.  Alors  chacun  des  an'gles.séra  droit  (909^}-^it-> 
aorte  que  la:  somme  -dès  ahgles  :serâi  accrue  de  90?  >  tandis  que 
celle  .des. côtés  sera  augmentée,  à  tcè^peu-prfes  trois  fois  -antaat  t 
le  contraire  arrIVe  si  l'accroissement  des  côtés  continue  ,  puisque , 
quel  qu'il  soit,^  jamais  il  né  sera  de  90°  pour  lés.trois  côtés  à*-Iat 
fois  (9^1);  tandis  que: celui  ■dé»  angLed  paut  être-à  très-pqu^rès 
de  trois  fois  90°,  (996).  .    ;  :  .  /. . 

.  ^^^.  DtMx  ïhiangies  j^héhi^uès-  sont  i^dux^  Ufr^que  ïet  ir&ia 
OéSiés  de  l'im  sont  respectivement  éga^tx  àùx  trois  câtéa  Se  l*auà-e,  ' 
Cas''  eh'pQsânti  les'o^tési'égaitt-l'un-sur  l'aidfev  -ils  coïncideront 
«étïçssal^emeât  dQnd'toa»]bàue'pbmt».  D*-où  It  suit'que  les'anglê» 
sercmt'respéoUremeiitégâoi.-''  1''  ■.  ./:'',  >-■"-,''  1^'-^       ■"<  ^'- ■ 

999'.  'Si  dans  cte'tn'/éi&ngtes  sphériqués  le^j  aàglës'Vont'  ijesnëc- 
iiV'èmen^l"égàuxV  Wrs  friangleS' polaires 'auront  les  "côtés  respèc^ 
fÏTêment  è'gaùx,  comme  suppléoiëhs  d'angles  égaux.  £)ooc  tes  deux 
triangles  polaires  aùrdnt'leurs  angles  réspecUvémedt  égàiix'C^gS'J. 
Par  conséquent  les  supplémens  de  ces  angles,  qui  sont'Tes  côtés 
4es'  triârigie4'âÔ0â|é3'>'-seï-otit>fÉ'^pè<ctÏ7émjént-  é^eiai^  TUnà'lf^ia) 
triangles 'ii^fVfri^uès'  sdru-éguitaiy  :^-il^è- »ois-  ^tfigiéi^'We^-^M 
Mimt-  reSf^ëiii/KMent'^ égnux  -aux'' 4}x>ts'àHgi^"dè ■  Pàiitrê..' G*éS* 
encore  une  différence  essentielle  entre  les  trianglèïsphériq\ïe*  et 
lea.triângktirejçtiliènesi'.  -vAfsy.i^:^  ''' \-.'--'-'^  '■  -'  '•''  "^  X^-n. 
'•■  ■t<ioé,'I>eùx  iriatigles  '^hé'Nques'soni-éè'mëme'ê'gàu^  "^f^i'i'îors* 
çu'ils  ont  deux  côtés ^et  l'angle  compris  respect/i^e^e^t,  ^^âux  f 
i'[^ IvrÀuHïS' ont  deux  àngtes'ei  ie'cè/^c5rtprisreipk'6/iut>nént 

igaûx:-'\-^^,^-!^~  .i.;i  n..;(r  ...-coM  ,.:,.r^ «rr. s ..■.-/...■. / 

'■'■C^  ttèfiS  -ftî-bporf^oW  W  ■afeoiontr'etif  Var'iai^^'siipèrpôiîtiôn^ 

comme  dans  les  triangles  rectilignes. 

^'-'lHA^l^'Chrp'e  acfi 

■éhih'''gm'é'^^  rple' 

dïmî'ieMas  8ê 

oHntf  Htr  luctnc 
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:oii 
061 


^86  eHAP.  XVI.  NOTIONS  PRÊLIMraAIRBS. 

de  ces  arcs^  c'est-à-dixe  par  £  et  par  D,  élevez  les  arcsperpendi* 
culaires  £P ,  DP ,  qui  se  rencontreront  en  un  point  quelconque  F  \ 
et  menez  les  arcs  AP,  .BP,.,GP,  . 

Les  deux  triangles  APE,  BP£,  rectangles  en  E,  seront  égaux 
(looo,  i*.)  j  donc  AP  =  BP.  On  a  de  même  BP  =  CP.  Donc 
si,  de  l'intervalle  AP  =  BP  =  CP,  et  du  point  P  pour  pôle^  ou 
décrit  un  cercle,  il  passera  par  les  points  A,  B,  C. 
.  On  peut  donc  toujours.circonscrire  un  cercle  à  un  triangle  sphé- 
rique  quelconque. 

looa.  Les  angles  à  la  base  d'un  triangle  isosùèle  sont  égaux2 
rig.57.  .  En  e£fet,  si  ABsssAC,^  qu'an  prenne  à  volonté  AD==:  AE^ 
et  que  Ton  mène  les  arcl  BD>  CE.  Les^  triangles  ABD,  ACË  sont 
égaux  (1000,  i*«)..Doiic  BD  =s  CE«  Par  conséquent  les  triangles 
BCE,  BCD  sont  égaux  (998).  Donc.leil  aiigles  homolqgues  spBt 
égaux-,  et  par  conséquent  £BC.=  DCB,  ou  ABC==:AQB..  ^.. 

lOoS.  Au  moyen  du  triangle  supplémentaire,  on  démontre  faci- 
lement la  proposition  inverse  \  c'est-à-dire  que  si  un  triangle  sphé^^ 
rique  ^a  deux  angles  égaux  ^  les  deux  côtés  opposés  sont  égaux 
entre  èux^ 

«Po4t  De  là  il  sjnit  que  daos  tout  trifiuogle  spl]^rique  les  côtés 
igSLUX  ^nt  opposés,  à.  des  angles  égaux ,.  et  réciproquement  ;  en-, 
sorte,  que  tout  triangle  sphériçue  éçuiangle ,est  aussi  é^uilalàrcg 
et  réciproquement»,  •  : 

ioo5.  Dans  tout  triangle  sphériçue  le  plus  grand  côté  esi 

opposé  au  plus  grand  angh  $  ^t  le  plus  petit  câté  au  plus  petit 
çngle. 

««•58.  Soit  BAC  >  B..:.nLeoez.iw  arc  AD,  de..«ocfe  qqe  Asrf  B^ 
TOUS  aurez  AD  s  BD,  (lOoS).  Donc  BG  s  AD  -H  DG»  Mai* 
(AD  +  PC)  est  >  AC,  (990) }  ^onçBÇ  e«t  >  Aq.  C'ert  ce  quo 
éons  avions  à  démontrer. 


»8o*#  (994)  :  donc  (4^  +  >  "t^  P,)  ff?)^  ^0  Ht  AÏ?C),;,fla 
(Arf-  B)  est  >  ADC}  çei,^*il,jr'â^8sait  d|e  dén^t^ptrer.  . 

fv-Sf     igo;,  Si  A  «I  ai.ibaft  lot  |i#fei*;4'^Jup  ÎUiCi  iditiGm  de«  um. 
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AD,  AM,  BD,  BM  est  de  90%  et  par  conséquent  (998)  les 
triangles  ADM,  BDM  sont  égaax,  et  chacun  d'eux  est  )a  moitié 
du  fuseau  AEDBMGA^  Si  on  imagine  un  arc  qpl ,  partant  du 
point  A  9  vienne  partager  par  le  milieu  Tare  DM,  le  demi-fuseaa 
ou  le  triangle  ADM  sera  divisé  en  deux  triangles  égaux  (998).  Il 
en  sera  de  même  du  triangle  BDM ,  si  on  prolonge  jusqu'au  point  B 
l'arc  supposé.  Donc  un  demi-cercle  qui  partage  également  Tare  DM, 
et  qui  se  termine  aux  pôles  A  et  B  de  cet  arc  ,  divise  en  deux 
fuseaux  égaux  le  fuseau  AEDBMGA.  Donc  les  fuseaux^  sont  entre 
eux  comme  les  arcs  DM  qui  mesurent  leur  plus  grande  Ùrgeur(987). 
Si  l'arc  DM  croit  jusqu'à  36o%  le  fuseau  AEDBMGA  devient 
évidemment  égal  à  toute  la  surfuce  de  la  sphère.  Donc  la  surface 
de  la  sphère  est  k  Sâo""  comme  un  fuseau  quelconque  est  à  l'arc 
DM  qui  mesure  la  plus  grande  largeur  de  ce  fuseau.  Mais  DM 
est  aussi  la  mesure  (gyS)  de  l'angle  DAM; ou  DBM  d'un  fuseau 
quelconque  AEDBMGA.  Donc  la  surface  d'un  fuseau  quelconque 
j>ourra  toujours  se  trouVer  par  l'analogie  suivante  •?  56o*  sont  à 
ia  surface  de  la  sphère  comme  V angle  itun  fuseau  à  la  surface 
de  ce  fuseau.  Cette  analogie  sera  encore  utile  pour  déterminer 
fiLcUement  la  surface  d'un  triangle  sphérique  quelconque. 

1008.  Si  on  voulait  évaluer  la  surfkce  d'un  fuseau  troûqué  ^ 
comme  AEG ,  terminé  par  un  arc  EG  de  petit  cercle  ayant  soa 
pAie  en  A,  on  raisonnerait  comme  il  iiiit«  -  .  - 

Puisque  la  suriace  d'un  segment  de  sphère  ,  engendré  ,  par 
exemple,  par  la  révoluâon  du  plan  AEF  autour  de  la  portion  AF  de 
l'axe ,  £F  étant  perpendiculaire  à  AF ,  a  pour  expression ,  comme 
on  le  démontre  en  Géométrie,  AF  x  36o%  ou(i— cos.  AE)  x  56o* 
b:  !x  sin/  \  AE  x  SÔe"*  j  qu'on  établisse  l'analogie ,  l'angle  EAG  est 
i  la  portion  AEG  de  la  surface  du  segment  ^  comme  36d*  est  à 
la  surface  entière  de  ce  segment  -,  ou  A  :  AEG  ::  Sâo""  :  :asin/  ^  AE 
X  56o*  ::  i  :  a  sin/  i  AE.  D'où  il  résulte  que  la  surface  AEG 
jâ^un  tronc  de  fuseau  ==  A  x.asiq/  7  A^  ^^  V  angle  du  fuseau  ^ 
multiplié  par  le  sinus  verse  de  Içk  lon^uêur^\du,  tronc. 

1009.  Si  A  et  B.  sont  lesi  pôles  du  gloj^e^tterrostre  >  ien3orttf^)que 
AB  soit  l'asçe  ai^to^^r  dLiquçA  "se  fait  If^r^totion  diuroç  de^  la  T«rr«i 
Je  cercle  auquel  a|^partient  l'afc  DM\«e  nqmniej^^^i^aMurf)  febs 
les  cercles  qui  passent  p9x  les  pôles,  comme  ADRytAMB.>.M 
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somment  méridiens  ou  cervle^  horaires  ;  et  la.  poîsition  géog^d- 
phique  d'im  lieu  se  fixe  de  la  maaière  suivante»  Soît  A  le  pâle 
arctique^  B  le  f^ôle 'antarctique ,  le  point  G  la  ville  de  Paris  sur  lé 
^lobe  terrestre'^  ft  ADB  le  méridien  qui  passe  par  Pile  de  Fer^  lequel 
a  été  adopté  pour  preDfiier  méridien  par  un  grand  Nombre  de  Géo- 
^rap]ies«  L>rc  GM  qui  xaewtt  la  distance  du  point  G  à  Téquateur, 
e^t  ce  qu*on  appelle  /a  hauteur  du  pôleion  la  latitude  géographiqilà 
boréale  de  P/ari^^  laquelle' esit  de  4^''  5ô'*;  et  l'arc  DM  qui  mesure 
I^.  distance  du  i^iéri^i^a  AGMB  du  lieu.  G  au  premier  méridien'» 
se  nou^^e  U  tpngifudé  géographique:  de  Pârib ,  et  eUeest.de  ao% 
^a  lat^tyclqydes  lii^nx  situés,  t^pioie  lépointiH!»  entre  Péquàleùr 
jet.  le  pôle  antarctique;,  m  nomme  JatiMide  australe.  Ce  (  sont  ces 
deuxdonqées^  la  Jongittide  et  la  latitude^  qûrdéterminént  iaposi- 
tien  exacte  d'un  lieu  quelconque  sur  une  cs^rte  géogfapbique, 

loio,  Pe  là: tient  que  Its  distances  à  la  perpendiculaire  (Sôo) 
réduUes.  e^  rdegrés,  minutes  »  etc.  (6^6) ,;  s'appellent  encore  dij^'é' 
rences  de. latitude^  j\tk  les  distafices  à  laméridienne\  (800)  ;  difféf^ 
Tçnces.  de  longitude.  Gt^.  dénominations «orà  à  la  vérité  impropres 
p%  i(^exaetes>  et  nous  donnerons  (1306)  un  exetnpie  des  corrections 
convenables  pour  obvier  à'ce  défaut  d'exactitude^  en  supposant 
la  Terrje  sphérique  (poj)^ 
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1  i 


I    *  i 


I 


,»  •  -•  .,    ^t-,     '''      •''        •»>  _, 


N  ttîà^glé  spîiérîquisVpéut  at^oîr  deux  de  ses  angles  e| 

même  seff  trbîs  ati^les  (^7)  de  ge^. 

c  iOt'  i"*.  si  cbaeutt  dbs  trdit  ïtfigles  ctst  droite  ciiacuii  des  cAtés  est 
tâftftsiîdelgi^y'elrécif^eqtoôiftèrit  (cjg^)<  ©to^  cas  on  n'a  point 
^deiolutsàii  à  eWûherj'tdtitës  les  parties  du  triangle  scmt  évident-. 
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loia.  a"*.  Si  deux  angles  sont  droits,  les  côtés  opposés  sont  aussi 
de  90"*  y  et  réciprôquemeût'(98o).  Mais  ces  données  ne  suffisent  pas 
pour  faire  connaître  le. troisième  côté  et  l'angle  opposé  :  on  se^it 
seulement  (975)  qu'alors  cet  angle  et  ce  côté  sont  égaux  entre  eux. 

101 3.  Enfin  si  le  triangle  spbérique  n'a  qu'un  angle  droit,  sa 
résolution  dépend  de  deux  théorèmes  fondamentaux,  dont  le  second 
donne  ordinairement  beaucoup  de  peine  aux  Commençans.  Je 
prends  la  démonstration  du  premier  dsius/es  Élémens  deMatlié-^ 
matiques  de  Pabbé  Marie,  et  j'espère  avoir  réduit  celle  du  second 
au  même  degré  de  clarté  et  de  simplicité. 

Soit  E  le  centre  de  la  spbère ,  et  soient  sur  la  surface  trois  arcs  Fîg-  ^ 
AB,  AC,  BC,  qui  forment  un  triangle  rectangle  en  A.  Qu'on 
prolonge  chacun  des  arcs  BA ,  BC  jusqu'à  ce  qu'on  ait  BH  =  go'' 
=  BF.  On  aura  i**.  BEF  =  90**  =ï=  BEH ,  puisque  ces  angles  sont 
mesurés  par  les  arcs  de  90*,  BF,  ËHj  par  conséquent  FE ,  HE 
sont  perpendiculaires  à  BEj  a\  FE  =  HE  =  CE  =  AE  =  BE  , 
puisque  toutes  ces  lignes  sont  rajons  de  la  sphère-,  5^.  FH  sera  la 
mesure  (975)  de  l'angle  ABC  que  je  nommerai  B.  Qu'on  abaisse 
les  perpendiculaires  FG  sur  EH,  CL  %\xt  AE,  CD  siii*  BEj  qu*on 
mène  la  ligne  DL,  à  laquelle  CL  sçra  perpendiculaire,  puisque 
DL  est  dans  le  même  plan  que.  AE.  Les  triangles  rectangles  CLD, 
FGI^  seront  semblables  et  leuts  plans  parallèles ,  CD  et  FE  étant 
parallèles  entre  elles ,  et  FG ,  CL  perpendiculaires  sur  le  méihe 
plan.BAHE-,  d'où. il  suit  que  DL  est  aussi  parallèle  à  G£,  et 
perpendiculaire  à  BJE*    .;  * 

iOï4.  Cela  posé,  DC  :  CL  ::  FE  :  FG.  Mais  DC  est  le  sinus 
de  BC,  CL  le  sinus  de  AC,  FG  le  sinus  de  FH  ou  de  B.  Donc 

sin.  ËC  :  sin.  AC  ::    i   :  sin.  B. 

En  prolongeant  CA  ^  CB,  du  point  C  jusqu'à  90"",  on  trouverait^ 
par  la  même  méthode,  que 

sin.  BC  :  sifl.AB  ::   i  :  sin.  C.  ' 

Donc  ,  THÉORÈME  I  *,  dans  tout  triangle  sphérique  rectangle p 
le  sinus  de  V hypoténuse  est  au  sinus  d'un  côté  ^  comme  le  rayon 
est  au  sinus  de  Vangle  opposé  au  même  côté. 

ioi5«  Les  triangles  rectangles  EDL  ,  ELC  donnent  (53o,  5^9} 

'    57 
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EL  =  5^  ==  SSfk-  M""  °L  ••  CL  ^  ^^  =  f G  ■::  .  : 

tang.FEH  ::  i  :  tang.B.  Doncjjj;-^  =  ^^;^.  Maïs  DEL 
s=:  AB ,  et  CEL  =  AC.  Donc 

I   :  tang.  B   ::  sin..  AB  :  tang.  AC. 

Et  par  conséquent j  théorème  II;  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle  le  rayon  est  à  la  tangente  d^un  angle ,  comme  le  sinus 
du  côté  adjacent  est  à  la  tangente  du  côté  opposé* 

ioi6.  Ce  théorème  fait  Toir  que  dans  les  triangles  sphériques 
rectangles  y  un  côté  quelconque  est  de  la  même  espèce  que  V angle 
opposé i  puisque  tang«  B  et  tang.  AC  ont  un  même  signe  dans 
Tanalogie  ^  et  que  par  conséquent  l'une  ne  peut  derenir  négative 
que  l'autre  ne  le  devienne  aussi. 

Les  règles  ordinaires  des  lignes  suffisent  pour  déterminer  l'espèce 
de  la  chose  cherchée  dans  tous  les  cas  non  douteux ,  et  pour  dis- 
penser de  former  des  règles  particulières^  et  d'indiquer  l'espèce 
dans  chaque  cas  ,  comme  on  le  faisait  ordinairement» 

1017.  Pour  ^u*on  puisse  connaître  d'un  coup-d'orîl  tous  les  cas 
douteux  \  supposons  KN  perpendiculaire  sur  ADB  :  les  triangles 
rj«.  54.  ANK ,  BNK  rectangles  en  N  >  auront  le  côté  NK  commun  et 
KAN  s=  KBN  y  (977)*  On  voit  qu'alors  la  connaissance  des  va- 
leurs de  NK  et  de  l'angle  opposé  ne  détermine  pas  auquel  des 
deux  triangles  ces  données  appartiennent  j  de  manière  que  lorsque 
les  circonstances  du  problème  ne  lèvent  pas  l'incertitude  >  on  ne 
peut  savoir  par  la  Trigonométrie  si  l'hypoténuse  est  moindre  que 
de  go^^j  comme  BK>  ou  plus  grande  comme  AK,  et  de  même  si 
le  côté  et  l'angle  inconnus  sont  BN  et  BKN  ^  ou  leurs  supplémens 
AN  et  AKN.  Concluons  qu'2//i  angle  et  le  côté  opposé  étant 
donnés  y  Vespèpe  de  chacune  des  autres  parties  d'un  triangle 
sphérique  rectangle  est  douteuse. 

Fi  &A.  ^^^®*  Comme  un  sinus  se  peut  jamais  être  plus  grand  que  le 
rajouj  on  ne  peut  jamais  avei^^daj^s  l'analogie  (lOiS),  tang.  AC 
>  tang*  B.  Mai3  ÀC  et  B  spnt  toujours  de  la  même  espèce  (ioi6). 
Donc  dans  les  triangles  sphériqi^es  rectangles ,  un  angle  oblique 
ne  peut  jamais  être  plus  petit  s*il  est  aigu ,  plus  grand  s'il  est 
obtus  9  que  le  côté  qui  lui  est  opposé. 


DES  TRIA19GLES  SPHÉRIQUES  RECTANGLES.  Jà^t 

loig.  La  règle  (1016)  fait  voir  qae  l'arc  perpendici :*4Ge  >  8*il 
est  moindre  que  de  go",  est  le  plus  court  9  et  s*il  est  plus  grand  que 
de  go'' ,  le  plus  long  qu'on  puisse  meuer  sur  la  sphèrie  d'un  point 
donné  à  un  cercle.  En  effet,  dans  le  premier  cas  il  sera  opposé 
à  un  angle  aigo,  et  par  conséquent  il  sera  moindre  (ioo5)  que  tout 
autre  arc  mené  du  point  donné  au  même  cercle,  lequel  arc  sera  l*hjr-» 
poténuse  du  triangle  résultant  de  cette  construction.  Dans  le  second 
cas,  il  sera  opposé  à  un  angle  obtus,  et  dès-lors  plus  grand  qu'une 
lijrpoténuse  quelconque.  Donc  dans  un  triangle  sphérique  rectangle^ 
tout  côté  moindre  que  de  go*  est  plus  petit  que  Phy poténuse ,  ^ 
tout  cdté  plus  grand  que  de  go""  est  plus  grand  que  rhypoténuscm 

1020.  Puisque  (ioi4),  FG  :  CL  ::  FE  :  DC  ::  sin.BF  r. 
sin.  BC,  il  s'ensuit  que  les  distances  FG,  CL  de  deux  cercles  en 
divers  points ,  mesurées  par  des  lignes  perpendiculaires  au  plan 
de  Vun  BH  des  deux,  sont  proportionnelles  aux^înus  des  distancée 
BF,  BC  entre  ces  points  et  le  point  B  de  l'intersection  des  deut 
cercles  ^  mesurées  sur  l'autre  BCF  de  ces  cercles* 

I03I.  Si  les  trois  côtés  du  triangle  sont  infiniment  petits,  lei 
arcs  se  confondront  avec  leurs  sinus  et  tangentes  (277,  ^34),  et 
le  triangle  sera  rectiligne.  En  effet,  en  mettant  dans  les  analogies 
(1014,  ioi5)  les  côtés  au  lieu  de  leurs  sinus  et  tangentes,  on  a 
BC  :  AG  ::  i  :  sin.B,  et  i  :  tang.B  ::  AB  :  AC  ,  c'est-à-dire 
précisément  les  proportions  d*un  triangle  rectiligne  ABC  rectangle 
en  A,  (537).  C'est  ainsi  qu'on  applique  en  général  les  formules 
des  triangles  Ypbériques  aux  triangles  rectilignes.  Jusqu'à  présent 
on  n'avait  pas  cru  susceptibles  de  cette  application  les  formules 
dans  lesquelles  entrent  les  cosinus  des  côtés.  Quelques  Auteurs  ont 
encore  refusé  cet  avantage  aux  formules  dans  lesquelles  entrent 
les  cotangente»  des  côtés.  La  Caille  {Élém.  Astr.  Traité  prélim. 
art.  ai 8)  parait  être  de  leur  avis.  D'autres  substituent  l'infini  au 
cosinus  du  côté  ;  ce  qui  n'est  «  utile  ni  trop  intelligible.  Ponf 
nous ,  il  nous  semble  que  la  difficulté  n'est  qu'apparente  :  car  cot.  du 

et  l'unité  au  lieu  de    cos.   du   côté  C^),   valeurs  qui  résultent 

(^)  Cest  ce  qu*a  fait  Boscoyicli  ponr  les  formulefl  diiPéreatielles  qu'il  a 
données  dans  un  Opuscule  ^sl  est  le  quinzième  du  Tom.  lY  de  it%  Ouvrages 
imprimés  i  Bassano. 
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de  la  <ionsid^rûtion  du  triatigle  infiniment  petit  (289).  Mais  arec 
cette  règle  seulement  >oii  ne  peut  traduire  qu'une  partie  des  for- 
muic)s  sphériques  dans  lesquelles  entrent  des  cosinus  de  côtés;  dans 
le  cas  où  une  même  formule  renfermera  plusieurs  de  ces  cosinus , 
on  aura  recours  aux  infiniment  petits  du  second  ordre >  et  on  sub- 
stituera au  cosinus  de  chaque  côté  les  deux  premiers  termes  de  la 
série  (^85) ,  c'est-à-dire  la  différence  entre  Tunité  et  la  moitié  du 
quarré  du  côté  respectif:  sans  quoi  il  n'y  aurait  ni  distinction  ni 
rapport  entre  la  valeur  d'un  cosinus  et  celle  d'un  autre.  Et  quand 
deux  cosinus  de  côtés  se  trouveront  multipliés  l'un  par  l'antre^  on 
négligera  le  rectangle  des  deux  quarrés  de  ces  mêmes  côtés  ^  qui 
n'est  qu^un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre.  Enfin ,  pour  éviter 
dans  le  produit  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre  ^  on  fera 
égal  à  l'unité  seulement  chaque  cosinus  de  côté ,  s'il  se  trouve 
multiplié  par  une  ligne  trigono.iTtiétrique  quelconque^  à  moins  que 
cefte  ligne  ne  soit  le  cosinus  d'un  autre  côté. 

De  toutes  les  formules  sphériques  que  contient  ce  Traité^  je  n'en 
vois  aucune  (  en  exceptant  néanmoins  celles  auxquelles  les  triangles 
rectilignes  se  refusent  par  leur  nature  )  qui  ne  puisse  se  transporter 
des  triangles  sphériques  aux  triangles  rectilignes ,  au  moyen  des 
règles  que  je  viens  d'indiquer.  Je  donnerai  plusieurs  exemples  de 
l'application  de  ces  règles;  on  verra  particulièrement  (i4^8)  quelle 
utilité  résulte  de  c6tte  généralité  des  formnles  sphériques. 

loa^.  En  tranëférant  ces  formules  à  la  Trigonométrie  rectiligne, 
nous  supposons  les  triangles  rectilignes  infiniment  petits  :  mais 
elles  leur  conviendraient  de  même ,  de  quelque  grandeur  qu'ils 
fussent ,  puisque  la  grandeur  de  ces  triangles  n'altère  pas  leur  na- 
ture. On  ne  peut  tirer  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique 
de  celles  de  la  Trigonométrie  rectiligne,  parceque  jamais  un  triangle 
rectiligne  ne  peut  être  sphérique,  tandis  qu'un  triangle  sphérique 
ne  peut  devenir  infijpiment  petit  qu'il  ne  devienne  rectiligne. 

loaS.  Des  deux  théorèmes  (ioi4,   ioi5)  qualre  autres  se  dé- 
duisent^ comme  nous  allons  Je  voir« 
^.  Soit  le  triangle  ABC  rectangle  en  A ,  dont  les  côlés  et  J^bjpo* 

'^'  ""'  ténuse  prolongés  jusqu'à  90*  seront  BE ,  BF ,  AD.  D  étant  le  pôle 
de  l'arc  BF,  (979)^  l'arc  décrit  du  point  B  comme  pôle  passera 
par  les  points  D,  E,  F,  (969),  et  les  angles  E,  F  seront  droits  (980}. 
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Par  cette  construction  on  voit  que  DE  est  le  complément  de 
Ï:F  =  B  9  CE  le  complément  de  Pbjpoténuse  fiC ,  AF  =£  D  le 
complément  du  côté  AB^  et  CD  le  complément  de  l'autre  côté  AC. 
Aussi  DCE  se  nomrae-t-il  triangle  complémentaire  de  ABC.  C'est 
en  appliquant  au  triangle  DCE  rectangle  eu  E  les  deux  théorèmes 
(ioi4>  ioi5)  qu*ou  en  tire  les  quatre  qui  suivent. 

io:24.  Le  théorème  (ioi4)  donne  sin.  CD  :  sin.  CE  ::  i  :  sin.D« 

Prenant  les  complémens  dans  le  triangle  donné  ABC^  l'analogiQ 

devient 

COS.  AC  :  cos.BC  ::   i  :  cos.AB. 

Et  par  conséquent  y    théorème  III  ^  dans  tout  triangle  sphé^ 

rique  rectangle  y  le  cosinus  d'un  côté  est  au  cosinus  de  Vhypo^ 

ténuse,  comme  le  rayon  au  cosinus  de  Vautre  côté. 

1025.  Le  théorème  (ioi4)  donne  aussi  sin.  CD  :  sin.  DE  ::  i  : 

sin.  C.  Donc 

COS.  AC  :  COS.  B  ::   i  :  sin.  C. 

Et  par  conséquent,  théorème  IY,  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle ,  le  cosinus  d*un  côté  est  au  cosinus  de  V angle  opposé ^ 
comme  le  rayon  au  sinus  de  Vautre  angle. 

1026.  Le  théorème  (ioi5)  donne   i   :  tang.  D   ::   sin.  DE  : 

tang.  CE.  Donc  i  :  cot.  AB  ::  cos.  B  :  cot.BC^  ou,  pour  emplojer 

les  tangentes  j 

I  :  cos.  B  ::  tang.  BC  :  tang.  AB. 

Et  par  conséquent ,  théorème  V,  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle  y  la  tangente  de  Vhypoténuse  est  à  la  tangente  d*un 
côté,  comme  le  rayon  au  cosinus  de  V angle  adjacent. 

1027.  Le  théorème  (ioi5)  donne  aussi  i  :  tang.  C  ::  sin.  CE  : 
tang.  DE.  Donc  i  :  tang.C  ::  cos.BC  :  cot.B,  ou 

1  :  cos.BC  ::  tang.C  :  cot.B  ::  tang.B  :  cot.C. 

Et  par  conséquent,  théorème  YI,  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle ,  le  rayon  est  au  cosinus  de  Vhypoténuse ,  comme  la 
tangente  d'un  angle  est  à  la  cotangente  de  Vautre. 

1028.  Deux  choses  étant  données  dans  un  triangle  sphérique 
rectangle;  au  mojen  des  six  théorèmes  démontrés,  on  trouvera 
toujours  toutes  les  autres^  si  ce  n'est  dans  les  cas  douteux  (1012 , 
1017  )•  Les  solutions  fournies  par  ces  théorèmes  sont  toutes  rassem* 
blées  dans  la  table  suivante  y  et^  sous  une  autre  forme  ,  dans  la 
table  YI  rejetée  à  la  fin  de  cet  Ouvrage, 
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Table  pour  la  résolution  ctun  triangle  sphérlque  ABC 

rectangle  en  A. 

X>OMNÉES.     GHERCHBBS.  FORMULES. 

AC         !•    «in.  AC  *    =  sin.  BC  sin.  B  ♦. 
BC,  B     ^    AB         a»    tang.  AB  =  tang. BC  cos.  B 

C  5»    cot.  C        =s  COS.  BC  tang.  B 

AB         4*    sin.  AB*    =  sin.  BC  «in.  C  * 
BC ,  C     {    AC         5«'  tang.  AC  =  tang.  BC  cos.  C 

B  6*    cot.  B        =  COS.  BC    tang.  C 


AB,  C 

ea«  doQleac. 


CM  domeojK. 


AC         7»    COS.  AC 


COS.  BC 


COS.  AB 

BC,  AB  {    B  8*    COS.  B        =  tang,  AB  cot.BC 

C^m       •      r^  M.  sin.  AB* 

9'     sin.  C  *       B=     ■     nn 
•^  sin.  BC 

AB        io«    COS.AB     «iSf^C 

COS.  AC 

BC,  AC  ^    C  II»    COS.  C        s=  tang.  AC  cot. BC 


B  ia«    «in.B» 


sin.AC* 
sm.BC 


BC       i5«    sîn.BC      s=  2?^ 

sin.  c 

AC       i4*    sin.  AC      b=  tang.  AB  cot.  G 
B  ,5*    sin.»         =-^ 

COS.AB 


^     BC  l6*     8in.BC        b::^^ 

AC,  B    \  »"•  ® 

AB       17*    sin.  AB      as  tang.  AC  cot.  B 


C         lô»    simC 


COS. 


0 


COS.  AC 
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DONNEES*     CHERCHisS.  FORMULES. 

BC       19*  cet.  BC       s=  COS.  B  cot  AB 

AB^B     {    AC       :io'  tang.  AC    =  tang.  B  sin.  AB 

C  ai*  co8«  G         sâ  sin.  B  cos.  AB 

BC      aa*  cot.  BC      =  ces.  C  cot.  AC 

AC^  C    ^    AB      a5«  tang.  AB    es  tang. C  sin.  AC 

B  a4*  C08.  B         5=  sin.  G  cos»  AC 

BC   a5*  C08.  BC   s  cos.  AB  cos.  AC 

AB,  AC  ^  B    a6*  cot  B    =  sin.  AB  cot.  AC 

C    ay*  cot.  C    c=  cot.  AB  sin.  AC 


BC   a8«  COS.  BC   =  cot.  B  cot.  C 

COS.  c 


-£    n       j    -^.B   aQ*  cos.  AB 

AC   5o*  cos.  AC 


sin.  B 

coi,  B 
ain.  C 


Les  aies  mirqnës  d'un  Mt^rifqva  Mat  de  néme  «cpèoe  (iot6)b  L'eipèee  dt  tout  lei  antMt ,  aî 
ce  n'est  dans  les  cae  dontenz,  est  dëtenninée  par  le  signe  |  (73)* 

loag.  Cinq  des  formules  de  la  table  précédente  peuvent  se  cal- 
culer par  addition  ou  par  soustraction ,  au  moyen  des  tables  des 
sinus  en  nombres  naturels ,  en  les  transformant  comme  il  suit , 
(II.  17%  i6%  i8*> 

!•  sin.  AC  =  i  COS.  (BC  —  B)    —  i  cos.  (BC  +  B) 

4*  sin.  AB  =;  i  cos.(BC  —  C)   —  icos.(BC4.  C> 

31*  cos.  C     =  i  sin.  (AB  4.  B)  —  ^  sin.  (AB  —  B) 

a4*  COS.  B      =1  sin.  ( AC  -f-  C)  —  i  sin.  (AC  —  C) 

a5*  COS.  BC   =  i  COS.  (  AB  4-  AC)  +  i  cos.  ( AB  —  AC). 

Pans  la  foroiule  3i%  si  B  est  >  AB>  i  sin.  (AB  —  B)  devient  pof 
sitif  en  vertu  de  la  règle  (jS).  Il  Qn  est  de  même  de  i  sin.  (AC-—  C), 
quand  C  est  >  AC  dans  ta  formule  a4'.  La  Caille  X  Élément 
d^ Astronomie ,  Traité  préliminaire ,  n""  a4a  )  se  trompe  en  pcescri- 
yant  le  signe  positif  dans  tous  les  cas. 
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io5o.  Cherchons  maintenant  les  moyens  d'avoir  avec  exactitude 
les  secondes  et  même  les  dixièmes  de  seconde ,  lorsque  les  sinus 
et  cosinus  des  arcs  cherchés  sont  fort  grands. 

Les  cinq  formules  précédentes  (loag)  suffiront  entre  de  cer- 
taines limites,  indiquées  (4^9)*  Mais  si  les  tables  en  ^nombres 
nalurejs  se  trouvaient  insuflisantes ,  ou  qu*on  ne  voulut  pas  s*en 
servir,  alors  dans  les  cinq  cas  que  présentent  ces  formules,  on 
procéderait  comme  il  suit.  Lorsque ,  par  exemple  ,  étant  donnés 
BC  et  B ,  on  ne  pourra  avoir  AC  exactement  par  le  moyen  de 
la  formule  i*,  on  aura  recours  à  une  autre  formule  qui  puisse 
donner  une  tangente.  Par  exemple  on  cherchera  AB  par  la  a* , 
et  ensuite,  ajant  AB  et  B,  on  aura  AC  avec  toute  la  précision 
possible  par  la  ao*. 

io3i.  De  la  y*  on  tire  i  :  co^.  AC  ::  cos.  AB  :  cos.  BC. 
Donc  (19),  I  4-  cos,  AC  :  i  —  cos.  AC  ::  ços.  AB  +  cos.  BC  : 
cos.AB  —  COS.  BC.  Ee  par  conséquent  (  I.  42* )  »  (H*  '4*)». 
I  :  tang.» \  AC  ::  cot.  i  (BC  +  AB)  :  tang.  i  (  BC  —  AB).  On 
aura  donc  AC  avec  la  plus  grande  précision  >  en  transformant  la 
^*  comme  il  suit  : 

7». . ,  tang.  l  AC  =  /tang.  {  (BC  —  AB)  tang.  i  (BC  +  AB), 

loSa.  La  8*  donne  i  :  cos.B  ::  tang.  BC  :  tang.  AB.  Et  par 
conséquent  1  H-  cos.  B  :  i  —  cos.  B  ::  tang.  BC  -f-  tang.  AB  : 
tang.  BC  «^  tang.  AB.  D'où  l'on  tire  (II.  11*) 

8% . .  tang.  î  B  =  J/^  ^^Bc  +  Ab)* 

io55.  La  9*  donne  i  l  sin.  C  :;  sin.  BÇ  :  sîn.  AB.  Donc  i  + 
rin.C  :  I  —  sin.  C  ::  sin.BC  +  sin.  AB  :  sin.  BÇ  —  siq.AB» 
Et  par  conséquent  (  II,  9%  1 5*) 

9...   tang.  ^.  40   -t-5l^;---3?^    tang.  i  (BG  —  AB)' 

•  '  '  » 

Dans  les  deux  formules  qui  précèdent  celle-ci,  le  signe  du  radical 
ne  peut  être  que  positif  (  089  ;  988,  i*.) ,  et  dans  celle-ci  on  discer- 
nera facilement ,  par  le  moyen  de  la  règle  (iO)6) ,  (|uel  est  1^ 
9igoe  qui  convient. 
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Ea  diAngeant  dans  les  trois  dernières  foimules  C  en  B  et  B 
en  G>  on  anra  les  transformées  qui  correspondent  aox  lo^^  ii^ 
et  i:a'.  

1034*  Parles  métliodes  employées  (  loSS,  io5a  ,  loSi)^  on  aura 
les  formules  suivantes ,  dans  lesquelles  Tespèce  d^  \^  chose  çhef^ 
cliée  est  douteuse  (1017). 


i4^..*  fang 


i5*...  fang 

En  changeant  dans  ces  trois  formules  B  en  G  et  C  en  Bj  on  aura 
les  transformées  correspondantes  aux  16%  17*  et  i8% 

Ces  formules  ne  peuvent ^se  transférer  aux  triangles  '  rectilignes  ^ 
dans  lesquels  on  ne  peut  prendre  la  somme  ou  la  difierenee.d'un 
côté  et  d'un  angle ,  puisque  ce  sont  deux  quantités  hétérogèp^Sir 
Il  en  faut  dire  autant  des  quatre  premières  formules  (1039)* 

io35.  La  38*  donne  cos.  BC  :  i  ::  cot.  B  :  tang.  C  ::  cot.  C  : 
tang.  B.  Et  par  conséquent  cos.  BG  ^  i  :  cos.  BG  — «  i  ::  cot.  B  -f^ 
tang.  C  :  cot.  B  —  tang.  G.  Donc  aussi  (I.  4^0  >  (I^*  ï^')  >  '  •  '"^^ 
tang.*  i  BC  ::  cos.  (B  —  G)  ;  cos.(B  ^C).  D'où  l'on  tire 

io56.  Observons  que  cos.  (B  «f-  G)  change  toujours  le  signe 
négatif  en  positif  ^  puisque  dans^  tout  triangle  sphérique  rectangle 
la  somme  des  deux  angles  obliques  est  nécessairement  plus  grande 
que  de  ^%  (994,  i\). 

1057.  Et  comme  dans  un  triangle  réel  la  tangente  de  la  moitié  de 

rhjpotéause  ne  peut  jamais  avoir  une   valeur  imaginaire  j  je 

conclus  de  la  dernière  équation  ^  que  dans  tout  triangle  sphériquc 

rectangle  la  différence  entre  les  deux  angles  obliques  est  toujours 

moindre  que  de  9o''t 

58 
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io58.  Quant  axa  formules  iig*  et  So'j  lorsque  AB  on  AC  seront 
petits  >  on  cherchera  d'abord  BC  par  la  nS*  ;  ensuite  on  aura  les 
côtés  exactement  par  le  mojen  de  la  2*  ou  de  la  5\ 

Les  formules  construites  (loag  et  suiv.)  donnent  encore  >  pour 
iih  triangle  sphérique  rectangle  ,  des  solutions  différentes  dé  celles 
de  la  table  (10:28)^  comme  on  le  voit  dans  la  table  ci-après, 
où  l'on  reconnaîtra  facilement  que  les  formules  4%  6%  10*,  12*  sont 
formées  en  multipliant  ou  divisant  L'une  par  l'autre  les  deux  for- 
mules (io5i,  io53). 

loSg.  Pour  l'usagé  de  là  table  quis^itj  il  faut  toujours  observer 
les  règles  des  signes  (  7?  ^  '  >  ovaire  attention  qu'on  ne  peut  jamais 
avoir  (BC  —  AB)  >  i8o*,  (gSg)-,  ensorte  q\]e  quand  les  formules 
donneront  tang.  {  (  BC  —  AB )  ou  sin.  (BC  —  AB )  négatifs ,  il 
en  faudra  conclure,  que  AB  est  >  BC>  (yS).  D'où  il  résulte  que 
lorsque  la  quantité  (  BC  «—  AB  )  est  donnée ,  il  faut  connaître 
en  outre  lequel  des  deux  arcs  est  le  plus  grand ,  excepté  dans  la 
iri*  formulq^  où  tang.  ^  AC  ne  peut  jamais  être  négative,  (g^g)^ 
Enfin  dans  la  i3*  et  la  i4'>  il  faut  savoir >  avant  de  les  calculer^ 
lequel'des  deux  angles  est  le  plus  grand.  ^ 


"^   . 


j 
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\ 
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io4o*    Table, pqur  la  résolution  d?UH   Triangle  spbérique  rectangle^    dans 

cerUdus:  cas. 

BOiriréES,                  GHEKCHixStf     :  '            F  O  K  K  U  L  E  6. 

(AB  4-  AC),BC.           AB  ou  AC    ,  !•  FotmrLi...  coi.(^co  AC)xsacM.BG— cos.  (AB  + AC) 

Som.   cAici,  hyp.        Let  deux  côl^s.  .  !•  cw.diffcwnced«»  c^tés  ==acoi.  bypotcniMC-- ços.  «ommcdcscAlA 

(ABooAC),  BÇ.          AB  ou  AC   .  .f»*.  co^CAB^- AC)  =3a€Q«.BC  — coi.(AB<^AC) 

Diff.des  côt« ,  hyp.        Les  deux  c6,tc8.  a«  cos.  somme  de*  côtés  =  acos.  hypoténuse  —  cos.  différence  des  c6u^ 

(BC  4- AB)  ,  AC  (        ^^  *""  •^^-  3*  tang.  J.(BC-.  AB  )  =  tang»  JAC  cot.  J(BC  +  AB) 

i               C.  4*  cot.(45»4-ffC)=:ung.iACcoi.i(BC  +  AB) 

de  J'hypo*énusc™t/^'''^  etlecôtéincon,  3«  (aog.  ^  diff.  hyp.  au  c6té  =  tang.»  i  côté  donné  X  coi.  \  somme  donnée 

de  l'autre  côté.        l  L'ang.  op.  au  côté  inc.  4«  cot.  (45<'  + 1  angl«  chcrçjié)  =  ung.  {  côté  donné  X  cot.  {  som.  don. 

(BCcoAB),AC,/  '    BC^^AB.  5«  taug.4(BC  +  AB)  =  tang.-i ACcot.î  (BG- AB) 

-      •        1    i'              ^'    .  e»  ung.  (45»+iC)  =  tang.}ACcot.HBG— AB) 

reuccder^ypolén'/^^**yP**''*^^^^  ^*  tang.  j5om.  hypoién.  et  côté  =  cang.-*  côté  donné  X  cot.  |  diff.  donnée 

et  de  Tantre  côté,    l  L'ang,  op.  au  côté  Suc.  fie  tang,  (  45»  +  î  ang.  chcrcbé)  =  lang.  i  côté  don.  x  cot.  i  diff.  donnée 

(BC+AB),    B..    .    BC^o^AB.  7*  «in- (BC  -  AB)  5=  u«g.*^Bam.(BC-*-AB> 

Un  angle  et  la  som.  1 

de  l^/pol'^r ''r'^-'^'"^^^^  ^*  »in.diffër.hyp.aucôté=teng.«JangUdonnéx  SLn.sommedoiittce 

(BCooAB),  B.          BGottAB.  «•  sm.  (BC  + AB)  ±=c6t.*îBsin.  (BC-AB) 

Un  ang.  cl  k  diff.  1 

de  rhîmÔtlrc^!  *7^'*'yP*^'«"^^'"«^^'«'  ^  »«•  sommehypot.  et  côté  =  cot.-  janglc  donné  x  sin.  diff.  douiée 

(  BC  +  AB  ) ,  C.(     .  W:  oi*  ^,  gi  t.ng.;j  (BC  ^  AB)  rri  cot.«  (45» 4-1 C)  a»9^  Ç  (Bp  4-  AB) 

l-              ^C-  ïo*  «a»g-iAG=xcoL(4?r+JC)tang,i,(BC4-:AB),           .. 

Yu^côif  Ôfpoîé  V;('*,'^^^^  ^  «g^l*«tf.'l«yp>-«««llé'^c«i«(45-^4^îi«,g.doii.^ 

de  rhypoleause.      IL'auireoôcé,        ^  '^o*  Ui^.i  côifçher«hé«dDL  (45?+ tanf.  dott,).x-£apg^ieofn.  donnée 

(  BC  00  AB  ) ,  C.  (       BC  du  AB.  n«<  tang.  }(BG  +  AB  y  ==  tatig.»  f  45»  4-  iC)'tofig.  J  (BC  ^  AB) 

^^            ^'       '  '?•  «w«iAG==ia»5.-(4l*4-iC)umg.i(3G  — AB) 

Unang.  et  ladiffé^rT'fcmr.*  «il      a        aj  ■      î-   ' 

rence  entre  le  côté^î",  y^'*"*™*"*^^"'  "*  **°g- i »<>"•  ^'TP- «t côté  =  tang.- (45«  +  i  ang.  don. >  k  Ung.  | diff  don. 

opposé  et  rUypat.  Ihm^côié.  w  ttng;  }  côt^diewàl^ «  uuifr  {45^4.1  a„g.  don.)  jj  tttfg.i diff.  don. 

(B4.C),BC.     '          Bouc  «3.co..(BcoG)Wwcos.(V+G)cot...xBC       '    \    ' 

Lasomme  desane.  ?r.^  j             ,  - 

et  l'JjypMàMU..  '*$«•<*««  «ngle*  «3«  eofc  ditt  d«»  «agbt':»  ^  ««.  ««,««  Amrf,Çc'  x»  cM>l  hypotonie 

(BC/>C),  BC.              Bo»C.  '4«co..(B+C)  =  _c«,.(B^C)t.ng:..^BC    '           ; 

La  différ.  des  aDg.\r,^  j-__       •  , 

et  rhypoUnusc.     /*^  <>««»  ^&^  i4«  cw.  somme  des  angles  =3  —  cos.  diff,  donnée  x  Uing.»  J  hypotétwe. 
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io4k  On  voit  par  la  formule  7* ,  que  Tangle  B  restant  constant , 
la  plus  grande  différence  entré  le  doté  adjacent  et  rbjpoténuse 
a  lieu  lorsque  (  BC  +  AB)  =  90. 

Dans  ce  cas 

sin.  (BC  ~  AB)  =  tang/  IB. 

Si,  de  cette  équation,  Ton  vent  tirer  la  grandeur  correspon- 
dante de  rhjpoténuse ,  qu^on  écrive  90*  —  BC  au  lieu  de  AB  ; 
ce  qui  donne  tang.»  f  B  =  sin.  (àBC  —  90*)  =z=  —  cos.  2BC,  (IL  :a*)> 

=  asin/BC  —  I,  (L  2!i«).  D'où  sin.*BC  =  i±l5ï!ii^^=, 1_, 

(L  19O  i  ^t  par  conséquent,  sin.  BC  =  - — ^7-^  \/{,  ou  (80) 

im.BC  œ:  — -tr- 

coft.  j  n 

1 04^ •  Après  avoir  achevé  la  construction  des  fi)rmule$  pour  la 
résolution  d'un  triangle  sphérique  rectangle^  il  est  à  propos  de 
dire  deux  mots  de  leur  translation  aux  triangles  rectilignes  *,  ce 
sera  une  première  preuve  de  la  vérité  de  ce  que  nous  avons  avancé 
(loai).  Reprenons  les  formules  de  la  table  (1028).  Si  on  fait  cos.BC 
N=:  I ,  la  3*  et  la  6*  donneront  cot.  G  =  tang.  B,  et  cot.  B  ==  tang.  C; 
ce  qui  est  précisément  la  propriété  d'un  triangle  rectiligne  ABC 
rectangle  en  A»  Traduisez  de  la  même  manière  les  formules  i5% 

i8*,  et  celles  qui  en  sont  déduites»  Dans  la  8* ,  en  mettant  : 57^ 

au  lieu  de  cot.BC,  et  ensuite  les  côtés  au  lieu  des  tangentes ,.  on 
a  l'équation  (55  j,  i3^)*  Il  en  est  de  même  des  autres  formules  oit  se 
trouvent  les  cotangentes  des  côtés.  La  traduction  de  la  nS*  (  à  la* 
quelle  se  réduisent  la  7-"*  et  la  10*)  se  fait  comme  il  suit  :  i  *-*  |  BC^ 
«=(i  —  iAB»)(i  —  i  AC»)  ==  I —  {  AB»  —  i  AC*  en  négligeant 
le  produit  des  deux  quarrés)  réduisant,  transposant  et  multipliant 
par  3 ,  on  a  BC*  =:  AB»  4-  AC»,  c'est-à-dire  Péquation  si  connue 
de  rhjpoténuse» 

Les.  trois  premières  formules  et  la  5*  de  la  table  (1040)  donnent 
de  même  l'éq^uation  de  l'hypoténuse.  La  i5*  et  la  i4*  ne  peuvent 
se  transférer  aux  triangles  rectilignea ,  parce  qu'il  répugne  à  la 
nature  de  ces  triangles  que  l'hypoténuse  puisse  être  déterminée 
par  les  angles ,  et  vice  versé.  Toutes  les  autres  formules  de  cetta 
table  se  réduisent  aux  formules  correspondantes  (545  à  547)* 


DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES   RECTANGLES.  Soi 

Résolution  des  triangles  sphériques  rectilatères. 

1043.  J'appelle  rectilatère  le  triangle  qui  a  un  côté  de  90%  Ce 
triangle  doit  se  ranger  dans  la  classe  des  triangles  rectangles  ^  parce 
que  son  supplémentaire  (ggS)  est  rectangle^  et  que  c'est  celui-ci 
qu'on  résout,  et  auquel  se  réduisent  les  données. 

Exemple.  Soit  A  le  pôle  arctique,  BC  l'équateur,  B  la  ville rig.57. 
de  Quito ,  D  celle  de  Paris.  Connaissant  AB  =  90%  AD  =4i''  10', 
(1009),  et  la  différence  BC  =  A  =  80**  i5'  de  longitude  entre  les 
•deux  villes  ,  il  s^agit  de  déterminer  la  distance  entre  ces  villes 
sur  la  surface  sphérique  ,  c*est-à-dire  l'arc  BD. 

Puisque  AB  =  90"* ,  il  faut  réduire  les  données  au  triangle  sup- 
plémentaire. Mais  sans  recourir  à  une  autre  figure ,  je  me  servirai 
pour  cet  effet  du  même  triangle  ABD ,  en  prenant^  comme  il  suit, 
les  parties  opposées  aux  choses  connues.  Je  suppose  que  D  est  le 
supplément  de  AB,  et  dès-lors  j'écris  D  =  90**  j  de  même,  je 
prends  B  pour  supplément  de  AD  ,  et  j'écris  B=  iSS*'  5o';  BD 
pour  supplément  de  A ,  et  j'écris  BD  :==  99*  4^'  :  l*angle  A  devient 
ainsi  la  chose  cherchée  ,  comme  supplément  de  BD.  Or  dans  le 
triangle  ABD  rectangle  en  D,  on  connaît  le  côté  BD  et  l'angle 
adjacent  B^  et  l'autre  angle  A  étant  l'inconnue  cherchée,  c'est 
le  cas  de  la  formule  la*  de  la  table  YI,  qui  donne  cos.  A=:cos.BD 
$in.  B  =  cos.  99**  45'  X  »iu.  i58^  5o'  =  —  sin.  9*  45'  X 
COS.  48"*  5o'. 

log.  COS.  48**  5o'  s=  9,81859:1 
log  —  sin.  9^  45'  =  9*  3^8784 

log.  —  eos.  A  =  9, 047 1 76# 

Donc  A  =  96^  24',  et  son  supplément  85**  56'  est  la  distance 
cherchée  BD  qui  correspond  à  5oi6  milles  géographiques,  à  60 
milles  par  degré. 

Résolution  de  deux  Triangles  sphériques  rectangles  ajrant  un 

angle  commun, 

1044.  Des  triangles  sphériques  BAC,  BED,  rectangles  en  Ap-^ç^, 
çt  en  E ,  et  ajant  un  angle  commun  B ,  on  déduit  les  proportioa^ 
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suivantes  entre  les  lignes  trigonoraétrîques  de  leurs  parties  bomo- 
logues. 

Puisque  (ioi4)*  «în.BC  :  sin.AC  ::  i  :  sin.B,  et  que  parla 
même  raison^  sin.  BD  :  sin.  DE  ::  i  :  sin.B,  il  en  résulte  que 
-sin.  BC  :  sin.BD  ::  sin.AC  :  sin.  DE;  et  par  conséquent 

les  sinus  des  hypoténuses  sont  proportionnel^  aux  sinus  des 
côtés  respectivement  opposés  à  l'angle  aommun. 

1045.  Puisque  (  iox5) ,  i  :  tang.  B  ::  sin,  AB  :  tang.  AC  :: 
sin.  BE  :  tang.  DE , 

les  sinus  des  côtés  adjacens  à  Vangle  commun  ,^  sont  comme 
les  tangentes  des  côtés  opposés  à  c^t  angle. 

1046.  On  a  (i025),  ces.  AC  :  cos.  B  ::   i   :  sin.C^  et 

co8.de  V  COS.  B  ::    i   :  sin.  D.  Donc 

les  sinus  des  angles  non  communs  sont  en  raison  int^erse  des 
cosinus  des  côtés  opposés  à  V angle  commun. 

1047.  -^^  même  théorème  (i025)  donne  i  :  sin.  B  ::  cos.AB  : 
COS.  C  ::  cos.  BE  :  cos.  D.  Donc  ' 

les  cosinus  des  angles  non  communs  sont  comme  les  cosinus 
des  côtés  opposés. 

1048.  Par  le  théorème  (1036),  i  :  cos.B  ::  tang.BC  :  tang.  AB 
::  tang.  BD  :  tang.  BE.  Donc 

les  tangentes  des  hypoténuses  sont  proportionnelles  aux  tangentes 
des  côtés  adjacens  à  Vangle  commun. 

X049.  On  a  (loay),  I  :  taeg^B  ::  coa.BC  :  cot.  C  ::  cos.BD  : 
cot.D.  Donc. 

les  cosinus  des  hypoténuses  sont  en  raison  inverse  des  tangentes 
des  angles  non  communs. 

On  reconnaîtra  l'utilité  des  proportions  précédentes  dans  la 
résolution  des  problèmes. 

Si  on  transfère  ces  proportions. aux.  triangles  rectilignes  (1021), 
on  aura  les  proportions  qui  conviennent  à  deux  triangles  rectangles 
semblables,  et  les  trois  analogies  (^^46,  1047^  io49)  donneront 
C  ;^  D,  commç  çe|«  <joit.  être. 


I  DES  TBIANGLES  SPHÉRIQUES  RECTANGLES.  5o5 

Résolution  de  deux  Triangles  sphériques  rectangles  ayant  un 

côté  commun. 

ïo5o.  Soient  les  triangles  ABD,  ACD  rectangles  en  D,  et  quî^«p-  ^ 
ont  un  côeé  commun  AD.  On  aura  (ioi4),  sin.  AD  =  sin.  AB  x 
sin.  B  =  sin.  AC  sin.  C.  Donc  sin.  AB  :  sin.  AC  ::  sin.  C  :  sin.B. 

« 

Et  par  conséquent 

les  sinus  des  hypoténuses  sont  en  raison  inverse  des  sinus  des 
angles  respectivement  opposés  au  côté  commun. 

io5i.  Comme  ABC  peut  représenter  tout  triangle  sphériquo 
obliquangle  ^  la  proportion  peut  s'énoncer  encore  comme  il  suit  : 
Dans  tout  triangle  sphérique  les  sinus  des  côtés  sont  propor* 
tionnels  aux  sinus  des  angles  opposés. 

loSa.  Par  le  théorème  (loi 5)^  i  t  sin.  AD  ::  tang.BAD  rtang.BD 
:;  tang.CAD  :  tang.  CD.  Donc 

les  tangentes  des  angles  adjacens  au  côté  commun  sont  comme 
les  tangentes  des  côtés  opposés. 

•  io55.  Par  le  même  théorème,  tàng.  AD  =  sin. BD  tûng.  B=: 
sin,  CD  tang.  G.  D'où  il  suit  que  ain.  BD  :  sin.  CD  ::  tang.  C  : 
tang.B.  Et  par  conséquent 

les  sinus  des  côtés  non  communs  sont  en  raison  inverse  des 
tangentes  des  angles  adjacens.  * 

1054.  Par  k  théorème  (1024),  i  rcbs.AD  ::  cos.  BD  î  cos.  AB 
::  COS.  CD  :  cos.AC.  Donc 

les  cosinus  des  hypoténuses  sont  proportionnels  aux  cosi(iu^ 
des  côtés  non  communs. 

X 

io55.  Par  le  théorème  (io25),  1  :  cos#  AD  ::  sin.BAD  :.çps»B  :: 
sin.  CAD  :  COS.  C.  Donc 

les  sinus  des  angles  adjacens  au  côté  commun  sont  proportionnels 
aux  cosiniis  des  angles  Vppo'sés^»  ' 

i«56.  Par  le  théorème  (idaS) ,  tang.  AD  ==  cos.  BAD  tang.  AB 
=  COS.  CAD  tang.  AC.  Il  s'eniBùît  que  cos.  BAD  :  cos.  CAD  :: 
tang.AC  :  tang.  AB.  Et  par  conséquent 
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les  cosinus  des  angles  adjacens  au  côté  commun  sont  en  raison 
inuerse  dos  tangentes  des  hypotékuses. 

Des  six  proportions  (  io5i  et  suir.  )  dépend  la  solution  des 
triangles  obliquangles. 

Résolution  de  deux  Triangles  sphériques  rectangles  ayant 

l'hypoténuse  commune. 

ri  .64.     ^^^7-  Soient  les  triangles  ABC ,  DBC,  rectangles  en  A  et  en  D^ 
et  ayant  rhjpoténuse  commune  BC. 

Le  théorème  (^^^^4)  donne  sin.  BC  :  i  ::  sîn,  AB  :  sin.  ACB  :: 
fcin.BD  :iin.BCD  ::  sin.  AC: sin.  ABC  ::  sin.CD: sin- CBD. Doue 

les  sinus  de  deux  côtés  quelconques  sont  proportionnels  aux 
:finus  des  angles  opposés. 

io58.  Le  théorème  (1024)  donne  cos.  BC  =  cos,  AB  cos.  AC 
c=?  cos.  CD  cos.  BD.  Donc 

le  rectangle  des  cosinus  des  côtés  d*un  triangle  est  égal  au  rec* 
iangle  des  cosinus  des  côtés  de  Vautre  triangle. 

xoSg.  Par  le  théorème  (1026),  i  :  tang.BC  ::  cos.  ABC  : 
tang.  AB  ::  co$.  ACB  :  tang.  AC  ;:  cos.BCD  :  tang.  CD  :: 
COS.  CBD  :  tang.  BD.  Donc 

les  tangentes  de  deux  côtés  quelconques  sont  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  ^a^jacens. 

1060.  Par  le  théorème  (1027)»  i  :  cos.  BC  ::  tang.  ACB 
tang.  ABC  :  i  ::  tang.BCD  tang.  CBD  :  i.  £t  par  conséquent 
le  rectangle  des  tangentes  des  angles  (Pun  triangle  est  égal  au 
rectangle  des  tangentes  des  angles  de  Vautre. 

Dans  les  cas  auxquels  les  analogies  précédentes  (lo^)  et  suiv.) 
seront  applicables;  si>  au  lieu  de  connaître  les  parties  mêmes  des 
triangles ,  on  en  connnaissait  les  somnies  ou  les  différences  >  il  serait 
facile  de  rapporter  à  ces  données  les  mêmes  analogies  par  les  mé- 
thodes que  nous  avons  employées  tant  de  fois  daûs  le  cours  de  cet 
Ouvrage  ^  et  dont  nous  ferons  encore  usage  daa»  le  chapitre  ^ui-^ 
yant;  pour  construiri)  les  aaalogie$  de  Neper# 
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4 

Résolution  des  Triangles  sphérîques  obliquangles. 

• 

io6i«  JL  DUR  résoudre  un.  triangle  spbérique  obliquaagle,  on  le 
divise  en  deux  rectangles^  au  mojen  d'un  arc  perpendiculaire  qui 
devient  un  côté  commun  à  cbacun  d*eux.  Les  solutions  se  trouvent 
ensuite  facilement  par  les  analogies  (  io5o  à  io56). 

Mais  la  perpendiculaire  peut  tomber  ou  en  dedans  ou  en  debors 
du  triangle  j  ce  qui  donne  des  résultats  très-difTérens.  Far  exemple^ 
dans  le  triangle  ABC,, où  Ton  ne  peut  avoir  la  valeur  de  BC  quefj^f* 
médîatement^  c'est-à-dire  en  déterminant  celle  des  deux  segmens 
BD,  CD>  il  est  clair  qu'il  faut  prendre  leur  somme,  si  la  perpen- 
diculaire AD  tombe  en  dedans  comme  dans  la  fig.  6:a  y  et  au  con« 
traire  leur  dififérence^  si  elle  tombe  en  dehors  comme  dans  U 
fig.  65. 

io6a.  Il  paraît  dès-lors,  au  premier  aspect,  que  pour  résoudre 
untriangle  sphérique  obliquangle,  il  est  nécessaire  de  savoir  si 
la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  ou  en  dehors.  Il  est  arrivé 
de  là  que  plusieurs  Auteurs  célèbres  voulant  aider  le  Calculateur 
par  des  règles  particulières  pour  chaque  cas,  ont  rendu  Texécution 
difficile  en  multipliant  les  préceptes,  ou  même  ont  prescrit  des 
règles  peu  exactes  ;  tandis  que  la  plupart  se  sont  tirés  d'embarras , 
en  laissant  an  Calculateur  le  soin  pénible  de  chercher  dans  chaque 
cas  la  situation  de  la  perpendiculaire.  Ces  inconvéniens  dispa« 
laissent ,  si  l'on  adopte  le  système  suivant  ^  aussi  simple  que 
général. 

Les  formules  doivent  se  construire  dans  Vhypothèse  que  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  ,  et  que  les  angles  et  les  côtés 
soient  moindres  chacun  que  de  go",  (77)*  En  les  construisant 
ainsi,  je  dis  qu'il  ne  sera  nullement  nécessaire,  dans  l'usage  des 
formules ,  de  faire  attention  à  la  position  de  la  perpendiculaire , 
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et  quV/z  observant  seulement  les  règles  des  signes  (75,  75); 
on  aura  toujours  (dans  les  cas  qui  ne  seront  pa;»  dauteux  de  leur 
nature  )  la  Juste  valeur  des  choses  cherchées. 

La  vérité  de  cette  règle  se  reconnaîtra  par  l'usage  :  la  propo* 
sition  suivante  sera  utile  pour  la  vérifier. 

io65.  Si  les  angles  sur  la  base  sont  de  même  espèce  entre  eux, 
la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  du  triangle  ;  elle  tombe  en 
dehors ,  sHls  sont  d* espèce  différente. 

En  effet  j  si  la  perpendiculaire  AD  tombe  en  dedans  du  triangle, 
son  espèce  est  la'  même  (1616)  que  celle  des  angles  sur  la  base  (601), 
B  et  C ,  lesquels  par  conséquent  sont  de  même  espèce  entre  eux. 

1064.  Si  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors,  le  prolongement  de 
la  base  peut  ^e  faire  ou  se  considérer  soit  d'un  côté  soit  de  l'antre. 
r%'65.  g^j^  DAE  un  demi-eerçle  perpendiculaire  au  demi*cercle  DCE, 
(966).  La  perpendiculaire  menée  de  l^angle  A  d'un  triangle  ABC 
sur  la  base  BC  prolongée,  sera  à, volonté,  ou  AD  ou  AE.  Si  on 
considère  AD ,  le^  triangle  ABC  se  convertit  en  deux  triangle» 
rectangles  ADC  ^  ADB  t  dans  lesquels  la  perpendiculaire  AD  étant 
de  la  même  espèce  (1016)  que  les  angles  B  et  ACD,.  il  s'ensuit 
(988 ,  ^i"*.)  que  les  angles  B  et  C  sur  la  base  du  triangle  donnée 
sont  d'espèce  différente  entre  eux.  Si  on  considère  AE,  cette  per- 
pendiculaire sera  de  même  espèce  que  les  angles  C  et  ABE;  d'où 
il  résulte  encore  que  B  et  C  sont  entre  eux  d^espèce  différente. 

Passons  maintenant  a  la  résolution  des  douze  cas  que  présentent 
les  triangles  sphériques  obliquan|;les  ,  en  |H:enant  les  données  trois 
à  trois. 

io65.  Connaissant  les  trois  ùoiés ,  déterminer  un  des  angles;, 
Fig-fia.  Solution  L  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  soit  B  l'angle 
cberché,  et  de  Pun  des  deux  autres  soit  abaissée  une  perpendi- 
culaiTc  comme  AD.  On  aura  (io54),  cos.  AB  :  cos.  AC  ::  ços.BD  : 
COS.  CD  ::  cos.  BD  :  cos.  (BC  — BD)  ::  cos.  BD  :  cos.  BC.ces.BD 
4-  sin.  BC  sîn.BD  ::  (17)  i  :  cos.  BC  -+-  sin.  BC  tang.  BD  ;:  r  r 
cos. BC  -f^  sin.  BC  cos.  B  tang.  AB ,  (VI.  a*).  Du  premier  et  d,i^ 
dernier  rapport  on  tire 

-■  «  "D  *5os«  -A.C  —  COS.  BC  COS.  A3 

COS.  B    = : r^rr-. T^ . 

fiia«  iiCi  £ia«  AU 


s. 


DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES   OBLIQU ANGLES.  5oj 

Si  par  les  règles  (10:2,1)  on  transfère  cette  formule  aux  triangles 
rectilignes ,  on  aura  Teirpression  (  III.  70*  )• 

1066.  Si  Tiangle  cherché  était  A;  en  abaissant  la  perpendiculaire 
ou  de  Tangle  B  ou  de  l'angle  C,  on  trouverait  p^r  Ja  même  méthode 

C09«  BC  -r-  COg.  AB  C06.  AC 

^    '  sin.  AB  sm.  AC 

Mais  on  a  cette  formule  par  la  précédente >  en  y  changeant  B  en  A^ 
et  A  en  B. 

On  trouvera  de  même,  de  l'une  ou  de  l'autre  manière,  la  valeui: 
analytique  de  cos.  C. 

Il  est  inutile  d'avertir  qu'on  peut  traiter  ainsi  toutes  les  formules 
qui  suivent. 

1067.  Solution  IL  On  a  (io65),  i  — cos.  B  = 

tin. BC  sin.  AB  •+•  ces.  BC  co8.  AB  —  coa.  AC cos.  (BC  o^y  AB )  —  cos^AC 

«m,  BC  sin.  AB  *""  kq.  BC  sin.  AB  '"^ 


asîn.JrCAC— BCcoAB)XMn.i(AC+BCooAB)    ,xt      /«n   t\  -   •* 

^-^ .     '      ■ — ^ -^ i,  (IL  !i4*)*  lîonc,  soit 

sin.  BC  sin.  AB  '  ^  ^  ' 

qu'on  suppose  BC  >  AB  ou  AB  >  BC>  on  aura  toujours,  (I.  7*)» 

*  sin.  BC  sin.  AB  ^  ,       " 

conséquent 

.î^    iTi  I    /flin.KAC  +  AB  — BC)8in.KAC  +  BC— AB) 

|/^  sin.BCsin.AB 

io68.  Dans  les  formules  qui  donnent  la  valeur  de  la  moitié  de 
Tare  cherché  ^  l'espèce  de  Tare  n'est  jamais  incertaine  ;  sa  valeur 
est  toujours  moindre  que  de  90*,  (988^  i\),  (9^)*  J^  suppose  du 
xestè  que  l'arc  ne  soit  pas  composé  de  la  somme  dé  deux  arcs^ 
cas  dans  lequel  il  peut  quelquefois  être  plus  grand  qiie  de  90% 
11  j  en  a  des  exemples  (170a,  1081,  1069^  1109). 

Cette  formule  (  ainsi  que  les  formules  que  donneront  les  secondes 
solutions  dans  les  problèmes  suivans)  est  celle  dont  on  fait  ordi* 
nairement  usage  dans  le  calcul' numérique. 

loôg.  Solution  III.  On  a,  (io65),  i  +  cos. Bs»  .... 

ain.BC  sin. AB~cos.BC  cos. AB +co8.  AC  __  ^yy  -,v  cos.AC— cos.(BC+AB) 

nn.  BC  sin.  AB  T —  ^^^*  ^  '  sin.  BC  sin.  AB 

arin.i(BC4-AB— AC)X8in.i(BC+AB  +  AC)    ,„      /.n  t^         n   ^a^\ 
sin.BCsin.AB  ^  ('I'  ^40-  DoUC  (I.  ^\), 

ona    iT^  —  l    >/ain.  i  (BC  +  AB  -f  AC)  sin.  KBC  +  AB  —  AC) 

K  MO*  "0  sin.  AB 


SaS  CHÂP.  XVIir.  RÉSOLUTION 

FigCa/    Par  les  raisons  déduites  (SyS)  ,  cette  formule  est  moins  en 
osage  que  la  précédente^  quoique  le  calcul  en  soit  un  peu  plus  court* 

1070.  Solution  IV.  Puisque  (io54)>  cos.  AB  :  ces.  ÀC  :: 
COS.  BD  :  cos.  CD,  on  a  aussi  ces.  AB  +  co».  AC  :  cos.  AB  (Jn 
cos.  AC  ::  cos.  BD  -f-  cos.  CD  :  cos.  BD  00  cos.  CD.  Par  consé- 
quent (II.  i4*) ,  cot.  I  C AB  +  AC)  :  tang,  \  (AB  co  AC)  :: 
cot.  \  (BD  +  CÙ)  :  tang.  \  (BD  co  CD).  En  mettant  les  tangentes 
au  lieu  des  cotangentes  ,  et  BC  au  lieu  de  BD  -^  CD  ,  ou  a 

tang.i(BDooCD)=tang.i(ÀB4-AC)tang.i(ABcoAC)cot.^BC. 

Cette  fiDrmule  est  due  à  Neper^  mais  il  j  est  parvenu  par  des  voies 
plus  laborieuses  ;  il  en  est  de  même  des  formules  que  nous  don- 
nerons pour  les  dernières  dans  les  problèmes  qiii  suivent^,,  des- 
quelles il  est  aussi  TAuteur. 

1071.  De  celle  que  nous  venons  de  trouver  on  tire  la  valeur  des 
segmens  de  la  base  ou  côté  EC  divisé  par  la  perpendiculaire.  Si 
cette  perpendiculaire  tombe  en  dehors  du  triangle  ,  la  formule 
donné  à  la  vérité  la  valeur  de  tang.  \  (BD-f-CD),  et  non  celle  de 
tang.  i(BDco CD);  mais  alors  aussi  BCs=  (BD  lo  CD),  et  non 
BD  +  CD  ;  il  est  donc  inutile  de  s'arrêter  à  cette  considération  , 
puisqu'en  adoptant  Texpression  tang.  ^  (BD  co  CD)  pour  la  valeur 
donnée  par  la  formule  dans  tous  les  cas ,  on  a  toujours 

grand  segment  =  ^BC  +  i(BD  co  CD),  et 
petit  segment  =  f  BC  —  i  (BD  co  CD). 

107a.  Si  CAB  -f.  AC)  est  >  1 86%  tang.  i(BD  00  CD)  étant  alors 
»égalîve,  on  prendra  le  supplément  de  l'arc  \  ^BDoo  CD)  donné^ 
par  les  tables^  et  on  emploiera  ce  supplément  dans  ces  deux  équa* 
tiens. 

Dans  fous  les  cas,  on  trouvera  pour  le  grand  segment  celui  qui 
est  adjacent  au  plus  grand  des  deux  côtés  ,.et  pour  le  petit  segment 
celui  qui  est  adjacent  au  plus  petit  de  ces  côlés,  comme  on  peut  le 
conclure  facilement  d'après  l'analogie  (io54). 

1075.  Connaissant  les  segmens  de  la  base,  o» prendra  celui  qui 
est  adjacent  à  l'angle  cbereh^ ,  comme  BD  dans  le  cas  pr^sentr> 
et  on  awa  (VI.  5*) 

COS.  B  =;  tang*  BD  cot.  AB 
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^i  c^est  le  petit  segment  qii*on  emploie  dans  cette  équation,  on 
fera  sa  tangente  négative  (yS)  toutes  les  fois  que  l'équation  pré- 
cédente donnera  le  petit  segment  négatif  et  <  go"*. 

Cette  solution  n'est  pas  la  plus  courte;  mais  elle  s'applique  à 
deux  problèmes^  puisqu'elle  fait  aussi  connaître  les  segmens  de 
la  base. 

1074*  Si  on  veut  avoir  une  valeur  analytique  de  chacun  dt 
ces  segmens^  exprimée  par  les  trois  côtés  donnés,  qu'on  intro- 
duise dans  la  dernipre  équation  la  valeur  (io65)  de  cos.  Bji  et 
on  obtiendra 

-fcT^       COS.  AC  —  COS.  BC  C09.  AB 

fang.  BU  = : — «7; r-5 • 

<>  sin.  BCcos.AB 

On  aura  par  les  mêmes  mojens ,  ou  en  changeant  ici  B  en<^^ 
et  C  en  B,  (ce  qu'il  nous  suffira  d'indiquer  une  seule  fois), 

j.  r*r\        C08.  AB  —  cos.  BC  cos.  AC 

tan  g.  ^U  =: : 7rp VT^ . 

^  fcin.  BC  cos.  AC 

1075.  Les  trois  angles  étant  donnés^  déterminer  un  des  côtés ^ 

Solution  I.  Soit  AB  le  côlé  cherché;  de  Tune  A  de  ses  exrré- 
mités  abaissez  la  perpendiculaire  AD.  Vous  aurez  (io55)y  cos.  B  : 
cos.C  ::  sin.BAD  :  sin.  CAD  ::  sin.BAD  :sin.  (BAC  — BAD> 
En  procédant  comme  nous  avons  fait(io65),  et  mettant  cos.  AB 
tang.  B  au  lieu  de  cot.BAD^  (VI*  3*)>  ^^"^  trouverez 

cos.  c  +  COS.  A  COS.  B 


cos.  AB 


sin.  A  sin.  B 


Si  on  écrit  i  au  lieu  de  cos.AB  (loai),  on  aura  la  formule 
(ITI.  94*)  des  triangles  rectilignes. 

1076.  Si  les  trois  angles  sont  aigus,  le  signe  de  cos. AB  est 
positif.  Mais  AB  peut  représenter  généralement  chacun  des  côtés 
d'Un  triangle  sphérique.  Donc  dans  tout  triangle  sphérique^  si 
tous  les  angles  sont  aigus ,  chacun  des  côtés  est  moindre  que 
de  go''.  Je  ne  m'arrêterai  point  à  ces  conséquences,  lorsqu'elles 
ne  mèneront  pas  à  quelque  application  utile  ;  elles  se  tirent  des 
formules  analytiques  à  la  première  inspection,  quoiqu'elles  coû- 
tassent de  longues  démonstrations  à  la  Géométrie  des  Anciens* 
Qa  peut  voir  un  grand  nombre  de  propositions  de  ce  genre  dans 
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les  Ouvrages  intitulés  (Menelaï  spherieorum  et  Regiomontani 
de  Triangulis). 

Fig.6a.     1077.  Solution  n.  (1075),  i--co8.AB= inrÂliSTl 


—  co8.(A  +  B)  —  cQg. C _    flco».i(A4-B  +  C)xcos.i(A  +  BcoC) 

"~"  ein.  A  sin.  B  "~"  sin.Asin.B  ' 

(II.  30«).  Donc  (I.  7') 


sin.  i AB  =1/- c°«-^A  +  B  +  C)co».KA  +  B<^Q 

"  y^  su.Asin.B 

Le  signe  — >  devient  positif  dans  tous  les  casj  parce  que 
cos.j(A  +  B+C)  est  toujours  négatif  (996),  et  qu'il  serait 
aisé  de  prouver  que  l'autre  cosinus  est  toujours  positif,  si  Ton  ne 
vojait  d'ailleurs  que  sin.  |  AB  ne  peut  jamais  être  imaginaire. 

Cette  formule  est  une  de  celles  qui  par  leur  nature  ne  peuvent 
se  transférer  aux  triangles  rectilignes,  dans  lesquelles  un  côté  ne 
peut  être  déterminé  par  la  seule  connaissance  des  angles. 

1078.  SOLUTIONin.  (1075),  lH-C08.AB=:^''-^+"°^;^r-^'^'''^"- 

'  \      /    /'      I  fiin.Aain.B 


C08.  C4-CO8.  (AooB)       a  C08.  i(C+A  00  B)cos.  l-(CooA  00  B)  ^yj         x 

Sin.Asin.B  am.  Aain.B  ^  ^ 

Donc  (I.  24O  

COS. ^  AB  =  I    v^^Q^  i(^+AioB)co8.i(CuoAooB) 

1079.  Solution  IV.  En  opérant  sur  la  proportion  (io55), 
cos.B  :  cos.C  ::  sin.BAD  :  sin.  CAD  j  comme  nous  avons  fait 
(1070),  on  aura  (IL  i4%  i5*),  cot.i(B  +  C)  :  tang.i(CcoB)  :: 
tang.i  (BAD  -f-  CAD)  :  tang.  1(BAD  coCAD),  ou,  en  écrivant 
A  au  lieu  de  sa  valeur  BAD  +  CAD , 

tang.  i(BADc/>CAD)ï=;taiig.i  A  tang.i  (C  coB)  tang.  i  (C  +  B). 

1080.  Par  cette  formule  on  a  la  valeur  des  segmens  de  Vangle 
vertical  (601).  Et  en  adoptant  Texpression  du  premier  membre  pour 
tous  les  cas,  comme  nous  avons  fait  (i07i),on  aura  toujours 

firand  çegmeut  =  ^ A  +  f  (BAD  c^  CAD  )  j 
petU  segment  =;  i  A  —  i  (BAD  co  CAD)* 

lofti.  Puisque  le  plus  graad  de  dewc  arcs  corvespond  à  un  plus 
petit  mmn»  et  à  un  plus  grand  sinus  (  en  formant  toujours  \t^ 
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règles  (106:2)  comme  pour  des  arcs  moindres  que  de  90*),  on  peut 
conclure  de  la  proportion  (io55)  que  le  moindre  des  deux  angles 
sur  la  base  et  le  grand  segment  de  Tangle  vertical  se  trouveront 
toujours  adjacens  à  un  même  côté,  -et  que  par  conséquent  le  plus 
grand  des  deux  angles  et  le  petit  segment  seront  adjacens  à  l'autre 
côté  ;  en  supposant  toujours  que  dans  le  calcul  de  la  formule  (1079), 
on  ait  égard  au  signe  de  tang.  ^  (C •4"  B). 

108:2.  Ainsi  en  prenant  le  segioient  adjacent  au  côté  cherché  y 
on  aura  (VI.  i5*) 

COS.  AB  r=  cot.  B  cot.  BAD« 

Et  quand  on  aura  le  petit  segment  négatif  et  <  90%  sa  contangente 
S'emploiera  dans  cette  formule  avec  le  signe  négatif  (75,  68). 

io85.  La  valeur  analytique  du  segment  BAD ,  exprimée  par 
les  trois  angles  donnés,  s'obtient  en  introduisant  dans  la  dernière 
formule  la  valeur  (1075)  de  cos.  AB  :  on  en  tire  alors 

-.-.i.     D  A  Tk              COS.  C  +  C08.  A  C0«.  B 
COt.  J>AJJ    =    : ; ■     . 

sin.  A  COS.  B 

En  changeant  B  en  C ,  et  C  en  B ,  vous  aurez  la  valeur  de 
cot.  CAD,  (1074). 

1084.  Connaissant  deux  côtés  et  V angle  compris,  déterminer 
un  des  deux  autres  angles. 

Solution  L  Appelons  BC,  AC,  et  C  les  choses  connues, 
B  l'angle  cherché  j  et  du  troisième ,  A ,  abaissons  la  perpendicu- 
laire AD.  Nous  aurons  (io55) ,  tang.  B  :  tang.  C  ::  sin.  CD  : 
sin.  BD  ::  sin.  CD  :  sin.  (BC  —  CD)  ::  i  :  sin.BC  cot.  CD  — 

cos.BC  ::  i  :  sin.BC  x  ~^—  cos.BC,  (VL  a*).  Du  pre- 
mier et  du  dernier  rapport  on  tire 

tanc.B  = ""-^ 

°  sin.  BC  cot.  AC  *—  cos.  BC  cos.  C 

Cette  formule,  qui  renferme  la  cotangente  d'un  côté  et  le  cosinus 
d'un  autre,  se  transfère  aux  triangles  rectilignes  par  les  règles 
données  (1021) ,  et  se  réduit  à  la  formule  (III.  78*).  fl  en  est  de 
même  de  la  formule  ci-après,  qui  se  réduit  à  la  77\ 

io85.  Si  les  données  étaient  AB,  AC  et  BAC}  en  changeant 
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Jig.63.daD8  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  C  en  A  et  A  en  C; 
ou  bien  en  abaissant  la  perpendiculaire  sur  le  côté  AB  ,  et  procé- 
dant comme  nous  venons  de  le  faire ,  on  trouverait  une  autre 
valeur  de  tang.  B^  et  cette  valeur  serait 

j> 8in.  A  ^ 

tang.  ty  —  ^^  AB  cot,  AC  —  cos.  AB  C08.  A' 

1086.  Solution.  II.  Soient  toujours  BC,  AC  et  C  les  cboses 
ironnues^  B  la  cherchée^  et  AD  la  perpendiculaire.  On  aura 

i\  tang.  CD  =  COS.  C  tang.  AC ,  ( VL  a^)  j 
a^  BD  =  BC  ~  CD  ; 

.  -n        tang.  C  Un.  CD      ^      g^^^ 

3%  tang.  B  =     \  j^j^      ,  (  io55). 

Le  segment  CD  de  la  base  qui  se  trouve  par  la  première  équation  ,' 
se  nomme  premier  segment  ;  l'autre  BD ,  que  donne  la  seconde  , 
se  nomme  second  segment.  Si  Ton  a  celui-ci  négatif^  c'est-à-dire 
si  Ton  a  CD  >  BC ,  sin.  BD  dans  la  troisième  formule  s'emploiera 
avec  le  signe  négatif^  (yS). 

1087.  Après  avoir  trouvé  Tangle  "B,  si  on  veut  connaître  le  troi- 
sième côté  AB^  on  aura  j  par  la  formule  (VI.  lo"") , 

çot.  AB  :;=  COS.  B  cot.  BD* 

On  observera  seulement  que  si  BD  est  négatif ^  et  >  90*  ^  cot.  BD 
est  positive. 

1088.  Solution  III.  Soient  les  choses  connues  AB ,  AC ,  BAC, 
et  par  conséquent  B  ou  C  la  chose  cherchée.  En  abaissant  de 
l'angle  connu  A  la  perpendiculaire  AD ,  on  aura  (io56) ,  tang.  AB  : 
tang.  AC  ::  cos.  CAD  :  cos.  BAD  ;  et  par  conséquent  (II.  1 1%  i40> 
sin.(AB4-  AC)  :  sin.(ABco  AC)  ::  cot.  1  (CAD  +  BAD)  : 
tang.  i  (BAD  co  CAD).  En  mettant  BAC  qu  A  au  lieu  de  CAD  + 
BAD|  on  a 

tang.}  (BAD  c/)  CAD)=:  cot.  \  A  x  siwT^J. 

1089.  De  cette  formule  on  déduit  la  valeur  des  segmens  de  PangTe 
donné  A;  car  en  se  servant  d'une  même  expression  (1071^  pour 
tous  les  cas  ^  on  a  toujours 

grand  segment  =  î  A  +  i  (BAD  00  CAD)  -, 
petit  segment  ss  i  A  ^  i  (BAD  c^  CAD). 
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1090.  L'analogie  (io56)'fait  voir  que  le  grand  segment  est  ad- 
jacent au  grand  côté,  le  pelit  segment  au  petit  côté;  en  suppo- 
sant toujours  qu'on  ait  égard  dans  la  formule  (1088)  au  signe  de 
sin-  (AB  -^  AC).  On  a  donc  (VI.  5«) 

cot.  B  =  tang*  BAD  cos.  AB ,     et 
cot.  C  =tang.  CAD  cos.  AC. 

Dans  ces  formules  la  tangente  du  petit  segment  sVmpIoiera  comme 
négative  (j5),  quand  on  aura  ce  segment  négatif  et  <C9o'*« 

1091.  En  introduisant  dans  l'avant-dernière  formule  la  valeur 
(io85}  de  cot.B.  ou  de- r^,  on  en  déduit 

^  ^  '  tang.  B  ' 

T7  A  T>       tang.  AB  cot.  AC  —  cob.  A 

tang.  BAD  =: — 2 r— r -# 

* 

Si  Ton  change  B  en  C  »  et  G  en  fi^  on  obtient  la  valeur  ana- 
lytique dé  l'autre  segment  CAD ,  exprimée  de  même  par  les  données 
du  problème. 

109:2.  Solution  IV.  Les  conditions  restant  les  mêmes  que  dans 
la  solution  précédente,  prenez  l'analogie  (loSo),  sin.  AB  :  sin.  AC 
::  sin.  C  :  sin.  B;   et  vous  aurez  en  premier  lieu  (II.  i3*)la  sui- 
vante f  qui  est  utile,  en  bien  des  cas  : 

(P>..tang.KAB.fAC):  tang.K'^BooAC)  ::  tang.i(C-f B):  tang.|(CooB) 

iogS.  Substituez  la  valeur  de  tang.  |(  C  -|-  B  )  donnée  par  l'équa- 
tion (1079),  et  vous  aurez  fang,^  (AB+AC)  :  tang.^(ABc>oAC) 
::cot.iAtang.i  (BADcoCÀD)  :  tang/i  (CooB).  Multipliez 
terme  à  terme  cette  analogie  par  la  seconde  (1088)  exprimée  comme 
il  suit,  (L  6*),  asin.  i  (AB+AC)  cos.  ^  (  AB  +  AC)  : 
asin.KABooAC)cos.i(ABc^AC)  ::  cot.i  A  :  tang.i  (BADooCAD)-, 
et  divisant  le  i"  rapport  par  a;  et  le  a*  par  tang.7(BADooCAD% 
vous  aurez  8in.»i(AB+  AC)  :  sin.»f(AB  co  AC)  ::  cot.4  A  : 
tang.*^(CcoB)}  et  enfin,  en  extrayant  les  racines , 

.«g.  KC  ^  B)  =  »o,.  5  A  X  ^di^^î. 

1094*  Cette  équation  fait  connaître  la  demi -différence  des 
angles  inconnus.  Pour  avoir  leur  valeur  absolue,  il  faut  trouver 
encore  celle  de  leiir  demi-somme.  Four  celai  qu'on  substitue  dans 

40 


Si4  CHAP.  XVIIL  RÉSOLUTION 

cette  même  équation  la  valeur  de  taDg.7  (Cco  B)  donnée  par  Tana- 
'^**' ^*' logie  (P)}  et  réduisant,  on  aura 

...g.KC+B)=co..iA  x^4^f4S. 

1095*  Les  deux  dernières  formules,  trouvées  par  Neper,  méritent 
qu'on  fasse  remarquer  leur  utilité.  x\  Pour  les  calculer ,  on 
n'a  que  sept  logarithmes  à  chercher,  et  elles  font  connaître  deux 
angles  &-la-fois;  ce  quiest  irès-avantageuxencertainscas(i465^  etc.): 
avec  un  égal  nombre  de  logarithmes  ,  la  seconde  et  la  troisième 
solution  (la  première  serait  plus  laborieuse  à  calculer)  ne  donnent 
qu'un  seul  angle,  a**  L'une  ou  l'autre  de  ces  formules  est  la  plus 
courte  qu'on  puisse  emplojer  pour  trout^er  un  angle  ,  connaissant 
les  deux  autres  et  les  deux  côtés  qui  leur  sont  opposés;  comme  il 
est  facile  de  le  voir ,  en  supposant  inconnu  Tangle  A.  S"".  Et  de  là 
résulte  le  théorème  suivant  :  Deuos  triangles  sphériques  sont  égaux 
s'ils  ont  deux  angles ,  et  les  deux  côtés  opposés  à  ces  deux 
angles,  respectit^ement  égaux;  sauf  le  seul  cas  où  les  angles  égaux 
sont  droits  :  car  alors  le  troisième  angle  admet  une  infinité  de 
valeurs  inégales,  les  deux  formules donnai^t  cot. ^ A  =:|=od  xo. 
4''*  Enfin  de  la  seconde  )e  déduis  la  propriété  suivante  des  triangles 
sphériques,  propriété  aussi  remarquable  qu'utile  (iiaa). 

Puisque  tang.  i(C  +  B)  et  cos.  \  (AB  -f-  AC)  ont  le  même  signe 
dans  la  formule ,  et  que  les  deux  autres  quantités  ne  peuvent  jamais 
être  négatives  (988,  i\) ,  (989) -,  il  s'ensuit  que  dans  tout  triangle 
sphérique  la  demi-somme  dz  deux  côtés  est  de  la  même  espèce 
que  la.  demi^somme  des  deux  angles  opposés^ 

i9c/t.  Connaissane  deux  côtés  et  l'angU  compris^  déterminer 
le  troisième  côté. 

SoLUTran  I.  Soient  AR^  BC^  B  les  données^  AC  le  cM  cher- 
ché.  De  la  formule  (io65)  on  tire 

COS.  AC  s:  COS.  BC  008.  AB  -f-  sin.  BC  «in.  ÀR  cosi  B» 

1097.  Solution  II.  Supposons  une  perpendiculaire  AD  abais- 
sée sur  l'un  des  côtés  donsés;  et  aoM  avons 

x\  tang,BD  =  fang.  AB  cos.B,  (Vï.  a')» 
a».  CD  =  BCtoBDi 

5%  «oi.AC^cos.ABxS^.  ('<»&4)- 
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J*ai  employé  co  au  lieu  de  — •  dans  la  deuxième  équation ,  parce 
que  quand  elie  donnerait  CD  négatif,  ces.  CD  ne  changerait  pas 
de  signe  pour  cela ,  (j5). 

2098.  Si,  après  avoir  trouvé  la  valeur  de  AC^  on  desirait  celle 
de  Tangle  inconnu  C  adjacent  à  la  base,  on  pourrait  recourir  à 
la  formule  suivante  (VI.  5*) , 

COS.  C  =  tang.  CD  cot.  AC , 

dans  laquelle  on  aura  soin  d'observer  que  tas^CD  doit  être  né* 
gative,  lorsqu'on  a  CD  <9o%  et  BD>6C. 

1099.  Solution  III.  Si  le  câté  clierchié  est  petite  on  ne  pourra 
l'avoir  avec  exactitude  par  le  mojea  do  cosimis.  Ihrns  ce  cas^ 
au  lieu  des  solutions  précédentes ,  on  emploiera  celle  qui  suit» 

-n   •  ^     i:   \  •     •iT»        co«.(BC  V»  ABV— COS.  AC         _ 

Puisque  (1067),  asiD/iBar  ^^.^^J^ ^»on    a«™ 

(T.  33*),  a  $in.*iB8iD.BCsiiuAB  s=aiin.*^C  -"a  sin.'i(BC  oo  AB). 
£t  par  cottliqueak 

sm.i  ACtsr  !/(ûn.^\  BC  u^AB  -f-  8În.BC  fin.AB  «îfl.^B)^ 


ott.,  ce  qui:  eit  pkis  commode  ponr  liecAlcitl» 

sin.4 AC  =  8in.i(BCco AB) [^(i+    «b.'UBCcoAB)   > 

iioo.  On  pourra  ealeuler  cette  formule  avec  les  tables  trigo- 
Doniétriques  en  logaritliraeSj  si  on  la.divi0e(44i)  «^  <leu^^4ua- 
iiona^.  ouBMMe  il  suit  : 

tU.3  ACi  =ss *— — . 


COS.  a 


iioi.  Quand  la  différeuce  (BCcoAB)  d«»  cttU  domi&  ttt 
petite  >  il  peut  être  utile  de  ae  servir  delà  somme  par  pré&rence^ 
pour  plus  de  précision.  Ou  y  parvient  comme  il  suit  : 

Puisque  sin/4 B  =s  i  —  cos/i B ,  et  que  sin/i  (  BC  co  AB  ) 
s=sin.*^(BCH-AB>— sin.BCsin.AB,  (H,  37*)-,  par  ces  substi- 
tutions, la  première  vttteur  (nig^)  desin.^AC  devient 

sin.^ACa9  ^(fiin,*i  (BÇ-f  A.B)>^ii».SC  siB.A&<ios.*iB)  , 
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Fig-  6a»et  la  seconde  , 

•        ,^  .       w  r-nr^    i     AnNl    //•         sin.BC  sîn.  AB  cos.»lB\ 

8in.  i  AC  =  «m.  i  (BC  +  AB)  |/  (^i ,in.'4(BC+AB)    > 

iioa.  On  divise  ainsi  cette  formule  en  deux  autres  j  (443)} 

sîn.  I  AC  s=  siD.  m  sin.  i  (BC  +  AB). 

iio5.  Il  n'y  a  point  de  formule  analogue  à  celles  de  Nepcr  ^ 
pour  résoudre  immédiatement  ce  problème.  Si  l^on  veut  se  servir 
de  ses  formules,  après  avoir  trouvé ,  au  mojen  des  solutions  (1088) 
eu  (1093)9  un  des  angles  inconnus,  on  cm[doiera  la  solution  (1128) 
pour  trouver  le  côté  cherché. 

1104.  Connaissant  deux  angles  et  le  côté  compris  ^  déterminer 
un  des  deux  autres  côtés. 

Solution  L  Soient  A,  C,  AC  les  choses  connues,  AB  la 
cherchée ,  et  soit  abaissée  sur  le  troisième  côté  une  perpendiculaire 
AD.  On  aura  (io56),  tang.  AB  :  tang.  AC  ::  ces.  CAD  :  cos.  BAD 
::  cos. CAD  :  cos. (BAC  — CAD)  ::  1  :  cos.  BAC  +  «n.  BAC  x 

tang.  CAD  ::  1  :  cos.  A  4-  sin.  À  x  ^^^#  (VI.  3*).  Du  pre- 
mier et  du  dernier  rapport  on  tire 

tang.  AB  ;=  -: — r .  ^    ' .  ;;;♦ 

°  sin.  A  cot.  C  4-  COS.  A  cos.  AG 

iio5.  Si  les  données  étaient  B,  C,  BC;  en  procédant  de  )a 
même  manière,  ou  bien  en  changeant  dans  cette!  formule  A  en  B 
et  B  en  A  ^  on  trouverait  une  autre  valeur  de  tang.  AB^  qui  serait 

^*  """  sin.  B  cot.  C  -f-  COS.  B  cos.  BC*^ 

Cette  formule  et  la  précédente  se  changent  (losi  )  en  celles  des 
triangles  rectilignes  (III.  4%  3*)« 

II 06,  Solution  II.  Les  conditions  (iio4)  restant  toujours  les 
mêmes,  on  a 

i\  cot.  CAD  5=  tang.  C  cos;  AC  /j(TI.  5*)  j 

!^\  BAD  =  À  co  CAD,  (^097); 

5%  tan(5.  AB  =  ton^.  AC  x  |j^,  (  ioS6)- 


DÈS  TRIANGLES  SPHÉRIQUES  OBLlQtJ ANGLES.  S\f 

XI 07.  Connaissant  la  valeur  de  ÂB»  si  on  veut  celle  diiitroisième 
angle  B,  on  se  servira  de  la  formule  suivante  (VI.  5?) , 

cot.  B  =  COS.  AB  tang.  BAD  ; 

en  observant  seulement  que  si  BAD  est  <  90%  et  CAD  >  A,' 
tang.  BAD  doit  être  négative. 

1108.  Solution  III.  Soient  B^  G^  BC  tes  données^  et  AD  la 
perpendiculaire  sur  le  côté  donné.  On  aura  (io55)',  tang.B  :  tang,  C 
::  sin.CD  rsin.BD.  Et  par  conséquent  (IL  11%  i5«),  sîn.(BH-C)  i 
sin.  (BooC)  :;  tang. i (CD  +  BD)  :  tang.  i  (CDcoBD),  oa 


tang.  i  (CD  00  BD)  =  tang.  IBC  X  SlF^\ 

1109.  Dans  un  Ouvrage  estimé  ,  cette  formule  est  ainsi  changée 
pour  le  cas  où  la  perpendiculaire  tombe  çn  dehors  du  triangle  : 

cot.  i  (BD  +  CD)  =  cot.  è  BC  X  "n.(B  +  èr    ^"   exemple    en 
nombres  sufiBrait  pour  reconnaître  Terreur  de  cette  formule. 

Mais  au  surplus  pour  démontrer  la  justesse  de  la  formulje  que 
nous  venons  de  donner^  même  dahs  le  cas  où  la  perpendiculaire 
tombe  en  dehors ,  qu*on  se  rappelle  qu'alors  les  angles  sur  le  côté 
connu  doivent  étire  .d'espèces  différentes  (îo64)*  Soit  donc  celui 
qu'on  voudra,  par  exemple  C,  Tangle  obtus;  la  proportion -(ia53) 
sera  en  pareil  bas  tang.B  :  — *tang.C  ::  sin.CD  :  sin.BD.  Et^  pat 
conséquent  tang.B.+  (  —  tang.C)  :  tang.B  —•  (-►--tang.  C)  :t 
siri.  CD  +  sin.BD  :  sin.  CD  —  sin.BD  :;  tang.B  —  tang.C  : 
tang.B  +  tang. C.  Si  Ton  transforme  la  dernière  analogie  d'après 
]es  formules  (IIl  i5%  ii*),  elle  devîendta^tàng.  i  (CD  +  BD): 
tang.  i(CD  —BD)  ::  sin.  (B  —  C)  :  «in.  (B+C).  De  plus,  lorsque 
la  perpendiculaire  tombe  en  dehors,^ on >  a  fC'asCD  —  BD^ 
fig.  63}  substituant  cette  valeur,  on  a  tang.|(  CD  4-BD)  =s 

tang.^BC  X  •    (B4>CV  ^'^*  formule  que  nous  venons  de  donnée 

est  précisément  la  même  que  cette  équation,  si  ce  n*est  que  nous 
employons  le  signe  co  au  lieu  du  sign^-f*^  et  on  a  en  vn  le  motif 

Oo70- 

II 10.  On  a  clonc>  dam  tous  les  cas^  pour  les  segmens  du  çùté 

connu/ 

grand  segment  =  i BC  4- i  (CD  oo  BD); 

petit  «egmentssiBC  — î(CDooBD)^ 
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Fîg.Ca.  ï  I X I.  Dans  la.proportioo  (io55)  on  voit  que  le  pUit  grand  angle 
est  adjacent  au  petk  segment  ^  et  le  plus  petit  angle  au  grand  geg«i 
ment;  en  supposant  toujours  qu'on  ait  égard  au  signe  de  sin-(B-f-C) 
dans  le  calcul  de  la  formule  (iio8).  Prenant  donc  le  segment 
adjacent  au  côté  cherché,  on  aura  (VI*  lo*) 

cot.  AB  :=:  cot.BD  cos.Bi  et 
çot.AC  =  cot.  CD  cos.C» 

Pans  ces  formules  ^  on  emploiera    négativement  (75,  68)  la  co-* 
tangentQ  du  petit  segment ,  quand  on  aura  ce  segment  négatif  et 

iii:a.  Pour  avoir  le  segment  BD  exprimé  analjtiqnement  par 
}es  données  du  problème ,  on   introduira   dans    ravant-derniëre 

formule  la  valeur  (ii.oS)  de  tang.  AB  =  cot  AB^^^  ^°  ^^  tirera. 

M.  Ti-Tk        tang.  B.  cot.  C  +C08.BC 

cot  BD  ss  — 2-— — .    n>r • 

5m^  BC 

En  changeant  B  eo  G  >  et  C  en  B  ^  on  aura  de  même  la  valeur 
de  cot.  CD» 

X X i3.  Soi^UTiOK'  IV.  Procédant  comme  on  a  fait  (109S)  »  qu*oa 
roiistitue  doua  l'analogie  (P)  la  valeur  de  tang.  i(AB  -4-  AC)  prise 
dff,  Véquation  (:  M70  )  ^  et  on  trotivera  tang,  \  (  BD  00  CD  )  x 
tang.;jBC  :  tMg.*i(AB(/)AÇ)  ::  tang.i(C4-B)  :  tang.KCc.oB). 

ifai.ta,i5.KCB^M)3=,.„j.ïBcx  °::!ct::g):::tc°Xc)- 

(iio8).  %$f  metUmt.oet^e  yaleuc  dans  l'analogie  qui  précède,  et 
extirpant  His.  vaciiiq%>.  q»  aura 

taD^(ABv>AG)==^htng,iBC  X  |4f§f|-]. 

iii4>  £n  substituant  dans  cette  éqvatioa  Ja  valeur  de  tang.; 
(ABcoAC)  tirée  de  raaalogie  (P),  on  aura  enooire 


toDft.i4AB4- Ac>*.iaj»g.iaaî<  Srn^"î^r 

.iii5.  Ces  deux  formules  sont  remarquables  ^^  ce  qu'élites*  odt 
l^aVahtagie  de^fàilfe  trouveir  à-Ia-foîs  tes  dfeux  côtés  inconnus.  Cha- 
cune déciles  cAt  d*aUl^ui3.U  1^1»  courte  qu'oa  puisse  eihplbyér 
pour  trower  wk  Qdtd,^  canhaismnt  hideux,  autres  et  les  deux 
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angles  qui  leur  sont  opposés ,  comme  il  est  aisé  de  tf^en  aonrainôre 
en  snpposant  BC  iiicoDiiii.  ? 

iii6.  Connaissant  deux  ànglêst  et  lé  d^- êatÀprts ^  '  thuçet^ 
le  troisième  angle*  ♦  v 

Solution  I.  Soient  A^  B^  AB  les  données.  De  ta  fdrttmk 
(loyS)  on  tire  »(..:- 

cos.C  SIS  COS.AB  sin.A  sin.B  *»  cos«A  co8«B. 

1117.  SoLUTtoK  IL  En  abaissant  dd  Tun  A 'des  ànglM  donnés 
une  perpendiculaire  AD;  oft  nura 

!••  cot.BAD  s=  COS.AB  tang.B,  (VI.  5*); 

a\  CAD  =  A  —  BAD  j 

•.  COS.  C  =  COS.  B  X    f   B  A p  f  Cio55). 

n  doit  être  inutile  actuellement  de  dire  que  si  la  deuii&oie  équsr 
tion  donne  CAD  négatif^  on  devta  prendre  néjgatiyement  sin.CAEf 
dans  la  troisième^  (7^);  ^^  ^^  même  aussi  CQt.ÇAD  dans  la 
suivante. 

j I  iS.  L'angle  C  connu,  si  on  veut  connaître  }e  côté  Ad  ç>st 
à-dire  le  côté  opposé  4  l'angle  emplojré  ^d^as  là  première  équa-i 
tion^  on  y  parviendra  £acilen)eut  par  Téquation  suivante  (VI,  i^*), 

COS.AG  ac  cot*C  cot.CAD. 

1119.  SoLvtfOH  m.  Si  1  angle .cherehé  est  petite  oikhepotn^ra 
ravoir  avec  précision  par  les  deux  solutions  précédentes.  Mais 
puisque  (1077),  a  sin.^fAfi  siii.A  shi.Bs=**-^cos*(A-|-B)  — 
cos.C  =  1  ~  acos.'i(AH-B)  —  1  4-  asin.'iC,  (l.aZ%  22^), 
il  s'ensnit  que 

sin.  i  C  =  i/(cps.'  i  A  +  B  4.  sîû  A  sin.  B  »in/  i  AB)  j 
ou ,  ce  qui  est  plus  commode  pour  le  calcul , 

sin.iC;^eos.i(AH>-B)|^(i+     coa.>UA-<^B)    /- 

on  enfin  (440  >  pour  n'avoir  à  employer  que  les  seules  tablts  tri^ 
^ronomé^iques  en  logarithmes  , 

'  ^^         COS.  a 
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fi  gjj  .  U  h?j  apoiot  dé  forhiiile  analogae  à  celles  de  Neper  pour  résoQctre 
immédiatement  ce  problème;  mais  si  on  veut  .faire  tisage  de  ses 
fecira^Res ,  ,9prH  «^pii:  trouvé^  par  les  solutioas  (1108  ou  iii5)  im 
des  côtés  inconnus^  oa  aura  recours  à  la  suivante  pour  avoir  le 

iiao.  Connaissant  deux  calés  et  V angle  opposé  èi  V un  d'eux, 
tromper  V  angle  opposé  àV  autre  cdié  donné,  {On  n*a  qu'une  solu- 
tipfi  iï?  ice  prp^lc^me ,  et  de  "chacun  de^  cinq  qui  le  suivent  :  à  ces 
six  problèmes  appartiennent  les  ca6  doufôux).^  >    : 

Soient  AB>  A£  >  B  les  données  :  C  sera  i'angle  cherché  j  et  on 
aura  (io5o) , 

é       ^  8În.  AB  sin.  B 

Sin.   1^    2S=    : T7<^^* 

...  W-AC 

I  ipi .  Ou  dépaontre,  de  la  même  manière  que  pour  les  ca$  douteux 
çpirs)a  Trigonométrie  rectiligne  (SGa)  ,  que  cet  angle  C  peut  ^ voir 
deux  valeurs,  aoht  l'une  est  supplément  de  l'autre,  et  qu'il  en 
est  ainsi  de  toutes  les  autres  parties  inconnues  du  triangle.  Pour 
les  triangles  sphériques,  llncertitude  est  détruite,  dans  la  plnpart 
ded'cas>  pdf  les  règles  suivantes ,  qui  se  déduisent,  ai^yéuieut  des 
deux  propriétés  dem<Mitrées  (ioo5^  1096,  4'')* 

<   liM,  I.  lu  angle  opposé*  au  plus  petit  côté  est  aigu  y  si  la 
somme  des  côtés  dbnhés  est  moindre  que  de  i8o*. 
IL  ,V angle  opposé  au  plus  grand  côté  est  obtus  y  si  la  ^omnie 

des  côtés  donnés  excède  i8q% 

•  .... 

II  est  clair  que  c&  règle&  ein)irassefit  la  moitié  des  cas  possibles. 
Mais  déplus,  .  ,  .. 

III.  Quand  la  somme  des  côtés  donnés  =  i8o*,  demémc  la 
somme  des  angles  opposés ^=i,i^'^* 

L'incertitude  disparaît  dpnc,  comme  je  l'ai  ait, *dans  la  plu*, 
part  des  cas.  • 

Mais  quand  on  ne  peut  déterminer  par  ces  trois  règles  Tespèc» 
de  l'angle  cherché,  elle  è%i  douteuse. 

î  1  a5.  Si  au  lieu  de  connaître  un  angle ,  on  connaissait  la  somme 
ou  la  différence  des  angles  opposés  aux  côtés  donnés,  la  valeur  de 
chacun  de  ces  wgles  se  trouverait  pat  Tanalogîe  (P)  >  (iog^). 

iia4.  Connaissant  deux  côtés  et  V angle  opposé  à  l'un  d'eux  ^ 
irouver  V angle  compris  par  ces  dçu»  cdté9. 
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Soient  AB,  AC;.B  les  données;  A  sera  I*angle  cherché.  Ea 
abaissant  de  cet  angle  la  perpendiculaire  AD ,  oa  aura 

:i\  cot.  CAD  ==  çps.^^B  tang.  B^  (VL  5*); 

'      3\  COS.  CAD  =  C08.BAD  x  ?^%  (io5&)i 

Z\  BAD  ±  CAD  =  A. 

'      «... 

Le  signe- <-f-  a.  lieu  quaj?d  la  perpendiculaire  toml^ie  çn  dedans; 
Je  signé  -<«-^x]uand  elle  toâibe  en  dehors.  Et  par  conféquenl  (io63, 
io6é^  )  'on , prendra  la  somme  des  segmens  de .  Pangle  chercfié  ^ 
lorsque  les  deuoQ  autres  angles  seront  de  m^me  [espèce  eptreeux} 
la  diffiérenoe  p  lorsque  ces  deux  angles  seront  d'espèce , différente 
entre  eux*  D*oii  l'on  voit  que  \e  cas  de  ce  problème  e^  douteux 
toutes  les  fois  que  le  cas  du  problème  précédent  i*est  aussi.. 

ii!i5.  La  Caille  prescrit  de  prendre  la  sommç  des  segmens, 
lorsque  les  côtés  donnés ^sontfde  tnèdie  espèce  entre  eux.  L'au- 
torité  d*un  tel  homme  a  engagé  d'autres  Auteurs  à  adopter  cette 
règle  sans  examen;  Il  s'ensuivrait  qui?  quand  la  perpendiculaire 
tombe  en  dehors,  c'e8t-à-.dire  quand  les  angles  sur  la  base  sont 
d'espèce  différente  (1064)  >  les  côtés  qui  leur  sont  opposés  seraient 
nécessairement  aussi  d'espèce  différente*^  ce  (jui  n^est  pas,  conf)iii9 
on  peut  le  démontrer  de  mille  manières  :  et  si  cela  était  ^  il  no 
resterait  plus  de  cas  douteux.  -     .     -   .  ^ 

1  ï!î6.  Connaissant  dçux.  côtés  et  Pangle  opposé  à^  Pjj^n  d^eux^ 
déterminer  le  troisième  côté. 

Soient  AB,  ACi  B  les  données:  abaissons  1  sur.  le  c^té  cherché 
BC>  la  peipendicnlaire  AD.*,  nous  aurons         .  -,  '  i  '   : 

I".  tang.BD  s=i  taûg.  AB  jcos.B»  (VI.  af)j 

a«.  C08.CD  =  COS.51)  X  ^£j^,  (io54)î';  • 

5*.  BDrfc  CD  =  BC  / 

On  prendra  ou  la  somme  ou  la  différence  dès  segmens  <ïq  Ja  base  ^ 
suivant  les  règles  que  nous  avons  données  (iia4^.pom'ief  t^egment 
de  Tangle  vertical,  .... 

On  a  encore  prescrit^  dans  ce  cas»  de  prendre  la' ^omme,  quand 
les  deux  côtés  donnés  sont  de  même  espèce  ^  d'où  il' suivrait  que 
quand  deux  côtés  sont  de  même  espèce ,  la  perpendiculaire  sur  le 

'   4i. 
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jTig.fo.  troisième  côté  tombe  toujours  en  dedans  du  iriàDglej  ce  qui  ue 
mérite  pis  mêteè  d'être  réfuté.  : 

1137.  Si  le  «inuj  ou-ctoslnué  tiotivé  âsLUttViin  des  trois  précédens 
problèraea^,  était  d*une  telle  grandir  qu'on  jw,  pût  avoir  Tare  avec 
la  précision  désirée ,  on  aurait  recours  à  un  autre  de  ces  trois  pro- 
blèmes^ dans  lequel  le  sinus  où  le  cosinus  se  trouvât  moins  grand; 
et  alors;  ùoïm$,hiani  qtmte  parties  du  trUngldy  on  varierait  les 
àonîfèei,  pouf  tfeûver  }a  partie  cheroliée  par  lie  aïoyen  de  quel- 
qtr^Ëm  des  prôbTènMs  qui  jK'éeèdentr  les  tro^  deritier$.  Cette  re« 
léarque  doit  a^éis^  «'appUqûM  anx  itoiê  suivans, 

1 129.  Coriààisèdfit' âélix  angles  àt  le  crStê  opposé  à  Vun  (teux, 
irôuuer  le  côié  opposé  à  l^autrç  angle  connu. 

Soient  B^  C,  AC  Ie$  données  :  AB  sera  le  côté  cherché,  et 
Ton  aura  (fo5a). 

sia.  AB  z=t  gin.  AC  x  -r-«. 

1  YtkQ.  1.  lie  cété  opposé  au  plus  petit  angle  est  <  90*^  si  la 
somrfte  dei  angles  dùfifté's  est  <  tboi". 

XU  Là  côté  apposé  du  pTus  grand  atigU^  est  ^  90* ,  si  la  somme 
*iàhs  ariâtes  donnés  est  >  t8o*. 

'Un  Si  là  somme  des  angles  donnés  z:si  tSo*,  dé  mérne  alors 
la  somme  des  côtés  opposés  =:  i8o^. 

^  1 1 5o.  Sf  <5és règles,  qui rfér^ent ditfs prtypriétés (  1  ôo5 ;  1  ogS ,  4*) f 
ou  si  les,  notions  qu'on  aura  d'ailleurs ,  ne  suflSsi?nt  pas  pour  qù*on 
puisse  dîstîetoer  l'espèce  duf  côté  cherché  dans-  ce  pnoWèmc,  il  n'y 
aura  de  même  aucun  if]t);^eti  d^e  déterhaineir  Pespèce  pour  les  autres 
parties  incoanuesdu  triangle^  qiii  sont  ifobjeV  des  deux  problèmes  qui 
suivent.  Re^omontanus,  qui  a  bien  connu  Tambiguité  des  trois 
problèmes  précédens,  a  donné  celui-ci  et  les  deux  suivans,  comme 
déterminés  dans  tous  les  cas(^^  TrianguHs,  Lib.  4*  prop^  29  et  Sa). 
«21  68i>dcniie  i' propes- db  iaire  V6ir  qu^i^  ne  le  sont  pas. 

Fig  .54.  "Fenif  c«t- éflStS'  stfifehf  dbniïés  Ifc'  dfté»  KN'  eB  les  toglès  NAK  et 
^ANK,  en  supposant  KN  oblique  sur  AN-,  toutes  lés  fois  qu'un  arc 
Kl  ^'ÎK5ï  pbtStra  rôinftter  de  l^atigfe  inconnu  R  sur  le  côfé  opposé, 
il  est'  ciàitqbe  ces'  problèmes  seront  douteux,  et  qu'on  ne  pourra 
dist'ernét  parla  ïri  gourmet  rie  si  Iw  doxïnéw  appartieatieiit  au 
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triangle  ANK,  ou  bien  au  triangle 'BLK|  puisque^A^fB;,  (977)» 
que  KN  s=  KL  par  la  supposition  >  jet  que  ANK  ;:;?  BLk|  (iop;2)« 

ii5i.  Si  au  lieu  de  contiaître  un  ciè'té^  on  connaissait  laiBommi^^ 
ou  la  différence  des  côtés  opposés  aux  aogleé  donnés,  1^  valeur, 
de  chacun  de  ces  côtés  se  trouverait  pafr  ;rattalogie  (F) ,  (ipga)«. . 

1 133.  Connaissant  deux  qnglef  et  le^cè^ê  opppjé  à  Piin  d'bùoi  / 
irout^er  le  côté  compris .  entré  teufs.' ^ofhMçts.'  *  ^  '  '  '     '•      .  ^ 

Soient  les  donqées^  6^  C^  i^Ç;.9]baissQns,Ia(perpenaiGulaire  AD  Fis  69. 

sur  le  côté  cherché  BC  \  et  nous,  suçons 

■  ■"  "        •'  *<■•'  •»,*.         ,  ' 

,       i\  U»ç.  CD  ?=x  taa^.  AÇ  cp«,  Ç,  (VI.  a*)f  ; 
2».  an.  BD    »  «i^,  CD  x  ^^>  (io$5>p 

5vCD  cfc  BD  =î  BC,  '*''' 

iiS5.  L'espeea  de  BD  ost  toxi)QAPi  dointeus^,  lorsque  d^ms  le' 
problème  pfécédeat  eeik  de  AB  Mt  clou(eii9C^4  M^iis  pi  Toiv  coiipaît 
l'espèce  de  AB,  on  détenniae  celle  de.BD  p4r  T^v^jpg^e  (io54)f, 
cos,  AG  :  COS.  CD  ::  cas.  AB  :  cos.  BD  ^  <)ui  Ibuenit»  la  r^gl<e  tui- 
vante  :  Selon  que^  le9.*éétés  oftpasés  Mm  an^ef  jdçfm^;^  .^onf  j 
entre  eux ,  de  même  ou  de  d^érente  e^p^e  >  îe^  fiegmsns ,  di^ 
côté  cherché  sonty  e^Ure  eu^,  de  même  ou.  de  d^ér^t^  esp^çe^ 

Dans  la  troisième  équation  ;  on  preiïéra  toujours  la  sûmnm  f  ] 
quand  les  angks  donnés  ser04l  4e  iBiâai^vW«^^V  K'^IP^5^^f  9 
dans  le  cas  contraire^  .v^  «  . 


*        K 


é       *kk<.    (% 


I  iS4«  Cûnnaissani  deuœ  angiâs^etlteôté^ opposé  à  Ikm  dieua^ 
troui^er  le  troisième  angle.  .'^  ^  ^  ♦  '      •''•'»  >  -»  :    ::••  :i 

Soient  les  doijnées  B,  Ç ,  AC;  A.  est  i^iiglé  tAéhcWy'et^FOii  a' 
x\  cot,  CAD  RF  cpi' ÀÇ; Wg.  Ç »  (VI.  5«.)I  ^ '  '  '   ■ 
-a^.  sin.  BAD  a=^sin.  CAO  X.gt^>i(»ô5H  i  > 
!h;  CAD  =t  »AD  ±11  :  A;  "  -:  :  '  <'    'J'^ul^  ~  r  '  \  ! 


1 1^55. l^>ui«v«u  que  l*on  conqaâss» l'Mpèc&dé  ABr>: ^^ i >sg) ^  «a (l^t 
terminera  celle  de  BAI>f af  l'&^alpgie  (w56)  ^  t^aç^,  A^  :  tan^.ALQ 
::  cos.CAD  :  cos.BAD.  D^  reste ,  la  règle  du  problème'  ^récé* 
dent  f  relative  aux  segnpiens  de.  t^  ba9e'>  «'applique  d<|>  ïaè0ç  raxuç 
Mgmen»  4ai  Vanglç  Tvrtiç^U  .     r    , 


5^4  C«À*.  XVIÎI.  R^SOLITTION 

Il 56^  J^aî  réuni  daW  la  tablé  VII  toutes  les  solutions  anaty^ 
itque^  /  aîn^i  appeiêés'i  parce  qu-eUes  contiennent  dans  une  seule 
équaticHiflaivialîiir  e0Wiplète\4*unç. ligne  trigonométrique  apparte- 
nant à  <jûelqu*»né>  de^  parties  d'un  ^iai^gle  sphérique;  laquelle, 
valeur  pe)it  ^ej8ul>$tîtupj:iparcoii?équeiA  dans  les  opérations  analj- 
tique^-,  Ç:t  conciuirp  aîn$i  à  dçs  résultats  très-uliies.  Les, formules 
5%  7%  9%  12%  iè^;p%[2^%;^^^^^^^  ^9/  ?^''  5?*  sont  démontrées 
^ux  artidesxiao,  lOTO,  li^^'^  iiiÔ^  io84>  iôB^,  1128,  V096, 
loyS,  iio4>  iio5.^]!)e  ces  foriÀiiles  sont  tirées  toutes  les  autres 
de  la  table,  par  de  simples 'diaD^émens  de  lettres  (io66\ 

iiSy.  Là  tablé  IH  est  beauèôap  plus  étendue  :  on'  auibait  pu  de 
même  augnjentèclja. table  Vil,  to  j  insérant  jpsqu'à  dix  valeurs 
de  chaque  ligne  tri goiîomé brique;  mais  ces  valeurs  sont^  pour  la 
plupart,  trop  compliquées.  Il  sera  facile,  au  surplus, ^de  les  former 
au  besoin.  Par  exeibplô ',  oûtiic^  ieoideui^  valeurs  de  sin.  A  due  donne 
Jatàblé^VIF,  quatre  atttti^  se  trouvent  en  prenaiit  dans  ceite  même 
tiEtbfe  fes  deù!é  vàlisurs;  de  cds^  A  et  les  imbstituant  daus  la  formule 
^;^S*)y' ëf  léS'deuk  ^v^edrsde  tan^^.  A  et  les  substituant  dans 
lB'&Vftiùlé(L'5*).  IiJiiMtqlialiedeitiières  Valeurs  de  sin.  A  demandent 
lîh^pèti'l^}^ 'dé ^ar ail',. parée «quHl.fant  les» tiret  des  solutions. tri-. 
goiiô'thëti4qùes  des  €as^<k)Utéax  (ii?4>  il54)«  Nous  nous  cbnten* 
teronsde  ceckeco^ier!  l'iwe,  dq  <h^  yaieurs* 

ris. 6a.  '  îïSfl.  'è\iMûisiàitt \âbuàt  angles B,Ciietun vèté opposé  AC ,  on 
demande  ^expression  analytique  du  sinus  du  troisième  angle  Ar 

Cwtife  ea^^é;  U  M^i^til9it{i*f^é)>e4fp^  l^Siff^^i  çommepçsMit  par  la 
troisième  équation,  et  supposant  de  même  espèce  (7062)  les  angles 
dPD9i$s>jnoiMr  auro^ ;sin./[A  =»sin,J[CAp  •+•  BADJ|  =  sin.  CAD 
COS.  BAD  ^  COS.  CAD.  sin.  BAJ).  Eliminons  BAD  par  le  mojen 
de  la  deuxième  éqxiaiion  (ii54)  ;  eh  observant  que  cos.  BAD 
=  |/(  I  ♦^'si«i*BAD)„4i0W  :auypiiS:  sie.  A  ==  sin*  CAD  x 

I^^MMe.  fi.séikikiaii/  CA.D  p«rl«  aw^tn  de  la  preanère  é^ation 
^' ••  /1^?  '  > ®^  pbsérvi^àt  ï> jUear»  q«e  «n-  CAD  '=  y^^  4:  c'ot.'CAb).» 
(I.  4')Keb  (pie  «ofc  ÇAd'pb  ^(,!^*",^t^AÏ))  '  CI-  ao') ,  équation, 
dan$  lesquelles  on  mettra,  au  Ùeu  de  éotrCAD,  s»  valeur  peu» 


k 
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(il 54),  et  qui  donnent,  après  cette  substitution,  une  valeur  de 
sin.  CAD,  et  une  valeur  de  cos.  CAD,  qu'on  substituera  l'une 
et  l'autre  dans  l'équation  précédente.  On  aura  alors  sin»  A  = 
l w  I  yfj S2îî!Ë__\  a.  ^^^'^ 

|/(i  +tang.*C  coa.'AC)    '^   K       \  cos.'C+bin.^C  co«.*ACy  "^  cos.  C 

tans. G  COS.  AC         ■  ^^  1  .         • 

X  t/(i-f.taD6.'Cco«.'AC)  ^  t/(  1  + tang.'C cos/AC)  »  "pression  cher- 
cbée ,  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  simplifier.  Écrivons  partout  ^^^\1 

COS.  vj 

au  lieu  de  tang/C,  i  — sin/AC  au  lieu  de  cos.*AC,  puis  i  au 
lieu  de  cos. *C  +  sin.'C,  et  sin.^B  au  lieu  de  x  — «cos.'B,  et 
nous  aurons  enfin 

.    ^___  C08.  C  V/(sin.*B  —  sin.'C  sin.^AC)  +  sin.  C  cos.  B  cos.  AC 

1  —  sm.^C  «in.^AG 

En  changeant  C  en  B  et  B  en  C,  on  a  aussitôt  l'etpression  dé 
sin.  A  pour  le  cas  où  les  données  sont  B,  C,  AB. 

En  traitant  de  même  la  solution  (1124)  /  en  trouvera  les  deux 
dernières  des  dix  valeurs  de  sin.  A. 

Si  on  veut  transférer  aux  triangles  rectilignes  la  formule  que 
nous  venons  de  trouver,  il  faut  faire  alors  sin/AG  =  o;  car  on  a 
sin.*AC  =  X  — r  cos.*AC  ==  i  '—  i ,  (i02i).  Il  en  est  de  même  de 
sin.*  j  AB  et  de  sin.  |  AB,  dans  les  formules  (i  i  rg)  :  et  en  général,  si 
dans  ime  foi^mule  sphéHque  il  ne  se  trouve  qu'un  seul  des  côtés , 
il  faut  faire  son  sinus  ;=  o,  ainsi  que  sa  tangente;  ce  qui  est  con- 
forme (I.  3%  53*)  à  la  règle  (lo^i)  de  faire  le  cosinus  =  x, 

1x39.  En  terminant  ce  qui  concerne  la  table  YII,  je  ne  puis 
omettre  la  solution  d'un  problème  analjtique  assez  curieux^  et  que 
je  crois  nouveau. 

Trouver  deux  expressions  égales  et  semblables ,  dont  Vunc 
comprenne  trois  parties  d'un  triangle  sphérique  %  et  Vautre  les 
trois  autres  parties.  ' 

Puisque  (VIL  xo*)  cos.  B  =  cos.  AC  sin.  A  sin.  C  — -  cos.  A 
COS.  C ,  on  a  cos.  AC  cos.  B  ss'cos.'AC  sin.  A  sin.  C  —  cos.'A 
CQS.  C  cos.  AC.  Donc  (I.  18*),  cos.  AC  cos.  B-f*^iD**ACsin.A 
sin.  C  =  sin.  A  sin.  C  — *  cos.  A  cos.  C  cos.  AC.  Le  second  terme 
du  premier  membre ,  avec  les  valeurs  (  VII.  a* ,  5*  ) ,  devient 
sin.  AB  sin.  BC  sin.*B,  ou  sin.  AB  sin.  BC  —  sin.  AB  sin.  BC 
coSt^'B»  Le  premier  ferme  du  même  membre,  avec  la  valeuc^ 
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Fig.ca.  (VIL  28^),  devient  sin.  AB  sio.BC  co«.*B  +  cos.  AB  cos.BC 
C08*  B.  £a  sommant  les  deux  termes ,  et  les  mettant  en  équation 
avec  le  second  membre ,  je  parviens  à  la  solution  qui  suit  : 

sia.ABsin.BC-f<:os.AB  cos.BC  cos.B=sip.  A  sin.C — cos.Acos.Ccos.AC. 

Cette  formule  me  sera  très-utile  dans  le  problème  des  aberrations 
(i5S5). 

^  1140.  La  table  VITI  renferme  les  solutiops  trigonomàiriçues , 

que  je  nomme  ainsi  ^  parce  que  ce  sont  If  s  plus  usitées  dans  le 
calcul  numérique ,  et  que  ce  sont  celles  que  donnent  tous  les 
Auteurs  de  Trigonométrie.  Cette  table  est  disposée  de  manière  à 
dispenser  le  Calculateur  d'application  et  d'étude  dans  quelque  cas 
que  ce  soit  ^  même  de  faire  une  figujre,  et  de  savoir  la  situation  de 
la  perpendiculaire.  1|  suffit  qu-on  se  rappelle  que  le  cosinus ,  la 
tangente  et  la  cotangente  de  Tare  >  90*  et  <  i8o'  sont  négatifs* 
J'ai  exposé  (1062)  la  règle  fondamentale  d*après  laquelle  sont 
construites  toutes  mes  solutions.  Si  on  a  la  curiosité  de  savoir  de 
quel  côté  tombe  la  perpendiculaire  ^  elle  est  en  dehors  du  triangle 
toutes  les  fois  que  Ton  a  ou  la  base  moindre  que  son  premier  seg^* 
ment  p  ou  Tangle  vertical  moindre  que  son  premier  segment* 

ii4i«  J'ai  ras39WbJ^  dans  la  table  IX  les  solutions  de  Neper^ 
pour  lesquelles  le  Calcylateur  n'aura  de  même  besoin  d'attention 
que  relativement  aw  signes  (yS).  On  observera  que  dans  le  ca^s 
où  l'ontrpi^ve  Iç  pluaj  gran^  segment  >  180%  lays^ew  qu'on  obtient 
^  pour  les  segmens  j  en  se  conformant  aux  règles  des  signes,  est  alors 
relative  non  à  la  perpendiculaire  qui  tombe  en  dedans  du  triangle, 
mais  au  supplément  de  cette  perpendiculaire. 

L'arç  a  représente  la  sojmme  des  $eçm,?ns  quand  la  perpendi- 
culaire (son  supplément  dans  I9  cas  ci-dessus)  tombe  çn  dçbors^ 
leur  différence,  quand  elle  tombe  en  dedans. 

Du  Triangle  isoscèle^ 

I  i4a.  Si  le  tciaiiglc  est.  Mpscèle  ^^  ùj;\  \a  ^iyï^  en  4eux  triangles 
égaux  çJt  yeçtaj;igles ,  p^  le  ropyei^  d*vfx.  arc  perpendiculaire  qui 
p^rts^e  en  dçux  parties^  égides  et  la  b^se  et  Tanglç  vertical;,  coinipe 
on  pçut  Iç  conclure  dça,  çnajo^ies  (i954#  l^^}%  lesquelles  ije  sont 
wsigB^antefiLque  dans  le  seul  ç«s  de  deui  twgles  <J^oiU  («oi:») ,  parce 
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qu'alors  le  triangle  peut  se  partager  par  des  arcs  perpendiculaires, 
en  autant  de  triangles  inégaux  qu'on  le  Tondrait.  On  a  par  la 
table  yi>  les  analogies  suivantes  qui  résolvent  tous  les  autres  cas. 

I*.  Le  sinus  d'un  côté  est  au  sinus  de  la  demi-^o^^  comme  le 
rajon  au  sinus  du  àemï-angle  verticaL 

n"".  La  tangente  d'un  côté  est  à  la  tangente  de  la  àenùrbasc  ^ 
comme  le  rajon  au  cosinus  à^un  angle  sur  la  base. 

S"".  Le  cosinus  d'un  côté  est  à  la  cotangente  dû  demi-angle  ver^ 
tical,  comme  le  rayon  à  la  tangente  d'un  angle  sur  la  base* 

4''«  Le  cosinus  de  la  demi-^a^^  est  au  cbsînus  du  Aersûranglc 
vertical ,  conune  le  rajon  au  sinus  à^Un  angle  iur  la  base. 

De  la  mesure  de  la  surface  du  Triangle  sphérique. 

1 143.  Pour  trouver  la  surface  d'un  triangle  sphérique  quelconque  iig.G& 
ABG^  prolongez  un  de  ses  côtés,  par  exemple  BC»  en  décrivant 
le  cercle  entier  BC£FB  >  qui  représentera  la  moitié  d'une  sphère 
(g64)«  Prolongez  aussi  les  deux  côtés  AB,  AC,  d'une  part  jusqu'à 
)a  rencontre  du  cercle  décrit  y  et  de  l'autre  jusqu'à  ce  qu'ils  con- 
courent ensemble  en  un  point  D.  Il  est  évident  par  cette  construc- 
tion ,  ea  vertu  de  laquelle  BAE  =  i8o^  =  CAF  =  ABD  =  ACD 
s  CBF  as  BFE,  (^)>  que  le  triangle  AEF,  plaidé  sur  l'hémis* 
phère  antérieut^est  égal  (998)- au  triangle  BCD  décrit  sur  l'hémis- 
phère  opposé.  Appelons  m  la  surface  de  chacun  de  ces  deux  trian* 
gles,  X  la  surface  cherchée  du  triangle  ABC»  n  et  p  les  surfaces 
des  triangles  CAS ,  BAF.  On  sait  d'ailleurs  que  la  surface  de  la 
sphère  est  égale  à  la  circonférence  d'un  grand  cercle,  multipliée 
par  le  diamètre.  Mettant  donc  ^R  X  ^^"^  ^^  lieu  de  la  surface 
de  la  sphère  dans  la  proportion  (1007)  »  nous  aurons  le  fuseau 
ABDCAyOu  jc-f-OT,  ;=sâA  X  Rj  le  fuseau  BAECB^  oua:  +  7ï, 
asaB  X  R}  et  le  fiiseau  CBFAC,  ou  x-^p^  sraC  x  R;  de 
sorte  qu'en  additionnant  les  trois  équati(His  »  on  a  3a;+77}  +  7s 
^p  ==;  (A  +  B  -f-  C)  X  aR.  Mais  il  est  clair ^  par  la  figure^  que 
la  moitié  de  la  surface  de  la  sphère»  ou  3R  x  180**,  ==a;+/n 
4-  /?  +  ;?.  Dotic  ao:  +  2IV  X  i8o*  =  ( A  +  B  +  C)  aR  j  et  par 
conséquent 

a:  =  (A  +  B  +  C  —  i8o«)  x  R. 

Donc  la  surface  d^uh  triangle  sphérique  se  trowe  en  retranchant 
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Fig.a>.  ï^^*  ^^  ^^  somme  des  trois  angles ,  et  multipliant  le  reste  par 
le  rayon  de  la  sphère. 

Cette  solution  ,  extrêmement  simple ,  est  tirée  de  Wallîs.  Le 
résultat  fait  voir  que  l'aire  d'un  iriangle  sphérique  est  proportion* 
nelle  à  l'excès  des  angles  sur  i8o'. 

ii44«  Il  faut  observer ,  pour  le  calcul  de  cette  é  |uatîon,  que  les 
deux  facteurs  du  second  membre  doivent  être  des  quanfités  de 
mê;ne  espèce.  Soit  (  A  +  B  -|-  C  —  i8o')  =  D-,  si  on  veut  en 
degrés  ou  minutes^  etc.  la  surface  cherchée,  on  emploiera  D  en 
degrés  ou  minutes  ;i  et,  pour  le  rajon  ,  R*  ou  R',  etc.  (63i).  Si  Ion 
veut  la  surface  en  pouces  ou  pieds,  etc. ,  on  prendra  R  en  pouces  ou 
pieds,  etc.,  et  on  réduira  D  en  pouces  ou  pieds  par  la  proportion  R* 
ou  R'  :  D*  ou  D'  :;  R  en  pouces  ou  pieds  :  D  en  poucc's  ou  pieds. 

1145.  Si  on  voulait  déterminer  mécaniquement  une  surface 
plane  égale  à  celle  d'un  triangle  sphérique  donné,  on  s*y  pren- 
drait comme  il  suit.  Du  rajon  de  la  sphère  à  laquelle  appartient 
le  triangle ,  on  décrira  un  cercle  ;  on  marquera  sur  la  circonfé-* 
rence  de  ce  cercle  un  arc  égal  à  la  somme  des  trois  angles  du  triangle 
donné.  Des  extrémités  de  cet  arc  on  mènera  deihc  diamètres,  il  ea 
naîtra  quatre  secteurs ,  de  deux  desquels ,  opposés  et  égaux  ,  Vairà 
sera  égale  à  Taire  sphérique  proposée.  Cette  construction  ,  qui  est 
due  à  de  Gua  (^Mém.  de  FAcadém.  des  Se,  Paris,  1783),  m'a 
paru  digne  d'être  répétée  et  répandue,  tant  pour  sa  singulière  sim* 
plicité,  qu'à  cause  de  Tusage  dont  elle  peut  être  pour  la  description 
des  planisphères.  J'j  ajouterai  seulement  deux  règles.  La  surface 
cherchée  est  égale  aux  deux  moindres  secteurs,  lorsque  la  somme 
des  trois  angles  n'excède  pas  2jo*  ;  et  aux  deux  plus  grands ,  si 
cette  somme  est  entre  ayo*  et  36o^.  Si  elle  passe  cette  dernière 
limite ,  alors  il  faut  décrire  deux  cercles,  dans  chacun  desquels 
on  coupera  une  partie  de  circonférence  égale  k  la  demi-somme 
des  angles,  et  opérant  comme  je  viens  de  le  dire  pour  la  somma 
entière ,  on  aura  l'aire  sphérique  partagée  en  quatre  secteurs  égaux. 

1146.  Étant  donnée  les  trois  c$tés  çturp  triangle  sphériquç  ^ 
trouver  la  somme  des  angles. 

Puisqu'il  est  nécessaire,  pour  déterminer  Taire  d^un  triangle 
sph^ri(|ae^  de  comx^tre  I4  somme  de»  angles ,  le  problème  proposé 
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devient  utile^   quand  on  cherche  Paire ,  et  qu'au  lieu  des  angles 
on  connaît  les  trois  côtés. 

Soit  ^  la  demî-sorame  des  côtés  a,  b,  c,  opposés  aux  angles Fîg. 67. 
A,  B,  C.  Puisque  cos.  i(A4-B4-C)  =  cos. i (A -f- B)  cos.  i  C 
—  sin,  ~  (A  -f-  B)  sin.  1  C  =  (cos.  \  A  cos.  ^  B  —  sin.  {  A  sin.  |  B) 
cosi  i  G  —  (sin.  l  A  cos.  j  B  +  cos.  i  A  sin.  ^B)  sin.  j  C;  si  on  écrit 
dans  le  dernier  membre  les  valeurs  (VIII.  ii*)  de  sin.  |  A,  dé 
COS.  I  A^  et  les  valeurs  analogues  de  sin.  j  B^  cos.  i  B  / sin.  ^  C  ^ 

cos.  1  C,  on  aura  cos.  |  (A  +  B  +  C)  =  (^iy^^^-^""(/-g) 

^  ^  \l<  8in.  b  sm.  c 

I     y^sîn  .ss\n,(s —  b)      m    y^gin.(f— fe)sm.(j— c)|     Xm  .(s  —  a)  sin .  (s — c)\ 
f/^' •     'sin.asin. c  |/^  sin.frain. c         \r  sin.  a  sin.  c         / 

I    >^"o--^»'°'('y^"0        /i     /sîn.(j-^&)8in.(j — c)  g    ^gjn.j sin.  (J— i)    ^ 
|/^         sin.  a  sin.  b  \  |/^  sin.  b  sin.  9  p^         fltn.  a  sin.  c     *^ 

I    v^^^P'^^JP-  (■^— "Q)  t    y^sin. (j«^ g)  sin.  (j  —  c)  \  g     >^sîn.(j^a)8in.  (5— i) 

^^     .    sin.  b  sin.  c     l/^  sin.  a  sin.  c  /  |X^  ain.  a  sin.  6 

>  .... 

^/sin.  5  8În.(5  — à)  sin.  (5^ft)  sin.  (j  — c)  z"  .  .      ,  . 

s=5  '■  . r— r — .  (  sin.  S  — ~  sm.  (  s  —  c  1  — • 

sin.  a  sin.  0  sin.  c  v  .  ^  .    ^ 

$în.(^  —  i)  —  sin.  (J  —  «))•  Mais  (lï.  a5%  ig»),  sin.i  — 
sin.  (^  — •  c)  =  a  sin.  |  c  cos.  (^  —  \c)^=±^  sin.  f  c  cos.  5  (a  +  ^)  j 
et  sin.  (^  —  ii)  +  sin.  (^  —  a)  =  a  sin.  ^^—1(^4-  A)^  cos^  (a<yyb) 
S5=  4  sin.  l  c  COS.  ji(aLo  b).  Donc  sin.  ^  —  sin.  (s  —  c)  —  sin. {5— b) 
—  sin.  (^  — .  a)  =  —  asîn.  5  c  (^cos.  î  (a co  i)  —  cos.  \  (a  4-  ^))  = 
—«sin.  le  X  asin.  i  dsin.  f  a,  (II.  ly*)-  Donc  cos.}(A-f-B+Ç) 

4sin. -^a  sin.  î  fr  sin.  rc    y.  ^    .      *  \  i     /         lv«/^         % 

=  "^      «n.aami«n.c       /»">•*><  Hn.(^--a)»in,(*-è)Hn.(*-c)i 

Or  «iB«  a  =3  a  sin.  |.  a  cos.  la}  sin.  b  et  ûa.c  se  transforment  de 
même.  Donc  enfin    .     ^. 

'cos.  If  A  +  B  4-  C  )  as  —  y"  "^^  •"  "°-  ^^  "•  "^  ''"•  (f  "  *^  "°-  ^^  "•''^ï 

^  '        ^  ..il  COS. ^ a  coi; ^À  COS.  £€      -    •        r 

De  Gua  (/oc.  c/f.)  parvient  à  une  autre  formule  qui.  contient 
la  valeur  de  la  tangente  de  la  demi-somme  des  angles.  Cette  for- 
mule est  bien  moins  commode  à  calculer,  ayant  pour  nuraérï^teuc 
ï  '+-  cos.  a  -+-  cos.  b  +  cos.  c,  et  pour  dénomlinateur  le  double  ôf 

mon  numérateur. 

■  •♦      ^ 

ii46.  "^  Connaissant  deux  çâtis  et  r  angle,  compris^  déterminer 
faire  d*un  triangle  sphérique. 
Soient  donnés  les  côtés  bfO,  et  Tangle  Aj  et  soit  x  I^aire  cber# 

4a 
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Fîg.67.  chée.  Nous  avons  (i  t45)  >  cot  ^  =  tang.  i(A+B-f.C)=5 

fang.  a  A  +  i  B  +  C)  =  '^,1^,  U^%X^^-  S-'>»«<«<>"»  1» 
râleur  (1094)  d^  ^^"g-  i  (^  +  C)  >  ®'  multiplions  par  cos.  i  (c+ i^) 
les  deux  termes  de  la  fraction  ;  nous  aurons  cot.  -7  = • 

tang.iAro8.i(c+*)-f  cot.iAco8.i(cc/i&)  _^   ^  jj^  j,    ,,.  ^j.  j^  j^,  k 
COS.  i(r  +  6) — cos.i(c4/^A)  V       •      *^J  •  J 

—  ï  fang.  I A  (cot.^c  cot.J  ô —  1)  —  i  cot.  ^A  (cotjC  cot.ii+i) 
-=  —  cot.  f  c  cot.  ^  J  ( i  tan^.  ^  A-f-  ^  cot.  \A)  +  {  tang.  7  A  — 

icot.lA  =  (L  9%  58*)  — î2Lil.£2Lii«,cot.A  = 

cot.  4  c  eo^'  «  ^  "4"  co^'  A 

BIO.  A 

Z7^  /a  détermination  du  Périmètre  et  de  la  Perpendiculaire. 

1147.  Connaissant  les  trois  angles  ^  tromper  le  périmètre. 

Nommant  S  la  de^i^somme  des  angles^  la  fecmule  (1146)  se 
réduiiy-au  moyen  du  triangle  supplémentaire,  à  la  suivante  qui 
donne  sans  difficulté  la  solution  demandée  ; 

«in    ^  fa^Ub^Ur\ V—  cog»  S  cos.  (  S  —  A)  cos.  (8  —  B)  co8.  (S  —  C) 

*^     ^     ^    ''~"  aain.XA8in.iB8in.iG       ' 

1148.  Connaissant  les  trois  côtés,  trout^er  Parc  perpendiculaire 
sur  l'un  çuelconçue  de  ces  côtés. 

ig.fe.     Nous  avons  (VIII.  ii»)  ,  2  situ  i  B  cos,  1  B  s= •. . .  r 

i>V-iin..sin.(.^c)sin,(.-&)8in.(.-c)  3       .j     ^.^^   ^^.^ 

Mn.  a  8in.  c  '    ^  ^ 

ivi.  6«),  8in.  B  =  Ï2i^  =  'i?^.  Donc 

^  8111.  AB  «in.  c 

lin  AT)  - ^  y/aîn.f  .sin.  (j—  c)  sin.  (^ — i)8m.  (^  —  c) 

Chatigeons  le  dénominateur  en  sin.  ^^  ou  en  sin.  c,  et  cette  même 
formule  donnera  respectivement  la  valeur  du  sinus  de  la  perpen* 
diculaire  sur  AC  ou  sur  AB. 

1149.  Connaissant  les  trois  angles^  trouver  la  même  perpenr 
diculaire. 
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mojea  da  triangle  supplémentaire ,  la  formule  ci-dessus  se 
convertit  en  la  suivante ,  qu*on  trouverait  directement  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'emplojer  : 

A  Tx          ûi/ — C08.S  Ç08.  (S  — A)  COS.  (S  — B)  COS.  (S  — C) 
sm.  AD  =:  jjTj; • 

Observez  que  la  perpendiculaire  dans  un  triangle  sphérique  a 
pour  supplément  dans  le  triangle  supplémentaire ,  la  perpendicu- 
laire tombant  du  même  côté,  c'est-à-dire  sur  le  côté  supplémen- 
taire de  Tangle  duquel  est  abaissée  la  perpendiculaire  dans  le  pre- 
mier triangle  }  ce  qui  se  démontre  facilement  par  Téquation  sin.  AD 
=  sin.  AB  sin.  B.  Par  exemple  ^  la  perpendiculaire  qui  de  l'angle  A  Fis-  S5. 
tombe  sur  le  côté  BC^  a  pour  supplément  celle  qui  de  l'angle  F^ 
supplément  de  BC^  tombe  sur  le  côté  D£^  supplément  de  Ar 

Exemples  du  calcul  des  Triangles  cbliquangles. 

it5o«  Exemple  L  Connaissant  la  longitude  et  la  latitude 
géographique  (1009)  de  deux  lieux,  conune  Pétersbourg  et  la 
Conception  ^  ville  du  Chili  ^  on  demande  l'arc  de  la  Terre  sup- 
posée sphérique,  intercepté  entre  ces  deux  villes,  ou,  ce  qui  revient 
au  même ,  leur  distance. 

Longitude  de  Pétersbourg  comptée  du  méridien 
de  Paris  et  à  Vorient 37*  Sg'  5o* 

Longitude  de  la  Conception,  occident  de  Paris j    yS     o     o 

Différence  de  longitude  entre  Pétersbourg  et  la 
Conception loa   Sg  5o 

Latitude  septentrionale  de  Pétersbourg Sg  56     o 

Latitude  méridionale  de  la  Conception 36  4a   55 

Soit  doue  (ioog),  A  le  pôle,  et  Pangle  A   »  loa  Sg   5o  n^s,. 

B  la  Conception ,  et , .  AB=  ia6  4a   5S 

D  Pétersbourg,  et AD=s    &     4     o 

On  cherche  BD }  et  c'est  le  cas  de  la  solutiob  (  YIII.  S^*  J» 
oomoM  AB  la  base,  et  AD  le  oâté  donné,  et  j'ai 


5Sj 
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Fig.  57. 


Jog. —*•  co<i.  A  =  9.55i8i4 
log.  tang.  AD  =  9,763606 

log.  —  tang.  I  seg  =  9, 1 14420 

Donc  I  segrti    = 
Base  = 

Diff.  ou  IJ  seg;  = 


i72<'55'   6" 
126  4^'  53 


45   5a  i3 


log.  COS.  AD  =  9,957^38 

cortip.  log.  —  co8.Iseg.  =  o,oo3647 

log.  COS.  JI  segment  =  9,842787 

log.  —  COS.  BD  =  9,78367a 

Donc  BD  = 


La  distance  chetcbée  est  donc,  à  f rès-péu-près ,  de  7645  milles 
géographiques^  de  60  au  degré. 

.  Ponr  faire  d'autant  plus  prpmptement  ce  calcul,  il  est  à  propos 
de  chercher  et  d'écrire,  imniédiatement  l'un  après  Taiitre,  le  log* 
de  tang.  AD  ,  et  celui  de  cos.  AD  ;  ainsi  que  le  coniplémenf  de  log. 
cos.  1  s^gm.,  immédiatement  après  avoir  ttouvé  la  valeur  de  ce 
segment.  ;  ' 

ii5i.  Exemple  IL  Bésolvons  le  même  problème^  en  prenant 
AD  pour,  la  basé,  AB  pour  le  côté  donné. 


log.  —  COS.  A  ==:  9, 35 181 4 
log.  — -  tang.  AB  =50,1 27591 


log.  tang.  l'segra.  ==9,479205 

•  -,     .  .  _ , 

I  segment.  = 


Base 


i6«46'3o' 
3o     4    o- 


log.  —  COS  AB  =  9, 776578 
compl.  ]og.  COS.  I  segm.  =  o,oi888ô 

log.  COS.  li  segment  :*=  ,9,988208 

*   f       ■  ' 

*  .  '        .     •  :  f  I 

log.>-rcôs.  BD  =^,785672 

Et  c'est  cê  <jue  '  nobs  venons  de 
tcpuY^r.  tpu t-À-rheure. 


Diff.  ou  II  seg..;;?  i3  17  5o 

On  Voit  quelle  est  l'exactitude  'et  la  facilité  de  nos  règles,  qn*on 
pourra  comparer  avec  celles  qi^  donne,  La  Caille  pour  i^  ijxè(nû 
c^9  (  ^lémens  d'Astronomie ,  Traité  préliminaire ,  art»  VI,  pro- 
blême  X).  .  .... 

•        ••••• 

\\S%.  Exemple  IIT.  Retournons  le  problème.  Connaissant  ia 
distance  et  les  latitudes  céo^raphiques^  de  deux^ ,  lie^uqo ,  irouper 
'^^i^&e^ce  de  lejirs  longiiui/es.    '  ,:....,.>     . 

Ce  problème  est  utile  dans  la  navigation,  ipâr  si  ï'pn  sqppqse 
qtfun  Pilote  connaisse- les  longitude  etTàtitude  dû  lieu  d'où  ij  est 
parti,  qu?jl  a,' tenu  compte  <54a)-d«  la  route  pancourue ,. et  qu'il 
a  observé  la  latitude,  (ou  |a>  hauteur  du'  pôle)  piour.k  point  du 
globe  où  il  se  trouve  j  il  ne  lui  reste  plus,  pour  connaître  exacte- 
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ment  la  situation  de  ce  point,  (1009),  qu^à  déterminer,  au  moyen 
de  ces  danriées  ,  le  chemin  qu*il  a  fait  eu  longitude:  et  c'est  Tobjet 
du  problème  que  nous  allons  résoudre* 

Soit  donc  BD  la  route  déjà  f^te,  AB  le  complément  de  la  lati-i 
tude  dujieu  de  départ  B,  AD  le  complément  de  celle  du  point  D 
où  se  trouvé  le  vaisseau,  Connaissant  ces  trois  côtés  du  triangle 
ABD,  o;i  cherche  Tangle  au  pôle ,  A,  qui  est  la  différence  entre 
la  loi  gitude  connue  du  méridien' AB^  et  la  longitude  cherchée  du 
méridien  ÀD. 

J'emploie  pour  résoudre  ce  cas,  la  première  formule  (VIII.  ii*): 
Rappelle  a  le  côté  BD  opposa  à  l'angle  cherché^  b  et  c  les  deux 
autres >  à  volonté;  et  je  suppose 

a  =    57*»  24'  46* 

*  =    4'     9     o 

c  3="   71    5o     o 

somme  '     i5o  3  46 

demi-somme  ou  ^  =:    75  i   55 

s  —  .b  =s    35  52   53 

s  ^^  c  =:      5  Si.  55 

Après  ces  préparation  indiquées,  par  la  formule ,  je  trouve. 

'  I     log;sin.  (j  — 3)|î==!  9.746:^26  •  • 

' 'logi  sîn-<f  —  c)'=  8,789548»  ' 
.   ''  *  c'ompl.  log«sin.^  =  0,181755 

coiQpl.'log.  sîn.  c  =  o,oî5o45 

.-,:.!  somme        8,74o57Q     ,;  .   ' 

demi«j8on^c;  bu  log.  .sin.  ^  A  =  9,570285 

Ce  log.  répond  à  sin.  i5**  54'  o'  j  donc  A  =  27*  8\'j . 

Pour  s'exercer  ^  on  pourra  chercher  le  même  angle  par  la  seconde 
formule  (VIIL  J.ir.)^.  . 

n55.  ExEMPj^B  ly,  Âjant  les  mêmes  données,  cherchons  le 
même  angle  par  la 'solution  (ÎX.  7')"  ' 

Soit  donc  BD  =  37*  24'  46',  AD  ±=:4i«V*  Afesa-yi^Sbl 
Je  ^tnms  Jfoae  ie.  cAté  Api  ^  sïmplement.  câiés  Jes  (kip  aigres  : 
)'ai  i  AD.±=  ao»  54'  W j  t=<AB,  -H;BD  ) ^  54*  ay'raS'j  i ( AB  —  BD^ 
S=  17",  ;}0-37%  DdttC.  ;    >:    .  ■  .  .:i, 
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rig.57.,     «i  log.  tang.  demi-somine  des  côtés  =s  o,i46o35 

log.  tang«  deaû-diflférence  des  côtés  =  g^486530 

log.  cet.  7  base  =  0,4^5532 

log,  tang.;^  a  ^s^  o^o58o85 

Donc  \az=:  ifil"  49^  i^'  I*  Dans  le  calcul  de  la  quatrième  équation 
(IX.  7*)>  je  dois  employer  le  segment  et  le  côté  adjacens  à  l'angle 
cherché  :  or  AD  étant  la  base ,  le  seul  côté  adjacent  à  I*angle 
cherché  est  AB  ;  et  comme  AB  est  plus  grand  que  Pautre  côté  BD, 
|e  dois^  d'après  la  règle  de  la  table ^  relativement  à  ce  cas,  em- 
ployer avec  AB  le  grand  segment.  C'est  donc  de  ce  segment  seul 
que  je  m'occupe^  et  j'ai  :  grand  segment  s=;  ao''  54'  5o'-f-4S*  49'  ^^'i 
;=  69*  a5'  4^'  !•  J'^i  ensuite 

log.  tang.  69'  a  5'  4a'  1  =  0,4^4844 
log.  cot.  yi""  3o'  =  9,5^4530 

log.  COS.  A  =  9,949364 

Donc  A  =  ly""  8'  o',  comme  nous  l'avons  trouvé  dans  l'exemple  IIL 
Si  l'on  veut  refaire  le  calcul  de  cet  exemple  ^  en  prenant  AB  pour 
base ,  on  retrouvera  le  même  log.  pour  ces.  A. 

XI 54.  Exemple  Y.  Ayant  les  mêmes  données  quç  daos  l'exem- 
ple iy>  cherchons  l'angle  D.  Puisqu'il  est>  ainsi  que  A  dans 
l'exemple  précédent  >  adjacent  à  AD  que  nous  avions  pris  et  pre- 
nons encore  pour  la  base,  le  calcul  déjà  fait  de  la  i*  équation 
(IX.  7*)  sera  te  même  dans  cet  exemple-ci.  Le  côté  adjacent  à 
l'angle  cherché  sera  BD  <  AB }  donc  dans  la  4*  équation  (IX.  f) 
il  faut  employer  le  petit  segment.  Or  on  a:  petit  segm.=:  20""  54'  3o' 
—  48**  49'  la'  f  =  —  a8*  i4'  4a^  i.  Et  la  tangente  de  cet  arc  négatif 
sera  négative* 

log.  —  tang.  a8*  1^  fyk"  \  =  9i73oi44 
log.  cot.  S7  ^4  4^      ss  0,116589 

log.  —  COS.  D  =  9,846555 

Et  par  conséquent  D.5=  i54^  36'  47%  5. 

Il 55.  Un  Auteur  très-connu ^  employant  les  mêmes  valeurs 
pourAB,  AD  et  A  >  calcule  cet  angle  D  au  moyen  de  la  formule 
(YII.  17*),  (dans  laquelle  je  suppose  D  au  lieu  ^e  C)i  et  le 
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donne  de  4^''  oH'  i4'^  c'est-à-dire  aigiu  II  n*a  pas  fait  attention 
que  COS.  AD  cos.  A  est  >  sln*  AD  cot.  AB  ^  et  qne  la  quantité 
négative  létant  la  pins  grande  dans  le  d^nominatenr^  tang«  î)  eftt 
nécessairement  aussi  une  quantité  négative.  Cette  méprise  ne  mé^* 
riterait  pas  d'être  relevée^  si  le  même  auteur  n'annonçait  pas^  avant 
de  donner  le  calcul  du  problème^  qiye  l'angle  cfaercbé  doit  être  aigu^ 
et  s'il  n'ajoutait  pas  que  c'est  par  cette  maison  qu'il  prend  cos.  AD 
COS.  A  avec  un  signe  négatif.  Quel  que  soit  le  triangle  ABD  que 
l'on  considère,  famais  la  règle  suivante  ne  sera  en  défaut  :  IjC  signe 
de  COS.  AD  cos*  A  ne  dépend nulhmenù  de  l'espèce  de  rangle-TJ, 
mais  seulement  de  l'espèce  de  AD  et  de  celle  de  X\  et  il  sera  toUf^ 
jours  négatif  quand  AJy  et  A  seront  de  même  espèce.  Si  cet  Auteur 
justement  estimé  a  pu  se  tron^per  ainsi  relativemont  aui  signes  ^ 
cela  prouve  assez ,  du  moins  à  mon  avis ,  que  l'espèce  d'analjse 
algébrique  très*coropliquée  dont  il  a  fait  usage  pour  construire  Lee 
formules  de  la  table  YII^  expose  plus  à  des  erreurs  que  l'analyse 
trigonométrique  que  fai  adoptée  àans  cet  Ouvrage,  emplojrée  sui- 
vant les  règles  que  j'ai  données  (1063^.  On  peut  comparer  ce? 
deux  méthodes  relativement  à  la  formule  (YÎT.  17*)  :  pour  la 
construire  par  le  moyen  de  l'analyse  algébrique  en  question ,  il 
faut  considérer  treize  lignes  dans  l'intérieur  de  la  sphère ,  et  les 
distribuer  dans  quatre  analogies  :  il  est  aisé  de  juger  combien  dès- 
lors  la  figure  et  le  calcul  doivent  être  compliqués  >  et  l'on  peut 
voir  combien  l'une  et  l'autre  sont  simples  dans  la  méthode  que 
)'ai  suivie  (1084).  Aussi  ai-je  omis  presque  entièrement  dans  ce 
Traité  la  considération  des  lignes  intérieures  de  la  sphère  ^  qui  ne 
m'a  paru  fournir  que  des  solutions  pénibles,  da  moins  pour  les 
probdèmes  que  j'ai  rencontrés^ 

L'exemple  suivant  démontrera  encore  que  dans  le  triangle  dont 
il  s'agit,  Exemp.  IV  et  V>  l'angle  D  est  réellement  obtus,  ainsi 
que  nous  l'avons  trouvé  en  faisant  usage  des  règles  de  la  table  JX. 

.  ii56.  Exemple  VI.  Connaissant  AB=7i*  5o',  AD  =  4i«9% 
A  =  37*  8' ,  cherchons  à«la^fois  les  deux  autres  angles  du  triangle 
ABD ,  au  mojen  des  formules  très-expéditives  de  Neper  (IX.  a*).  . 
iA  =  i5'  54',  i(AB+ AD)  =  56*  19'  5o%x(AB-.  AH) 
=  i5**  10'  ^o".  J'observe  de  plus,  qu'en  vertu  de  la  règle  (ioo5), 
D  doit  être  >  B }  et  je  fais  le  calcul  conime  il  suit  : 


•«» 


556  CHAP.   XVIII-  RÉSOLUTION 

rig.57.  log.  cot.  \  A  =  o,6i74a5 rTT      0^617425 

log.  sîn.i  (A3-— AD)  =  9,417917 log.  COS.      9,984586 

comi^. log. rin.i(AB-+- AD)  =  0,079774. •  compLlog.cos.      o,256ii5  . 

log.  tang*KI>  —  B)  =  o,u5ii6ilog.tang.l(D-f-B)=;50,858ia4 

DQnc|(D4-B)=    8^*    6' a5^4 

.     ,    I(Dh^B)  =    5i    5o   22,0 

il',  '  ' 

Donc  D  =  i54    56  .47,4. 

et  B  =s    29    56     5,4; 

résultat  qui  prouve  la  précision  des  règles  employées  dans  l'exem- 
ple y.  S'il  y  a  un  dixième  de  seconde  de  difiPérence  entre  les  calculs 
•des  eiemptes  Y  et  VI,  c^est  que  nous  avons  pris  les  logarithmes 
avec  six  décimales  seulement;  avec  une  seule  décimale  de  plus,  les 
^ut  calculs  dônnâraient  absolument  la  même  valeur  pour  TangleD. 

.  ii£(7.  Je  Vais  donner  ici^  comme  je  Tai  fait  (61 5)  pour  les 
l^ifiangles  rectilignes>  quelques  théorèmes  et  problèmes,  relatifs 
aux  '  figures  sphériques  circonscrites  par  des  cercles. 

.  THEORàME.  Si  deux  arcs  de^grand  cercle  ^  terminés  par  un 
cercle  petit  ou  grand,  se  coupent  Pun  Vautre ,  le  rectangle  des 
tangentes  des  demi^segmens  de  Vun  est  égal  au  rectangle  des 
tangentes  des  demUsegmens  de  Vautre. 
Fig.  68.  Soient  AB ,  DE  les  deux  arcs ,  qui  se  coupent  en  F ,  et  se  ter- 
minent à  la  circonférence  ADBE,  dont  le  pôle  est  C.  De  ce  pôle 
on  décrira  les  arcs  ÇA,  CE,  CF,  et  les  perpendiculaires  CH,  CG» 
Les  triangles  rectangles  CGF,  CGA,  qui  ont  le  côté  commun 
CG,  donnent  (io54),  cos.CF  :  cos.CA  ::  cos.GF  :  cos.  GA.  De 
même  dans  les. triangles  CHF,  CHE,  cos.CF  :  cos.CE  :;  cos.HF: 
COS.  HE.  Mais  parce  que  CA  ==:CE,  le  premier  rapport  est  le  même 
dans  les  deux  proportions.  Donc  cos.GF:  cos. GA  ::  cos.HF  : 
cos.  HE;  ou  (II.  14*) ,  cot.  \  (GA  +  GF)  :  tang,  \  (GA  —  GF)  :: 
cot.  f  (HE  +  HF)^:  tâng.  ^  (HE—  HF).  De  plus,  parce  que  dans  les 
triangles  isoscèles  l'arc  perpendiculaire  coupe  îa  base  en  deux 
parties  égales  (1142),  on  a  GA  +  GF=GB  +  GF  =sBF;  et 
de  même ,  HE  +  HF  =a  DH  +  HF  =  DF.  Par  conséquent 
^ot.JBF  :  tang.f  AF  ::  cot.iDF  :  tang-lEF;  ou 

tang.  i  AF  tang.  \  BF  =;  tang.  \  DF  tang.  \  EF. 
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ii58»  Théorème.  Les  sommes  des  angles  opposés  d*un  qua^- 
àrilaière  sphérique  inscrit  dans  un  petit  cercle  ^  sont  égales 
entre  ellei.  . 

Soit  P  le  pôle  du  cercle  circonscrit  an  quadrilatère  ABCD.Fig.69, 
On  a  PA=^PB=PC  =  PD.  Or  B+D=:i/ii+7î+r+^.  Mais 
de  même  A  +  C  =  m-f-r+72+^ ,  puisque  les  triangles  APB, 
APD ,  etc.  sont  isoscèles.  Donc  A  -j-  C  =  B  -f-  D. 

XI 59.  Théorème.  Si  on  inscrit  à  un  petit  cercle  un  quadri-- 
latère  sphérique  auec  ses  diagonales  ^  le  rectangle  des  ^inus 
des  deminliagonalâ^  égale  la  somme  des  rectangles  dès  sinus 
des  moitiés  des  cétés  opposés^ 

Le  cercle  est  omis  dans  Ijei' figure.  ABCD  est  le  qu^tdrilatère  Fîg.  701 
supposé  inscrit^  ;  AC  ,  BD  sont  les  deux  diagonales  ,  arcs  de 
grand  cercle.  Chacun  des  six  arcs  est  supposé  sous -tendu  par 
sa  ôorde,  que  je  désignerai  par  les  mêmes  lettres  que  Tarc^  mais 
minuscules^  nommant  ac  la  corde  de  Tare  AC,  bc  celle  de  l'arc 
BC,  etc.  Or  il  a  été  démontré  (61 5),  que  ac  x  bdt=bc  x  ad-jr 
abxcd.  Donc  (5i),  asin.i ACX28in.JBD  =  2sin.iBC  X 
a  sin.  j  AD  +  2 sin.  j  AB  >^  2  sin.  j  CD}  et  ^  en  divisant  par  4  p 

«in.iACsin.iBD=:  sin.lBC«in.iAD+  sin.iAB  sia.^CD. 

*    X160.  Problème.  Exprimer  une  des  diagonales  par  les  c6téû 

du  quadrilatère  sphérique  inscrit* 

.    Les  coiiditions  subsistant  p  telles  que  dans  le  théorème  précédent^ 

et  «an.  démoEtté  (6.4)  que  ac^^Ç/^AH^^^^^:^^. 

j^en  conclus  que 

.     ,.p     I    y/(8În.iABiin.^AD+sin4BC8Ïn.K^D)(8m.iAB9În:iCD+iin.iADsin.iBC) 
êxn*îAV>=|/^         '      ^  '  sii,.^AB8m.iBC+sin.iAD8in.iCD  ' 

ix6i.  Problème.  Connaissant  les  trois  angles ,  trouver  leur 
distance  du  pôle  du  petit  cercle  qui  circonscrit  le  triangle. 

Soit  AP  la  distance  cherchée  ;  soit  aussi  PF  perpendiculaire  F>g-  7«4 
sur  ACj  ce   qui  donne  AF::;=FG^    parce  que  APssPC.  On 

aura  (VI.  xo*)  ,.tang.  AP  =  ^j^-  Mais  (XÏ47) ,  aS  =  A  + 

B  H-  C  =  aPBA  ^  aPBC  ^  aPAC  =5  aB  -h  aPAC }  d'où  PAF. 

45 
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Fig.  7r,  =  S  —  B.  Donc  tang.  AP  =  co»(j^sy  ^^  P^°'  '  ^^S  f  AC  =s: 

ÎË44C  ^  I  / — Tf  Tvit7/V,>  (VIII.  "•).  Donc     • 

ttng.  AP  =  l/c08.  (S  -  À)  C03.  (TIé)  COS.  (S-  d)* 

I 

116a.  PRoBLàiHS.  Trouver  la  même  distance  ^  les  trois  côtés 
étant  donnés* 

Soit  PE  perpendîciilaîre  sur  AB  ,  et  AD  sur  BC.  On 
aura    sin.EPF  =  sin.EPA  côs.  APF  +  cos.  EPA  sin.APF 

-:!J±4J  X  COS.  AF  sin,  PAF  +  cm.  AE  ain.  PAE  x  ^^, 

sin.  AP  sin.  Ar 

(VI.  6%  la*)*  Maïs  ecHnma  (VI.  â*)  tapg.  AE  =  tupg.  AP 
COS.  PAE,  tang.  AF  c=  tanfg.  AP  cos.  PAF  j  ce  qui  donne  ^' j^ 

.    co8.AEcQs.PAE        ,  §in.  AF        cos.  AF  cos.  PAF    ^i       i  v  a-x  ^« 

*==  — ' vp    ■  >  ^t  M.  >  -"p 33=       ■  ^,  ,T>  ■     >  Par  la  substitution 

CO8.  AP      .  sm.  AF  cos.  AP 

de  ces.  valeur»  on  ahliept  «in.  EPF  =:  ^»-^E">»-^^  (  sin.  PAF 

cos.  PAE  -4-  COS. PAF  sin.  PAE)  = Tp .  Or  AE 

=  i  AB ,  .i\F  =  1  AC ,  EPF  =  i  BPA -+- î  APC  =  i8o»  —  i  BPC. 
Donc  sin.  I  BPG  cos.  aP  :^  eos.  \  AB  cos.  \  AC  sin,  A.  On  prou- 
4rera>de.inj|we  i|ue  sin.  i  APC  <^^  APr=;;,ço^.  t  AB  cq«.  ^  ^C,  8in«  B. 

Mais  sin.  \  APC = î|^ ,  et  sin.  B=«4Si^.  Dono  sm.  AF  cot.  AP 

...  *         .      .   ^m.^P^  j  sin.  AB 

sin.  AB  =:  CQS.|AB  ços.  \  Ç'Cisin.  AD,'  Ou  sin.  |  AC  X  asln.i  AB 
errtang.  AP  COS.  5  BC  w».  A iX^PpenoBS  {\\ii^\j^xv\^nTÀeî\n.KQ\ 
nous  aurons,  en  la  substituant ,  a  sin.  {  AB  sin.  ^  AC  sin.  BC  = 
t^ing.  AP  COS.  ^  BC  X  ay/sin.  jsin.  (^ — a)  sin.  (s — ^)8in.(j — c)j 

.  A-n  __  fl  gin.  ;  AB  sin.  y  AC  «in.  y  BC 


»      »     1 


! 
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CHAPITRE    XIX: 


Résolution   /fej*^-  Triangles  sphériques  par  la  KègU  et 

le  Compas^ 

ii65.  JL*iNVENTioH  des  logarithmes  a  rendu  la  résolution  des 
triangles  si  précise  et  si  prompte ,  que  les  Géomètres  ne  tiennent 
plus  aucun  compte ,  pour  ainsi'  dire  >  des  opérations  graphiques^ 
sujettes  à  des  erreurs  de  plusieurs  minutes  ,  quelque  attention , 
Quelque  soin  qu'on  y  apporte*  Cependant  ^  coaHno  cette  espèce  de 
solutions  pent  être  utile  dans  certains  cas  qui  n'exigeiit  pas  une 
exactitude  rigoureuse  ^  ou  pour  ceux  qui  ne  soût  pas  familiarisés 
avec  le  calcul  /  je  ne  laisserai  pas  de  les  indiquer  en  peu  de  mots^ 
et  sans  faire  usage  de  la  méthode  des  projetions ,  pour  mettre  ces 
solutions  à  la  portée  d*un  phis  grand  nombre  de  Lecteurs. 

1 164.  Soient  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  ABC  J 
par  exemple  AB  de  71**  i,  AC  de  4r  ^  ,  çt  BC  de  57»  {.  On  de- 
mande la  valeur  dé  Tangle  C. 

Décrivez  un  cercle  entier  nacilL  >  le  plus  grand  qu'il  sera  pos-  ^g.  7,. 
slble;  puis^  au  moyen  d'un  rapporteur  ou  demi-cercle  (7o5)^  ou 
de  récheUe  des  cordes  d'un  compas  de  proportion ,  ou  par  tel  autre 
mc^en  que  vous  voudrez  ^  coupez ,  sur  la  circonférence  du  cercle 
décrit >  et  d'un  point  c  pris  à  volonté  sur  cette  circonférence^  les 
arcs  cbf  ca  respectivement  égaux  aux  côtés  donnés  BG ,  AC  qui 
comprennent  l'angle  cherché.  Marquez  de  mème^  du  côté  opposé j 
un  arc  oM  égal  à  l'un  quelconque  des  côtés  cb,  ca,  par  exemple 
a  cb,  et  menez  la  corde  Mb.  Alors  de  l'extrémité  a  de  l'autre  ca 
de  ces  mêmes  côtés ,  marquez  les  arcs  an ,  àS  égaux  chacun  au 
troisième  côté  donné  AB-,  menez  la  corde  /iN  qui  coupera  C989; 
990)  l'autre  corde  IM^n  un  point  comme  P.  £n£a  prenez  la  moitié 
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i^>g-7^-MD  de  cette  dernière  >  du  point  D  décrivez  le  demi-cercle  MRb  ; 
élevez  jusqu'à  sa  rencontre  la  perpendiculaire  PR ,  et  menez  le 
rajon  RD  :  Tangle  £DR  sera  égal  à  Pangle  cherché  C.  Cet  angle 
^DR  se  mesure  ensuite  ou  avec  le  rapporteur  ou  avec  Péchelle  des 
cordes,  en  ajant  égard  k  lavaleur  du  rayon  DR^  ou  de  telle  autre 
manière  qu'on  voudra» 

11 65.  Actuellement  si  on  vent  avoir  TangTe  A  opposé  au  côté 
BC  =s  pc,  il  suffit  de  prendre  la  moitié  de  'Sn,  H  àe  couper  l'autre 
corde  Mb  en  décrivant  on  arc  d^ua  rayon  ^al  à  cette  moitié ,  et 
du  point  R  pour  centre.  £n  supposant  que  £  soit  le  point  de  la 
section  ,  l'on  mènera  la  ligne  R£>  et  Ton  aura  D£R  égal  à  l'angle 
cherché  A* 

Si  Ton  voulait  Tangle  B>  il  faudrait  changer  la  construction ,  et 
faire  ^  pour  déterminer  cet  angle ,  toutes  le»  opérations  que  nous 
avons  faites  pour  trouver  l'aDgle  C. 

1 166.  Nous  verrons  bientôt  que  U  construction  de  la  figure  72 
suffit  pour  résoudre  tous  les  cas  non  dputeux  des  triangles  sphé- 
ariques.  Il  <isi  donp  à  propos  d'expliquer  les  principes  de  cette  consi^ 
Inictioii*  :•  .[  : 

Si  l'on  eonijoit  que  le  deiBi''Sagmeilt  cDb  fasse  une  rÂvoIution 
autour  de  la  droite  De,  la  base  de  la  calotte  sphériqqe  engendrée 
par  cette  révolution^  sera  un  cercle  ayant  D5  pour  rayon,  c  pour 
p61e,.et  D. pour  centre.  La  demi*circonférence  de  ce  cercle  sera 
donc  =  MR&,  et  appartiendra  à  la  surfs^ce  de  la  sphère.  Imaginons 
de  même  un  autre  cercle  décrit  sur  la  surface  de  la  sphère,  dû 
pôle  a  et  de  l'intervalle  an  =  aN  ;  N/z  sera  évidemment  le 
diamètre  de  ce  cerclé.  Or  les  diamètres  M&,  Jfn  se  coupant  en 
Tirt  point  P,  il  fkut  que  les  circonférences  auxquelles  ils  appar- 
tiennent respectivement,  se  coupent  en  un  point  R  ;  le  point  P 
ne  pouvant  être  commun  aux  diamètres,  que  Tordonnée  PR  ne 
soit  commune  aux  circonférences.  Si  donc  dn  est  la  distance  du 
point  R  au  point  a  sur  ) a  si^rface  de  la  sphère ,  et  cb  la  distance 
du  point  c  aii  ppint  R ,  que  l'on  conçoive  un  triangle  acB.  sur  ïa 
surface  de  la  sp^ière ,  et  on  reconnaîtra  que  par  la  construction  îl 
est  égal  au  triangle  donné  ABC.  L'atigte  cherché  C  est  Tangle  âtU, 
qui  est  du  même  lîombre  dé  degrés  (985)  que  Parc  de  parallèle  AR. 
Mais  b'R;=ï)  t  doïic  D  ssî:  C,  comme  il  fallait  le  démontrer» 
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.  Consiàérons  maintenaiit  jque.  dans  le  triangle .  reçtiligde .  BD£ , 
£R  :  DR  ::  sio.D  :  sinuDËR,  (89).  Mais  par  construction  ER 
ssi^Nn  =  «in.  dn^5i)  s=:  8invAB;idé  même  DR  oft:  i^Mànn 
«in.  cZi>c==  sin.BC.  De  [^s^ntius  ye^ionstde  yoirqnb  D  m  C*  Donc 
l'analogie  devient  tàni-J^  :  sin.BC  ::;:sin^  G  :  sia,  DÊR  ^et  pav 
conséquent  .(yil;>  1*)^  1^)^R^  A,f  coflàme  nous  Tavons  ayadc^ 
(ii65)ii:-         ^  q   y./j  c    ■  '  [\       ':  ii.».\  .  >  -^  ,î  •     >    .  .- 

1 1 67.  Nous  avons'  vu  (t  164  )'  '  èbifatiieiîf  /  Cdiiimissânt  les  trois 
côtes ,  on  trouré^iri'krigle.  vS/7è'^  ito///i^«  étaient  tes  thàis  unglé$  > 
on  aurait  f)ar  la  mUine  cpiistiifuctïolï la  valeur  d*un  côté^  en  faisant 
iisajge  du  tnanglë  stipplémentaire  ^  c^est-à^dire  en  enlplàydat  \t 
supplément  à  iSo"",  de  chacun  des  angles  donnés.  Four  cet  effet  on 
nommera  BC  l'angle  A,  AC  l'angle  B,  et  AB  l'angle  C,  (io43). 
Alors  si  le  c6té  ckercbé  est  •  par  exemple  ^  BC^  on.  cherchera^  au 
lieu  de  ce  côté,  l'angle  A,  dont  le  supplément  sera  la  valeur  du 
côté  cherché  BC^ 

X 168.  Si  dettx  côtés  et  V angle  compris  étaient  donnés ,  on 
trouverait  le  troisième  c6té  et  l'un  quelconque  des  deux  autres 
angles  9  de  la  manière  suivante  ; , 

Sur  la  circonférence  nacTA  on  prendrait  deux  arcs  ch ,  ea ,  égank 
aux  côtés  donnés  :  nommant  cb  le  côté  opposé  k  l'angle  cherché, 
on  tirerait  (1164)  la  corde  Md,  et  de  l'extrémité  a  de  Tautre  côté 
ca,  le  rayon  am ,  m  étant  le  centre  du  cercle  nac'ilL^uv  tUb  on 
décriraU  le  démi*cercltf  MK^  i  dJ>itf  dn>prendrait,  du  côté  desiarce 
cb;  cfi^,  tih'are  ^ïl^àl  à  l^à^gletlomié.  E^fiti  àt>aiS9anl du  point  R 
!a  perpendictilaîré?  RP>  mehâtitlêf  rayqd  DR,  et  faisabi; passer  paj 
le  poin^  P  lihe  èoi^  Nn  pèrpeiidiëukirè^  à  amyoh  âurai^  ^N^oa 
an  pour  la  mesure  du  côté  inconnu  dans  le  triangle  proposé.  '     i 

Prenant  etsul't^'la  ligne'îlE  égale  àla  moiitié  de*N/^^  (^}^^h 
on  aurait  DEH^égâl  à  Pànglè  ohefchév"  \  ^  ••  I 

\orTi 
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II 70.  Je  ne  parlerai  pal  de  la  manièiie  de  résoudre  le  triangle; 
lovêqae  les  données  sont  deux  cAtés  et  un  angle  opposé,  ou  deuk 
«Fglesiét  «m  côté  opposé:  i**  parce  que  ce  iont  les  cas  douteux ^ 
a"",  parce  que^  dansjla  pratique ,  ces  cas  se  reûcobtrént  moins  fré* 
queitatnent',  S%  parce  que  leur  solution  gl-a^ique  est  beaucoup  plu! 
laborieum  que  lea  précédantes^  et  que,  po^  ces  cas,  je  np  crois 
pas  que  ce  genre  de  solution  puisse  jamais  être  préféré  au  ^calcul 
min|érique  qui ,  poi^r  la  solution  quelconque  d'un  triangle  spbé- 
rique>  n'exige  jamais  plus  de, cinq  minutes  de  tenips,  si  Ton  ne 
tient  compte  que  des  degrés  et  minutes  de  degrés^,  et  qui  atteint 
toujours  à  une  précision  bien  supérieure  à  celle  qu'on,  peut  obtenir 
ayec  la  r^gle  et  le  icompas*  "■  . 
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CHAPITRE    îfX. 

f 

Comparaison   des  Triangles  sphériques  a^x    Triangles 

ractiUghes. 


_  f  •  » 

ii7i«  ^\  IN  cu.s  cooipMeroDS  le  triangle  sphérique  au  triangle 
r^etiligoe. formé  pair  kis  cordes diefar^our côtés  du  premier-,  com- 
paraison ^qui  pbùt*ôtre  n*a.pas  eBeor€^  été  faite,  mais  qui  me  parait 
«'ôtfe  pasr  déplacée  dans  uil  Traité  sur  Im  à^w,  Trigenomé tries 
rectili^ik^  et  sphiérique. 

,  '  Vi  \J^  p$t  tiès4l8ité  et  tr/^s-eoBUnode  de  ré^otMire  comme  recti- 
lignes  les  petits  triangles  sfrfiériqoes  rectangles  ^  or  nous  détermi- 
nerons pour  tpus^  les  cas  les  limites  auxquelles  cette  méthode  peut 
Vet^cirb^^au  mojèn  jà'unei  correction  facile;  ce  qui,nôus  donifera 
lieu  de  comparer  entre  elles  les  formules  des  ^rigonométrl:es^e)c^ 
liligne  et  sphérique.  '    \  . 

]  5%  En  nous  occupant  de  cette  recbercbe,  nàpj^  a^^onU  (rotit^é 
qiie,  dans  le  cas  où  Tun  des  côtés  de  Pangte  dfoit  eSt  un  arc  dfe 
petit  cçrcle ,  ainsi  qli'il  arrive  le  plus  souvent  en  Astronomie  ^ 
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J'erretir  sur  l'Angle  droit  »  j^  laquelle  je  crois  qu'oa  n'3^  psfi  fait 
attention  jusqu'ici  «  pçpt'iafluef  .9Qn9ible«iept  sgc  Icf  réïuhat;;. 
Nous  indiquerons  le»  mu^fuis  à'év,i\os  cette  fEnur.  ,        i 

117a.  La  différence  de  l'arc  à  sa  corde  peut  se  déterminer  d'une 
pianière  aïK&i  approfibé^qu'oa  le  rouira,  par  le  mojen,  4e  la  c|çb- 
nière  équation  (378).  Si  les  arcs  sont  petits,  ces  différences  s6nt> 
à  très-peu-près ,  proportionnelles  aux  cubes  des  arcs ,  quand  on  se 
borne  à  l'approximation  que  donne  je  premier  (ermé  du  Aeconà 
ni^bredecetteéquatiop.Poyrrarpde,i%l£(difi^rè'nceesto*,o45&i, 
et  son  logarithme  est  8^65983  auquel  ajoutant  l6  trîpTé  dV  i<^g-  <^'>m 
arc  quelconque  (pourvu  qu'il  n'excède  pas  8°)  exprimé  en  degrés 
et  décimales  de  degrési  on  aura  le  logarithme  de  la  différence  exacte 
de  cet  arc  à  sa  corde  en  secondes  et  dixièmes  dé  seconde.  .On  peut 
encore  multiplier  par  R%  ou  pat  H',  ou  par  R',  (63i),  le  double 
du  siaus  de  la  nv^itîé  d.'un  arç  .quelconque  (5^^)  3  on  aufà  la  yi^eur 
de  la  corde  en  degrés,  ou  en  minutes,  6u  en  secondes  j'et  cette 
Taleur>'  comparée  à  celle  de  l'arê  >'  donnera  là  diffià-ariée  cherchée.' 

iiyS^  Pour  déterminer  la  di£féfeaee  des-angtes  «phériqnes.imx 
angles  rectiljgnes  j  proposous-^eus  d«  résoudre  le.'  problime:  sui^ 
vaqi  :  '.'.'',.  ..  .■       ;  ,  ;    i   .;    1  r 

cô^és  9t  Van^lG,  compris  .^  frQUf/cx  Van^c  fcctili^j^e  -sorrespan^ 
dont  (J'entends  par  arigle  correspondant ,  yw^^-^9^oii.'p9x  |es 
cordes  des  deux  côtés  donnés  ).  .   ■'-.  ,    ^ 

Soit  ABCun  triangle  sphétiqui  e  triangle rectiligne  forjhé  Fig.  ; 

par  les  cordes  des  troisarcs.  Le  Ii  bérique  ^Jonne  (Vilv?6']l, 

COS.  BC  ^  COS.  A  sin.  AB,  sii  ■  crs.  vV^">côs.'  aC',  -où 

ij.  32')',  V^2  sin.'.  i  BC=f=  coj.A  in.'Àc47(j'-r-  à  siiï.'  |Al^ 

(i  —  a  sin.»  \  À!C).  Dond  à  %\n*\  1  sin.*  |  ÀQ  t^  ?  sin.' ^  BC 

=  cpi.  A  sin.  AB  sin.  AC  -r^  4  ?,io.*  î  AB  sin.'  5  AC.,Le,iriàngIe  4^o 
doqnè  (III.  >5p ,  hc^  =1  <jô*  4- ûc' —  ^^i  j<  de  ços.  ii.  Mai*  ho 
=  asln.  iBCy  (3j).Ed  transformant  ainsi  les  autres  cord^es^l'équal 
tion  devient  43in.''4BC=4siH.'iÀB+  48in.-i-A'CJ-ë3în.A  A5 
sin.  i  AC  COS. a,  ou  asin.' î  AB-f-asin.*i  AC  —  asin.»iBC== 
4<in.  i  AB-'isln.  \  ÀC  COS.  a.  '  S<i^tituata^  la  '  vatfedr  dn  prèHier 
membre,  trouvée  ci-dessus  1  j'aurai  cos.  A  sio.A'B'^éin.  AC  + 
49ia.'iAB^n.'^AC  =  4^Mi.4AB8inV5  AGcos.te;-  Eii  «ÎTisant 
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rig.73.  P^r  4«îû-  i  AB  sin;  i  AC ,  et  observant  que  sîa*  Afe  sîn.  AC  = 
4 sin.  V  ABcos.  \  AB  sin.  ^  AC  cos.  i  AC,  (L  6*) ,  je  trouve  «ne 
formule  très-sknple  pour  la  solutioa  générale  du  problème  pcoposé  , 
et  j'ai 

(A). . .  îtJos.d  =s  COS.  A  ôod.i  AB  cos.  i  AC^-  wn.  1  AB  sin.lAC. 

1 174-  ï)^  éette  formule  il  est  aisé  de  conclure  i"*.  que  Pangle  sphé- 
riqueji  droit  ou  obtus ,  est  toujours  plus  grand  que  Tcmgle  rectiligne 
correspondant.  En  effet ,  si  A  =  90*,  cos.  a  =;?:  sin.  j  AB  sin.  ^  AC, 
quantité  toujours  positive.  Si  A  est^-  go*  ;  ou  le  second  ipembre 
reste  positif,  et  a  est  <  go""}  ou  le  second  membre  devient  négatif, 
et  alors  sa  valeur  numérique  (qui  est  celle  de  cos,  a  )  sera  toujours 
moindre  que  celle  de  cos.  A ,  puisqu'elle  est  le,  résultat  du  produit 
id'e  cos.  A  par  la  fraction  cos.  f  AB  cos.  j  AC>  et  quVn  outre,  il  j  a 
soustraction  de  sin.  ^  AB  sin.  |  AC.  Par  conséquent  (56) ,  a  est  <  A* 

a^.  Que  Tangte  sphé^ique  aigu  est  moindre  que  l'angle  rectiligne 

correspondant,  lorsqu'on  acos.  A  > — ""' ^  i  ar°^  »  Ar*  En  effet 

(4S)  soit  COS.  a  <  cos.  A  ;  on  aura  cos.  A  cos.  i  AB  coû.  f  AG  + 
4ii. ^  AB  sio.  X AC  <  6M.  A;  d'où  natt  l'expression  qui  précède. 

fk'  7f     '  '  7^*  ^^  ^^^^^  *  '^  "^  ^^^^  P^  omettre  le  théorème  Suivant. 
P  étànù  lé  pelé  diL  petit  cercle  çui  circonècrH'li  triangle  sphé^ 

rtçue  ABC ,  t angle  a ,  formé  par  les  cordes  des  arcs  AB ,  AC , 
est  égut  à\V\  c'est'à^dire  à  la  moitié  de  l* angle  au  pâle, 
çpposé  au  troisième  câté  BC. 

^oit  BMC  une  portion  de  la  circonférence  qui  passe  par  les  points 
A,B,  C  Or  cette  portion  e&t  du  même  nombre  de  degrés  (gS5, 
QJ5)  que  Tcuîgle  P;  elle  est  de  plus  double  de  Vabgle  a  1a  circon- 
férence, formé  par  les  cordes >B,  aC,  (d'après  la  XX*  du  IHf 

d'Euclide)*  Donc,  etc. 

La  £sicilité  dé  cette  démonstration  ajoute  encore  à  Mntérèt  de 
ce  Théorème.  hextl\  {^Mémoires  de Péters bourg,  1783,  pag.  64) 
a  employé,  pour  j parvenir ^  une  page  entière  d'analyse  trigono- 
métrique» 

1 1 76.  De  la  foimule  (A),  (i  1 7S) ,  o^  passe  aisémeat  k  I4  iolutios 
àvL  problème  inverse. 
jpaufs  un  triangle  rectiligne  abc  1  connaissant  4teuai  côtés  ft 
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Vangle  compris  ^  trouifér  V angle  des  deux  arcs.ÈJi ,  AC  pdçnt 
les  deux  câtés  donnés  seraient  les  cordes. 

La  formule  (I.  !»•)  clonnecos.iABcos.iÀC=V(i— sîn.*^AB)ï^'«-7^ 
(i  —  rin/f  AC)  :  on  A  d'ailleurt  sin.  \  AB zsz\ahy^i  rin. \  AG 
=s  7  ac«  Substituons  ces:  valeurs  4aaft  Péquation  (  A)^.  et  n|C)u# 
aurons 

ns\         i*n«    A C09.g  —  jr oixioc ^ 

Pour  calculer  cette  formule^  il  faut  que  les  valeurs  des  côtés  ah ,  ac 
soient  telles  qu'ils  puissent  6tre  cordes  d'un. cercle  ajant  Tunilé 
pour  rayon.  C'est  ce  qu'on  obtiendra  facilement  en  divisant  les 
valeurs  des  cAtés  ^  données  en  mètres  ou  toises ,  ou  autres;  mesures^ 
par  une  puissance  de  lo^  telle  qu'aucun  côté  n*eii:ède  n,  valeur 
de  la  plus  grande  corde,  quand  on  suppose  Rs  j. 

•        •  •    I  •     ^* 

1177.  Si  AB.==AC^  et  que- par  conséquent  abzsnac,  les  for- 
mules (A),  (B)  se  réduisent  aux  suivantes  (C),  (D).  En  effets 
dans  ce  ca3 ,  cos.  a  =  cos.  A  cos/  \  AB-f-  sin.*  î  AB,  et  par  consé^ 
quent  (I.  aa%  5*},  1—3  sin/ 1  a  î=  (  i  —  ^ sîn.^  J  A)  cos.*^^  AB 
,•+:  I  -^.cos.*î  AB}  équation  de  laquelle  ou  tire       '    • 

(G)...  sin^i  a  sasin.lAcos.^AB*       '      . 

lAoiJi  60s.  i  AB  as>  V(i-^iskK*  |  A»)  ss  i/(i  <^^'a3»>.  Diotte 

,\  La  formule  (C)  fait  voir  que  Paùgle  vertical  d^jn  triangle  ^pli^ 
)rrqùe  iso^lé  est  tou}ours  plus  gi;and  que  raDgleTectilijgné  odrresi' 
pôndaniV'   "/^     '''':.:        '  :  "    -••'^^^   '  '    '        '^    ^^--^.  '; 

^  )  tri  76.  Enfin  si  ;  A  ses  90?  «,  les  &lti|i|les.C4>ij  (¥0  '4w^êjit  ;  ^ 
(E.):.  i  x?oS.  a-  sr:  iih.  i  AB-sin.  'j  ÀC^i\jfr^'X*^iîi|fi.'-'o  '-'^   ^ 

Toutes  les  formules  que  nous  .vendnb  de  donnqr  isp\^énè^9^ 
et  rigoureuses ,  quelle  que  soit  la  grandeur  du  triangle.  Mais  si  un. 
triangle  sphëncfâv-  rectangre  éiitipeât>  WpbiiiTal/mMra^te^^ 
au  lieu  des  sinus  (6217)  dans  la  fonaule^  (lE)}  et  commç  cos.  0  ^ 
sin.  (90*  —  a)  =  go**  —  a,  le  petit' excès  dé  l'angle  droit  iBpfhériquo 

•^\iif  l'Angle  reQtiligo9^cprrelspo]^dant9  «fura^dooiMS  «a.s$conçl^9jPar 

^ 


. i:  » 


^    I  «  j      <  f 


S^6  CHAr.  .XX.  COMPARAISON 

vig.  73.  la  foroiule  »iTànte>  qai  suppose  les  arcs  AB>  AG  pris  en  secandet  ! 

(F)...    90*    —    a  =?    T-r— gijf • 

<Qiiaiid  k  ^ôtnitte  des  côtés  iiefait  de  id"^,  terreur  qu^occasionnerait 
eett^  lermtite  lié  serait  pias  d*ime  secoiide.  r 

1 1 7g.  Si  Phypoténusen^excède  pas  i*  5o',  on  peut  mettre  BC  sîn,  C 
au  lieu  de  AB,  et  BC  ôos.  C  au  lieu  de  AG ,  (SSy)  j  ce<}ui  donne 
AB  X  AC  =  BO  sîn.  C  cos.  C=  |  BO  sin.  a  (go-  —  B)  =  ^  BO 
sin.^iB;  de  sorte  que  Idi'diffîrence  ch'erchée  se  trouve  aussi  par 
la  formule  suivante  :  >  ] 


51P         ^'^ ^^R 

Si  BC  =  I**  5o%  et  que  B  =  Ç  ==  45*  Ji-peu-près^  on  trouve 


■m  !        •  •        ..l 

90-  — a=i7%7. 


11^.  En  supposai^!  encore  .que  llijpotéhùse  n^éxcède  pas  i''  5o% 
considéroni  lé4  yârigVs  obliques  B  /  C 

. .  JLa  foi^le  /A)  appl|^u^«  à  raogle  B*,par  exemple  >  donnie  cos.  b 
E=s  C08.  B  COS.  %  AJPI  :cç^  ^  ^C-ih  siOf  ï  AB  sio.  f  ÈC.  Ma^îscos.  i  AB 
cos.|BC  =  (i  — a8in.«iÀB)'(i— a8ui.*iBÇ)=  i  — asin'iAB 
—  ssin.*  ^  BC ,  en  négligeailt  la  quantité  4  siir-^?  AB  sin.*  ^  BC, 
qui  àaài  iM)tte^bj^)h^^Al»^«il|Mat'iiM|eMiM^  Sphatitiifliiit 
la  dernière  valeur  de  cos.  i  AB  ^os..  f  BC  ,  et  mettant  les  arcs  au 
Heu  des  sinus,  on  a  cos.  ^e3s'eoB.iB.rHlilo9*^(XS*''4-!BC'')-4*|AB 
^  ;î  jBC .  Dafi»  It; .  ^nier  terme,  .pn  pei^f .  miettjre  ^.  «aps  erreur  sen- 
«ibli^,,  BÇ  ;çp8<.,3.  aîn  liev.,4e  ,AB.  :,  *d0nç^çoS|.3'T- cpsife  =  \  cps.B 
(BC*  — .  ÀB»)  =r  î ÀC*  coi.  fi.  Dte  pïu!8  (iT.  a4«) ,  cos 3 t^cos.  B 
s=:a8in.i(B  — *)  sin.  I^B -|- *)  =  (B  —  A)  sin.  B , "âttenan 
rextrèitté"t^b««è) dei ^^>-it^i^;iDi>iftî 'oii»#]ni j/^pbur  la idifl^fence 
de  rangle.«pb9ériqu«^obli^ç:  A  l'4m^e<  |r«pfilign«  ÇPn^'P^Ç'^f >  ) 
^V^.-^gQB  |:.an,)C^ACy^,B  ,  ,  .,  .  ,.  ...  •  .  'j  •  ; 
•wj  1.  if.'.:  :/î  .;)f..;iir.i>t  i  .'•    ^ft!  :,.••.  ,■'■..-.■■     ,    ;        .  . ,    ■  . 

?n£t84lo«UM;'A£}i-AQ(ii| Bfï=ç lAè-, î(557;),». ffli>  au)l;«>9li^^l 

VÏ^'^'^B  -îl;'^  Il  l^fcMji^ui  x>i  «:.!.:>  :-$:■..•;  ifiin'?  •".•.  t  •    .  . 


4)       '     ■     '  ■>,..■• 


^ 
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(K)  que  pour  B-^b ,  valeur  qui  est  visiblemeiit  Id  moidé  de  celle 
donnée  par  la  formule  (F).  Donc  i*.  quelque  différons  en  gran* 
deur  que  soient  les  angles  obliques  d'un  petit  triangle  sphérique 
rectangle  >  ils. excèdent  chacun  d'une  mênie  quantité  Tangle  rectir 
ligne  qui  correspond  à  chdcbn  d'Ieux  respectivement .;  2*.,  la  somme 
des  deux  excès  est  égale  à  l'excès  de  Tangle  droit  sur  l'angle  rec^ 
tiligûè  correspondant.  D'où  l'ou  doit  conclure  que  l'une  >  lit  y  don  té  ^ 
des  formules  (F),  (C)>  (H)>  (K)  wffit  pour  détefimner  la  diSér 
renoe  de  chacun  des  trois  an gle»  d'un  petit  triangle  sphérique  recr 
tangie  à  l'angle  rectiligae  qui  correspond  à  chacun  d*eùx  respectif 
veipent. 

1 182.  Les  fornçiules  que  nous  avons  données  jusqu'à  présent  font 
connaître  la  différence  d'un  angle  sphérique  à  l'angle  rectiligne 
correspondant^  dî^érence  constante  daiiwnn  tfiasgje  jdo&aé.  Mais 
quand  on  résout  on  tiiangle  sphérique  par  les/ormules  di9;la  Tii^ 
gonométrie  reeti^igoe^  l'ecreur  que  Von  coqtimet  alors  3ur  les  angles 
est  d'une  autre  espèce  |  et  ne  ipe  parait  pas  dévoir  être  i^ppelée 
/a  différence  de  l'anglp  «pji^érique  à  T^ngle: rectiligne^  pmsque  dans 
un  même  .ti:;iangle  l'errepr  yariç  pour  ,un<  mèaie  angle  |.  selqn  qu'on 
emplqiê  pçincie  4éterniinei:.t^llçs  ou  teUea  fii(t|'f;f.narjtiefl^du,JUrianç1e^ 
De.Ja  Lf^nde  (JU^iWffr^^  r4ç^.^  i?^^)^^  déiejraiiné  rerrear|  sur 
les  angles  .obliques  d'u^  petit, tr^figle  sphérique  rectangle  trouvés 
par  le  ipojiçpdesdfux^qdlés!^ t; -p^  les  forages  de  la  (Tri^onpmé* 
trie  qectiÛg^eL:  noviSrau^yro^s^les^fi^çefi,  de  ce.cé,lèl^re  A^trçn.ome 
po«r  fj&cherchi?r  les^  ^J^^^Ç?^^  qû  se  çofufpéttept  daas  tous  lef  cas , 
lorsqu'on  se  sçrl  d)E;s.  foraiplfis  :dç.  la  Trigonomjétrie  çeolil.ig^e  pqur 
résoudre  l^s  pe.^its  {triangles  sphériqu^f  j;eç);augle3^  C^efte  recherche^ 
la  seconde  de  celle  que  pçus  avoirs  pour  but  {i,iri%\Aajx^  qe  Chapitre^ 
nous  donnera  un  nouveau  mojen  très-commode  pour  olbteair  les 
petits  arcs. avec  une  précision  très-grande,  et  fort  supérieure  a  celle 
qu'otr  peut  espérer  par  les  formulei^  ordinaire^  ^  en  de  servaiit  tles 
tables  de  tofi^arithmes  à  s»t  décimale^.     '     '  '^  /  .  ,  1       -  > 

.  \ipi^,pans  un  triangle  sj^rigue  A^  itef^tangle ^efi  X%  cqti^ 

naissant  rhypoténuse  BÇ,j  que  j^  sup^se  j^e^ |>as i e^cé^er  '4% >â^ 

un  angle ,  par  exemple  B ,  troui^er  f  erreur  e  que  l*bn  commet  en 

cherchant  par  la  Trigonométrie  rectfjigne  le  côté  opposé  AC. 

La  Trigonométrie  sphérique  donnd  siu.Àt!  s=s  sin.BC  sin'.B. 
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Donc ,  C^7)>  AC  —  i  AO  :t=  sin.  B  (BC  -^  ^  BO).  Les  quafitifés 
du  5*  ordre  ,  et. à  plus  forte  raison  celles  des  ordres  supérieurs  ^ 
•ont  négligées  dans  cette  transformation,  parce  que  Ia'5^  pui|»S£uioe 
d*un  arc  de  4^ ,  divisée  par  nào ,  ne  Tant  pas  o%  oiilOa  a  dbno: 

AC  =  BC  sin.  B  —  |  (BC«  ^^^^  ^  —  -A^C^)-  ^^  ^  Trigonométrie 
rectiligne  on  a  AC  =t,  BC  sin.  B  :  cette  formule  donne  /dooc:  lé 
càU  AC  Jtçpp  grand  de  la  quantité  |  (BC  siû.B  — -  AC^).  Mais , 
toujours  en. négligeant  les  quantités. du  5*  ordre .^ravaûtndecHière 
•équatiçn  élevée  au  cube ,  doilne  AO  s=  BG^  sin^^B^  Donc  «  =3 
—  ^  BC^  sin. B  (i  — sin.?B)  j  et  pour  avoir  cette  erreur  en  se- 
condes, (nous  supposerons  toujours  les  côlés  pris  en  secondes) , 

^  s=  —  BC  sm.  B  X  -ôWrT' 

plub  ^nde.  vaifeur  !(a2i9)  de  sini  B.cos.^B^  x>n  trouve^s:«-*4%  ^^^ 

Ôh'  ob^erreira  (  ei  cette  réfleiiôn-  sappliqué  de  même'  à  tous  les 
problètbes  qui  suivent)  combien  il  séi*ait  facile  ou  de- former  une 
table  de  cette  erreur^  ou  de  trouver  Tèrreiir  dans  èhaque'cas  parti* 
éulier.  Car  en  calculant  fiC^in.  B,  od'a  d^à  eu  occasion  de  prendra 
fé  log.'de  BC  \  de  pliis'on  sait  brdifiaiirémeht  fcs  Ibgariihmës  de  6  et 
de'  R*',  attendu  l'usage  fréti tient  qu'où  en  fititdans  le  calcul  *,  et  i\ 
suffit  de  ïes'eiirjiloyer  aved  quillrê  yècîmaïe87  de' irréme  que  celui 
de  COS.  È;  Peut-être  en  ' èdûteraii^4r  hibins  de  travail  que  de  cher* 
cher  pè^r  les  pârties''îirbpôrtiaûhellès  les  logarithmes  dé  sin.  BC  et 
de  sln/AC ,  en  résolvant  lis  triangle'  ébmnië  sph^riqtie  •,  et'peiit^être 
cette  dernière  méthode  ne  donnerait-elle  jamais  les '  centièmes  de 
seconde  aussi  exactement  qu^bn  les  aurait  pat  les  logarithmes  des 
Nombres ,  à  sept' décimales  /  dàfns  le  calcul  dé l'iéquation  A€';=BC 
sm»  j3«        , 

ii85.  Les  ^ounées.éjtant  les  rnêmes  gjae^^^ns  le  problème  pré- 
cédent^ trouifer  te  côté  ÀB  adjiweni  J^J*<in^le  donné^ .      ,  ^ 

Puisque  (  1038)  ,  tang.  AB  =  cos.  B  tang.  BC,  on'aura  X^8i  )  ; 
:^fe*+'i  AB'  =  co^.B(6C  4-  iBCOV  et  par  éonsêqùènt^  Âfi  ==: 
BC  coà.^B^+  iXBt;^  coV. B  — :AB»).  De>tfc>  :=  |  BC  (  V-f  c6s.-B) 
cès.P,  orf     "      ■•  '  '  ''  '■•■■••  '•  ''*''  ^'  •  ^" 

c  ;=  BÇ  cos«  B  >;  r^nST* 
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Cette  erreur  est  en  sens  contraire  de  la  précédente.  La  table  qu'on . 
formerait  (1184)  de  Terreur  de  AC  donnerait  aussi  celle  de  AB, 
en  adoptant  pour  argument  (90*  —  B)  au  lieu  de  B ,  et  prenant  le 
double  de  Terreur  donnée  par  la  table. 

11 86.  Les  donnée»  étant  toujours  les  mêmes ^  trouver  l* angle Q.' 
Puisque  (1028),  cot.  C===cos.  BCtang.B  =  tàng.B(i  —  ^BO), 

(285}^  si  on  fait  €  =  90*  — B  +  éî,  on  auraçot.  C  =  tang.  (B — é)i' 
et  par  conséquent  fang.  B  —  tang.  '(  B  —  ^)  •=  |  BC*  tang.  B  i=:' 

---TK — ^4s >f  (II*  ^50  •  Mettant  cos.  B  au  lieu  de  cos.  CB  — ^), 

CO8.  B  CO8.  (B— »eV  ^  ^  ^  ^' 

et  e  au  lieu  de  sin.  e,,  on  aura 

Cette  formule  est  très-commode ,  puisqu'elle  suffit  seule  pour  faire' 
connaître  la  valeur  de  C.  H' est  vrai  qu'elle  n'est  pas  propre  à  donnet 
les  centièmes  de  secondes^  lorsque  BC  est  >>  i^  5o'  :  piais  on  aura 
bien  rarement  un  dixième  de  seconde  d'erreur  loi^sque  BC  sera 

*  * 

1187.  Connaissant  Phypoténuse  BC  <  5*,  et  un  côté ,  pat 
exemple  AB  |  trouver  Pofigle  opposé  C« 

On  a  (loa^,  Bin.  C:==  -^^  =  bc-|BC»  ~  bc  ^  i-|bo-' 
Nommant  C  —  ^  la  valeur  que  donne  la  Trigonométrie  recti- 
ligne  pour  l'angle  cherché  ^  dn  aura  sin*  C-^sin.(C^— '^}  =3 

bcC.-|bc'~0=bc><  6-bc  =^sm,igcos,CC^iO; 
(IL  aS*).  Négligeant  dai^s  le  déndminafeiiir  le  tefifie  BC*> 
qui  y  en  effectuaat  la  division  ,  ne  dpnpei^ait.  que  des  quantités 
d'ordres  supérieurs  :  au  troisième  ;  et  mettant,  comme  à  Tordi- 
Aaire y\c  au  lieu  de  sin; ii?»  et  cos. Ç  an  lieu  de  ços.(C->-»j^)j 

il  reste  e ^*^^^^  =»  k  AB  x  AC ,  (Sîy-,  i4%  W).  Pour 
forxner  une  tahle,  on  aurait  donc 

1?  =  ^  X  t/(BO— AB)(BC-f  AB). 
Mais  la  formule  suirante    . 

: •  ABX' BC  008,  C 

,  *  -,: — ÇR'  ■  ■■ 
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«eraît  plus  commode  pour  corriger  Tangle  C,  après  Taycir  déCer*- 

miné  par  la  formule  sin.  C  =  ^. 

Cette  erreur  est  trois  fois. plus  petite  que  celle  que  nous  avons 
trouvée  (1186)  pour  le  même  angle  C,  l'hypoténuse  et  l'autre 
angle  étant  donnés.  Il  est  facile  de  comparer  les  deux  valeurs  de  ^, 
en^  mettant  dans  la  dernière  formule  BC  cos.  B  au  lieu  de  AB  ^  et 
Bin.  B  au  lieu  de  cos.  C.  Je  suis  donc  fondé  dans  ce  que  j*ai  avancé 
(1182). 

j  i88.  Les  données  étant  les  mêmes,  trouver  V angle  adjacent  B. 

La  Trigonométrie  sphérique  donne  cos.  B  =:  cot.  BC  tang.  ÂB  \  et 

AB 

la  rectilîgne,  cos. (B  —  ^)  =gç.  Donc  cos.  (B  —  e)  —  cos.  B  = 

AB        AB+ÎAB'_AB/  5  +  AB'\  _  AB       BC^-AB^_ 

BC""BC+ÎBG5—  BCV  3+BC*>/'^BC'^    3  +  BO     —  ^  ^. 

AB  AC* 

«in. B,  (II.  a4*).  Et  par  conséquent  e  =  BCxria.B  ^  ?+BC'  = 
I  AB  X  AC,  (557,  lo*),  en  négligeant  dans  le  dénominateur  le 
terme  BC*,  (1187).  L'erreur,  dans  ce  cas,  est  donc  double  de 
Terreur  produite  ci-dessus  dans  la  détermination  de  l'angle  C  ;  d'où 
il  suit  que  les  mêmes  formules  serviront  pour  l'un  et  l'autre  angle. 
Cependant ,  pour  avoir ,  dans  le  problème  présent ,  la  valeur  de  e 
avec  le  plus  grand  degré  d'exactitude  qu'on  puisse  attendre  des 
tables  dans  la  valeur  de  (B  — ^)  au  mo^en  de  la  formule  cos.  (B— ^) 

5»  ^ ,  il  £Giut  que  l'hjpotémwe  n'excède  pas  deux  degrés. 

•  1 189.  Les  données  étairtiles  mêmes  ,  troiwer  Vautre  côté  AG 

Puisque  cos.BG  ==  cos.ABcos.AC,  on  aura,  en  négligeant  les 
quantités  du  6«  ordre,  r  — iBC'+T?BC*^=(i  —  iAB-H-,;  AB*) 
(  I  —  1  AC  4- ^  AC-0 1=  I  —  i  AB*  —  i  AC-^H-^  AB« -H  3^  AC* 

4-  i  AB»  X  AO.  Réduisit  à  inuItipU«nt  par  a ,  et  transposant , 
on  a  BO  =  AB* -f.  AC«  4- Vî BC*  —  ^  AB*— îV  AC<  —  i  AB*  X 
AC*.  Mais,  toujours  en  négligeant  les  quantités  du  6*  ordre,  cette 
équation  élev^  au  quarré ,  donoo  BC*  »=^  AB*  +  aA.B*  x  AC* 
+  AC*.  Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  BC*  dans  l'équation 
qui  vient  de  nous  donner  celle  de  BC*,  on  aura  BC*=  AB*  -H 
AC*  —  i  AB*  X  AC*,  ou  |/(BC  —•  AB*)  =  AC  »/( i  —  i  AB*). 
En  développant  ce  dernier  binôme,  et  négligeant  les  quantités  da 


DES  TRIANGLES  SPHÉKIQUES  AUX  TiOAKGLES  RECTILIGNESk        55  i 

5*  ordre,  on  a  AC  =  i/(BCv— •  AB»)  ^  |  AB*  x  AC-  Dans  ce 
dernier  terme ,  qui  est  la  valeur  dé. a,  >on  peut  sans  scrupule  sub» 
stituer  à  AC  sa  valeur  exprimée  parole  pifemier  terme  seulement  : 
ce  qui  donnç  pour  résultat    , 

.     «=?=g^^  »/(BÇ~ÀB)(BC-f-AB). 

Cette  formule  donne  les  centièmes  de  Secondes ,  quand  Phypoté* 
nuse  n'excède  pas  4***  i  ^ 

.Comme  ce  problème  est  d'un  usage  jfréquent ,  pous  croyons  de- 
voir observer  que  quand  ori  a  calculé  la  valeur  de  AÇ  par  la  fori;oi:^Ie 
(537,  14*)  >  il  lie  reste  plus,,  pour'  àvbii?  la  corj^ection  de 'cette 

valeur^  qu'à  la  multiplier  par  :j^-^;^    ... 

,        •  ■      » 

iigo.  Connaissant  un  côté  et.  l'angle  opposé' y  par  exemple *AC 
et  B,  trouifer  V angle  C.  '  --  ... 

Puisque  sin.'C  sg;-.^,  ■-'    >  $i  OU; fait  C  sœ  Qo*—  B  +  3,  on  aura 


cbs.AC 

coi.  c  B  li  è)  =  -^^  =  COS.  Ç  X  C 1  —  i  ACM-  •  =  cos.  B  + 

^  ^  COS.  ACi  .     ^  .  N  »  •  •         • 

.....  .    .  ,      ,        •  •  • 

\  AC*  COS.  B ,  en  négligeant  les  quantités  du  4*  ordre.  Et  par  consé- 
qufèhtco8.(B^u?)  — .'dos.Bci=  i  AO  cos.B  s^r  ^  sin.B/(IL  24*> 
Donc  ••        '  *     ''  *'' 

•      :     f         '  '  î         ■    —  '     '       .   f  **A  ni: 

Gëtfé  fi>rmul«  jdontie'les  centième?  de  seconde»,  <]Qand^a  somme 
des  côtés,  ou^AQ-f- AC  cot.  B),  n'excède  pa,s  a**  4^\  Si  on  vou- 
lait former  une  table  de  cette  précision  ,  même  pour  les  cas  où  on 
auç^it  (A*G -rf- Afiî.«)tF^)=  ft%  Sfaudr^it  M  servir  de  la  formule 

e  =  — ^ — (1  +— — -- j+-_^7  en  employant  dans  le 
dernier '-ferme  la  râleur  cle  é  titëé'da  premier  ferme  seulement. 

rig^t  .-"Les  dénïi^$  |i$t4tpt  \èè  Cernés ,  itoûver  Vautré  '  côté  AB. 

^  Fi)l^ue  8îa.  AB  =*/  cotJBLtaifg.  AÇ^  on  aiur)»  AB  — '  ^  jAB'.^s 
cot.'B  '(  AC^-Pl'At!*)  rdonc  Ai  i=  AC  >*:  cot.B  +  \  ÂC  cot.  B 
rf-  f  AB».  Et  par  dbniéttdëàt  e ^lAQ^ot  B  +  ^  AC  cot.^B,  ou 


tt^ 


^  sa  AC  >Ç  cptLJ?i><;  55^  («  *  îCot.'B). 
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Cette  formule  et  la  sui?'<aate  donnent  les  cent ièmes  de  seconde  , 
lorsqu'on  a  (AC  4-  AC  cot^  B)  <  8% 

iiQ!!.  Leis  données  étant  les  mSmes  ^  troui^er  Vhypoténuse'BIC. 
La  seconde  équation  (i  1 85)  donne  BC  =  ^^ + 1  f  BC* — -r^  \ 

Et  par  conséquent  e  =  |-  (bC»  -  4^)  =  -^  (^J-  «  ,) ,  ou 

__     AC  AC  cot.»B 

*  -"  «in.B   ^      6R'R'    • 

iigS.  Connaissqnt  un  côté  et  T angle  adjacent^  par  exemple  AB 
ef  B ,  trouver  l'angle  i^pposé,  C.      . 

Cos.  C  =  sin.  B  cos.  AB  =  sin. B  (i  -î-  i  AB*)'.  Soit  C  =  90*  — 
B  +  tf  ;  on  aura  sfai.  B  —  sin.  (  B  —  ^)  s=:  |  AB^  sin.  B  ê  ^  X 
ijos.  B,  (II.  .a5*>  DoAQ,  .      .  ,.     ^ 

AB*  tang.  B  , 

an 

Cette  formule  donne  les'  centièmes  de  secondb-i  ^nand  on  a 
(AB  -f-  AB  tang.  B)  <  ^i""  4^';  limite  qui  s'étendra  jusqu'à  8*  par 

,      n  ,  .        ^  AB*  tang.  B  /  AB*     \         e*  tang.  B 

la  formule  suivante ,  e  =  — ^^^     ^i  —  ,aa^RV al^"* 

dans  laquelle  la  yalenr  de  ^  ^^  tirée  du  premier  termp  »  s'emploiera 
pour  calculer  le  dernier. 

X 194*  Les  données  étant  les  mêmes  $  trouver  Vautre  côté  AC« 
La  seconde  équation  (i  igi)  donne  ÀC = AB  tang.  B  — - 1  AB'  x 
iang.  B— f  AC^  Donc  ^  =  ~^AB«  tang.B— ^  AB' tatagi^  ou 

«  s:  —  AB  tang.  B  X  g-g?ïr»  (  I  H- afang.'B).' 

Cette  formule  donne  les  centièines  de  seconde»  lorsque  IW n 
(AB4-ABtang.B)<8».  ... 

1195.  Les  données  étant  les  mêmea^  trouver  PJiypaténusehC* 
La  5«  équaUon  ( ,  iS5)  donneJÇJpc  ^  -  i  (BC'  -  ^)- 

Donc  c  cÈ,-~  4  (J^  --•^')  i: '-  a^  f-^-'iV»'  <>« 

....  -^ _AB    .^   A^I^M^,  i-      •f.-.'     , 

l<a  limito  est  U  wèine'  qu0  dans  la  solution  ptécédeAté,  (119^* 


L 
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I  ig6.  Connaissant  deux  côtés ,  AB ,  AC ,  dont  la  somme  n'excède 
I>a8  4''>  trouucr  un  des  angles  ^  par  exemple  B» 

La  Trigonométrie  sphërique  donne  tang.  B  ;s5  *",f'A^  )  et  la 

AC 

MCâligne ,  taog.  (B  —  ^)  =3  j^.  Donc  tang.  B  —  tang. (fe  —  e) 

AC/i+fAC>  \_AC  aAg+AB>_      e         riT-i5*^ 

AB  Vi— ^AB»        V"  AB    ^      6  — AB-     ~  2^?B^  111.^0  ;. 

Négligeant  dans  le  dénominateur  le  terme  AB^ ,  (1 1^)  ^  et  met- 

AB* 

tant  Y^  au  lieu  de  co$«*B>  et  BC*  an  lieu  de  AO  4^  AB*^  on 

aura  c  =  |  AB  x  AC  X  22^^=^  AB  x  AC(.  H-^*), 
on 

«  =  ^^2  (  X  +  sin.-B). 

1 197.  Connaissant  deux  oâtés  y   AB ,   AC  »  dont  la  somme 
n'excède  pas  8*,  trouver  Phypoténuse  BG. 

Nous  avons  eu  (i  189) ,  BC*  =  AB»  -f  AC*  —  |  AB*  x  AC. 

Donc  BC  =  V/(  AB*  -f-  AC*  —  i  AB*  x  AC*  )  j  et  en  dévelop- 
pant le  second  membre  par  le  binôme  de  Newton  f  et  négligeant 

les  quantités  du  5*  ordre ,  BG  as  /(AB»^.  AÇf)  '^K^fepig^- 
et  par  coniiéquent 

AB'XAO 

*  "^  ""  éft^RV<AB«  +  A<l'V 

Comme  ee  problème  se  présente  très-fréquemment ,  je  donne  ici 

le  logarithme  constant  S^S^Spo  =  log.  rp??- 

,  ».  . 

X  ig8«  Pour  donner  un  exemple  de  l'utilité  de  notre  fio^rmul^^  soient 
AB  =w  4""  »'  ï5'>  AGss  5*  55'  17'i  on  troniirera^  en,  sç;  servait  jdes^ 
logarithmes  à  sept  décimales^  v/CAB^-f-ÀC')  s=:.5?  5flf  57',75.  Dçtfic 
log.  —  4î  =  8^59500+ a  log.  AB  +  n  log,  AC,-r  log^  V^.(  AB*  ^  AO) 
=====  0990787;  et  par  conséquent  ^  =  <— :  8^09^  et  l'hjpoténu^a  chefc* 
chée  BC  sS""  36'  49'i^^  valeur  approchée  à  moip^  dfifii  centième 
de  seconde.  La  formule  ordinaire  >  cps.  BG  =s  cos.  AB  cos.  AG ,  ne 
donne  pas  même  les  secondes  exactement  p  quand  ^C  est  <  4''/^' 
Terreur  qu*elle  produit  est  d'autant  plus  grave  que  BÇ  est  plus  au^ 
dessous  de  4''« 

L'expression  v^(AB*  4»^  AC^)  se  calcule  ordinairement  par  le 

45 
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moyen  d'un  angle j  on^a,'  par  exemple,  fang.  B  ==  j-g,  puis  BC 
oii  '/(AB*  -jr  AC'')'=;>^.  On  obçeivera  <{\3é,  àaau  cette  der- 

ifièra  é^uatiqn-r-  il  faut  employer  l'angle  B  tel  qu'il  a  été  donné 
par  la  précédente,  sans  faire  usage  de  la  ^correction  (1196).  La 
méthode  ^4^)  P^^'  trouver  ici  «on  application. 

1190.  C(f^nahsan^ les  deux  angle»,  il  faut  to«}otir8  chercher 
en, preoiiecjiçu  l'hypoténuse  par  la  formule  (io35};  de  îà>  avec 
t'hjpQténuse  et  un  angle ,  on  pourra  trouver  les  côtés  par  les  mojens 
donné^iiiéSyiasy.'    .    "■        .  ^  •: 

''8-75.  1200.  Les  méthodes  que  nous  venons  de  donner  peuvent  aussi 
résoudre  un  fnangle'^Jont  Un"«èùl  côté  serait  petit.  Soit  P  le  pôle 
a/ciique ,  A  i'Observ^toiiie  de  Paris,  M  la  ville  de  Marseille ,  oii 
un  point  de  celte  ville  qui  ait  servi  de  sigi  ipérations 

(8oi^i  et,8iMt  ME  unarcde  grand  cercle. p  esurAE, 

Je  suppose  qVon  ait  détérmiijé  la  distanc*  rseille  au 

méridien,  de^  Paris ,  dé  12,6310  toisjes,  et  la" .  _  à  la  per- 

pendiculaire,  de  5i4iSi  toises.  Kous  avons  dit  (lOio)  que  ME 
se  nomme  Axm^rià^dîfference 'de  longitude  ,  et  AE  \9^  différence 
dé  latitude  entre  les  deux  points  A  et  M,  dont  il;  ^'agU  ;  mais  que 
ces  dénominations  sont  inexactes  et  impropres,  puisque  la  diffé- 
rence de  longitude  est  réellémeAt  l'angle  !P ,  et  la  différence  de 
latîtode  Tare  AL  >  en  slipposont  PL  ;=:  FM  ,  et  considérant  la 
Terre  comme  étant  de  figure  sphérique  (801).  Or  connaissant  MEj 
AE,  on  en  déduit  facilement  la  valeur  de  P  et  celle  de  AL , 
pourvu  qu'on  connaisse  la  distance  dé  l'un  des  deux  lieux  au  pôle. 
Eii'eflet,  Soit  AP  =s  4*°  9'  46^V  si  on  ré3uit  AE  en  nècondw  par 
la  proportion  (S>^y»  ilans  laquelle  on  é<:rwa  3368335  toises  pour  le 
rayon  de  la  Terre  ^iSSq),^ et  R'  (65i)  au  lieu  de  R^  i  j  on 
aura-,  pour  quatrième  terme/ AEe=:  5'  5o'  35'}  et  par  conséquent 
PE  =  l46' 4Ô'  II*.  Dans  le  triangle  PEM  rectangle  en  E,  on  a 
(Yt;  i40;  cot,  p  ==  sin.  PE  cot.  ME,  ou  tang.  P  =  ^^^.  Donc 
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les  puissances  supérieares  à  la  quatrième  )j  on  a  P  s 


sin.  PE 


(i  4-  I  ME-  X  I  - 115^)  ,  et  par  conséquent  P  ;=  ^  x 
(i  —  5  ME*  X  cot.*PE).  Voici  le  calcul  de  cette  fonnule. 

log.  ME  =r  1362  lo  toises  =  5,1010938 
compl.  log.  (  R  =5268a35  lois.)  =  3/4856870 

log.  (ME  on  parties  de  R  =  i  )  =  8,5867808      • 

log.  R'  =  5,3i4425i 
compl.  log.  sin.  PE  =  o,  1 38aao6 

'°8*  ^W  =  4»o594a65  =  log.  logSo',  5 

compl.  log.  3  •=  9,5339 
log.  ME,  comme  ci'dessus ,  =  8,5868 

idem  =s  8,5868 

log.  cot.  PE  =:  9,974r 

idem  =  9,974? 

'       ,  ME*cot.«PE  coer  i  /»   o 

Donc  P  =  10945*,  5  =  3*  a'  a5',  5. 

« 

Pour  avoir  AL ,  ou  PM  —  PA,  Téquation  ordinaire  co8.  PM  5= 
COS.  P£  COS.  ME  me  paraît  la  plus  commode. 

laoï.  Examinons  maintenant  le  cas  qui  se  rencontre  très-sou- 
vent ,  où  l*un  des  arcs  qui  forment  l'angle  droit  est  un  àrc'  de 
parallèle  et  par  conséquent  de  petit  cercle.  Comme ,  dans  les  petits 
triangles ,  cet  are  ne  diffère  pas  sensiblement  dé  sa  corde  pour  la 
longueur^  on  a  coutume  de  résoudre  le  triangle  en  le  donsidénant 
sans  scrupule  comme  rectiligne  rectangle.  Mais  la  vérité  est  que 
Terreur  sur  Tàngle  droit  peut  être  très-sensible^  et  qu'elle  peut 
produire  sur  les  parties  cherchées  du  triangle  >  de»  altérations  qu'il 
me  semble  qu'on  n*a  pas  encore  observées  ^  et  qui  cependant  sont 
pluâ  considérables  que  celles  dont  nous  avons  parlé  jusqu'à  préstoL 
C'est  ce  que  nous  allons  établir^  et  c'est  la  troisième  dei  recherches 
que  nous  nous  sommes  proposées  (ii7i)* 

« 

laQâ.  Dans  le  petit  tjriangle  sphérique  BAC  rectangle  en  Afi^.^G, 
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rig.76  relatirement  à  Varc  de  parallèle  CDA^  soit  F  le  p61e  de  cet  arc; 
et  Ca  Tare  correspondant  de  grand  cercle.  Si  on  résout  le  triangle 
BAC  comme  rectiligne^  c'est  danal^  fait  employer  l'arc  Ca  plutôt 
que  l'arc  CDA^  puisque  le  premier  est  celui  qui  approche  le  plus 
de  sa  corde  (974)^  ou  de  la  ligne  droite.  Mais  l'angle  a  est  d'autant 
plus  au-dessus  ou  au^-dessous  de  90^ ,  que  la  distance  au  pôle  ou 
l'arc  àP  est  plus  au-dessus  ou  au-dessous  de  90^;  comme  l'indique 
Tëquation  (ii43  >  ^0  »  cos«  a  s=  tang.  |aC  cot.aP,  dans  laquelle 
faisant,  comme  à  notre  ordinaire  >  ^  =  90"*  —  a ^  on  a 

^  s:  iaC  X  cot.  aPj 

formule  qui  donne  Terreur  sur  Tangle  que  Ton  considère  comme  droit. 

iio3.  Supposant  ÀP  <  90^,  on  aura  aussi  a  <90''î  et  il  est  facile  de 
reconnaître  que  si  on  résout  le  triangle  BAC  comme  rectiligne  rec- 
tangle, il  en  résultera  diverses  erreurs,  selon  la  diversité  des  données* 

Par  exemple,  soient  donnés  le  côté  AB,  et  l'arc  ADC  en  parties 
de  grand  cercle  (985). 

Observons  d'abord  que  dans  les  petits  triangles  il  est  rare  que 
la  différence  de  longueur  entre  ADC  et  aC  puisse  mériter  attention. 
En  effet,  ADC  =  P  X  sin.  AP,  (985),  et  sin.  |  aC  =  sin.  iP 
sin.  AP ,  (ii4^  9  ^""O  ;  égalant  les  deux  valeurs  de  sin.  AP  tirées 
de  ces  deux  équations  ^  on  déduit  de  la  nouvelle  équation  qui  ea 
résulte^  cette  analogie, 

P  :  sin.  |P  ::  ADC  :  sin-JaC, 

par  le  moyen  de  laquelle  on  pourra  réduire  le  côté  ADC  au  côté 
aC.  Mais  on  trouvera  leurs  différence»  insensibles  dans  les  cas 
ordinaires,  dans  lesquels  P  n'excède  pas  i""  W. 

f  >s*  77*  i:io4*  Prenant  donc  indifféremment  aC  au  lieu  de  ADC  ,  soif 
BaC  (fig*  77)  le  même,  triangle  que  celui  de  la  fig.  76  formé  par 
trois  arcd  de  grand  cercle ,  et  soit  désigné  par  a  l'angle  BaC 
Puisque  a  est  <  90* ,  qu'on  élève  du  point  a  l'arc  perpendiculaire 
aM  z=sàR,  et  qu'on  mène  l'arc  CM.  Le  triangle  CaM  est  celui 
qu'on  réiioudra  effectivement ,  si  avec  les  données  aC ,  oBj  on 
résout  BaC  comme  rectangle.  Par  conséquent  on  trouvera  l'hy* 
poténuse  CM  >  CB ,  l'angle  MCa  <  BCa ,  et  CMa  différera  aussi 
de  CBa»  Les  erreura  ne  seraient  plus  les  mêmes  si  les  données 
étaient^  par  exemple  ^  Ba,  BC|  puisqu'en  abaissant  l'arc  perpen« 
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diculaire  BN ,  sensiblement  égal  à  Ba^  le  triangle  qu'on  résoudrait 
en  pareil  cas  serait  BCN. 

iao5.  Four  remédier  facilement  à  toutes  les  erreurs  de  cette 
espèce^  j'observe  d*abord  que  Ton  peut  sans  scrupule  supposer 
NBa  =  BaM  =  90""  —  az=z  e.  Gela  posé ,  par  le  moyen  de  la 
formule  (1202),  j'ai  calculé  la  table  suivante  des  valeurs  de  ^ea 
minutes  et  décimales  de  minutes^  en  supposant  aC  =  1%  et  faisant 
d'abord  la  distance  au  pôle  ou  AP  =  lo""  ^  à  cause  de  la  variation  Fig  jês 
trop  irrégulière  des  valeurs  de  e  pour  de  plus  petites  distances  au 
pôle.  Dans  le  ca^  de  ces  moindres  distances  ^  il  faudrait  calculer 
exprès  la  formule  ^  =:  |  a  C  x  cot«  a  F }  ou  ^  à  toute  rigueur  >- 
sin.  e  5=:  tang.  1  aC  x  cot.  aP. 


DIST. 

au 

PÔLE. 

TALEVRS 

de 

f 

e. 

DIST. 

au 

PÔtE. 

VALEURS 
de 
e. 

DIST. 
an 

PÔLE. 

TALEVRS 
de 

9. 

DIST. 

au 

PÔLE. 

TALEVRS 

de 
e. 

10» 

11 

19 

a',836 
3,57a 
3,35a 

3o» 

3i 

3a 

o',866 
0,83a 
0,800 

5o» 

Si 

5a 

o,4o5 
0,391 

70» 

71 
79 

o',i8a 
0,17a 
o,i6a 

i3 
i5 

a,i6S 
a,oû5 
1,866 

35 
34 
35 

0,770 
0,741 
0,714 

53 
54 

55 

0,577 
0,363 
o,35o 

73 

74 

75 

0,1 53 
0,143 
0,134 

16 

ï7 
16 

»,744 
1,635 

1,539 

36 

37 
38 

0,688 
0,664 
0,640 

56 

57 
58 

0,337 
o,3a5 
o,3ia 

76 

77 
78 

0,1  aS 
0,1 15 
0,106 

ï9 

ao 

31 

1,45a 

1,374 
i,3o3 

39 

40 

41 

0,617 
0,596 
0,575 

59 
60 
«1 

o,Sod 
0,389 
0,377 

7d 
80 

81 

0,097 
0,088 

0,079 

aa 
a3 

«4 

i,a38 
1,178 

1,133 

4a 
43 

44 

0,555 
o,536 
o,5i8 

6a 
63 

64 

0,966 
0,955 
0,944 

83 
83 

«4 

0,070 
0,061 
o,o53 

a5 
a6 
37 

1,07a 
i,oa5 
0,981 

45 

46 
47 

o,5oo 
o,483 
0,466 

65 
66 

67 

0,933 

0,993 

0,919 

85 

86 
87 

0,044 
o,o35 
o,oa6 

98 

«9 
3o 

• 

0,940 
0,90a 
0,866 

48 

49 

5o 

o,45o 
0,435 

o>4ao 

68 

69 
70 

0,903 
0,19a 

o^iSa 

88 

89 

90 

0,017 
0,009 
0,000. 
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iao6«  Four  donner  un  exemple  de  Tusage  de  cette  table  ^  je 
suppose  qu'étant  donné  un  arc  de  parallèle  de  60%  tel  que  ADC, 
situé  à  So""  de  distance  du  pôle  P  j  on  demande  de  quelle  quantité 
Tangle  PAD  de  90^  excède  Tangle  a,  (laoa).  L'équation  de  la 
fable  ^  à  So""  de  distance  du  pôle^  est  o'|866  ;  multipliez  cette  valeur 
Fig.  77. par  60 ,  vous  aurez  e  =  Si',  96  5=  5i'  5f,  6.  C'est  à-peu-près  la 
valenr  de  NBa ,  dans  le  cas  proposé.  Pour  connaître  le  petit  angle 
UBa ,  il  suffit  donc  de  multiplier  l'équation  de  la  table  par  Tare 
aC  pris  en  minutes. 

1207.  Connaissant  l'angle  NBa>  on  a  immédiatement  les  autres 
différences  des  parties  du  triangle  proposé  Cba  aux  parties  corres- 
pondantes du  triangle  réellement  rectangle  CBN.  En  effet,  i"".  NBa 
=  N  — a  =  go*  —  a  î  a*.  BN  =  Ba  x  cos.  NBaj  la  différence  de 
BN  kBa,  qui  sera  donnée  par  cette  équation ,  sera  le  plus  sou** 
vent  insensible  }  S"".  Na  =  Ba  sin.  NBa;  cette  réduction  est  celle 
qui  mérite  attention.  Supposons  Ba  =:  l'i  NBa  =:  i'*,  on  a  Na 
s=  o",  01745,  et  log.o%oi745  =  8^24^.  Donc  en  général  on  aura^ 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  Ba  et  de  NBa ,  prises  en  minutes, 

Na  =  0^01745  X  Ba  X  NBa. 

Soit,  par  exemple  »  Bâ  =  6o',  NBa  =  ao^;  alors  Na  =  0^,01745 
X  60  X  30  =  20',  94, 

x2o8.  Si  Ton  fait  aussi  Ca  =  60' ,  et  qu'on  résolve  le  triangle 
CBa  comme  rectiligne  rectangle,  on  trouvera,  en  négligeant  la  petite 
correction  (1197)»  1*  a4'5i%  17  pour  la  valeur  de  l'hjpoténuse}  mais 
cette  valeur  est  réellement  celle  de  CM ,  et  non  celle  de  BC.  Si ,  au 
contraire,  dans  ce  calcul,  au  lieu  de  Ca  on  emploie  CNs=s59^  Sg%  06, 
on  trouve  en  effet  la  Valeur  de  BC  =5=  i*  ^4'  36',  58.  D'où  Ton  voit 
qu'en  résolvant  le  triangle  CBa  comme  rectangle,  l'erreur  sur 
^.  ^J'hypoténuse  est  i4'*  79^  et  que  cette  erreur  serait  d'autant  plus 
grande  que  CDA  serait  plus  près  de  «on  pôle.  Dans  le  cas  présent 
AP  =5  56^  iS'.  Mes  corrections  peuvent  donc  être  importantes  pour 
l'Astronomie,  lorsque  Parc  de  parallèle  est  un  almicantarat. 

« 

12^09.  Dans  le  cas  où  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  sera  un  arc 

^'^  ''•  de  parallèle ,  on  pourra  donc  éviter  toute  erreur ,  en  résolvant  le 

triangle  BCN  au  lieu  du  triangle  BCa.  Si  l'arc  de  parallèle  est  connu, 

il  faut  le  dioûnuer  de  la  quantité  Na,  (1^07),  avant  de  résoudre  le 
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triangle  BCN.  De  même  si  Pangle  CBa  était  donné ,  il  faudrait, 
avant  de  Pemployer ,  le  diminuer  de  la  quantité  NBa,  (laoS).  Au 
contraire ,  si  aC  ou  CBa  sont  les  choses  cherchées ,  il  faudra  >  après 
les  avoir  trouvées ,  leur  appliquer,  les  mêmes  corrections ,  mais  eu 
sens  opposé ,  parce  quala  résolution  du  triangle  BCN  donne  CN 
et  CBN  au  lieu  de  Ca  et  CBa.  Au  surplus ,  si  Ton  veut  une  très- 
grande  exactitude ,  on  pourra  résoudre  le  triangle  BCN  par  les 
méthodes  et  les  formules  (ii85  à  1199)* 

.1310.  Il  reste  seulement  à  observer  que  quand  AP  est  >  90*,Fîg.76 
et  que  l'angle  CRa  opposé  à  Tare  de  parallèle  se  trouve  situé  entre  ^  '"' 
cet  arc  et  le  pôle ,  alors  la  perpendiculaire  BN  tombe  en  dehors  du 
triangle  CBay  et  par  conséquent  toutes  les  corrections  précédentes 
doivent  se  faire  en  sens  contraire  de  ce  que  nous  avons  prescrit 
pour  le  cas  eu  AP  est  <  go^^j 

131 1.  II  arrivé  trës-souvent  ^  surtout  dans  PAstronomie^  que 
deux  triangles  ont  Phjpoténuse  commune^  et  un  arc  de  parallèle 
pour  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  dans  chacun  d'eux.  Connais- 
sant deux  côtés >  pat  exemple  AB^  AC  de  l'un  de  ces  triangles^  etp^^.  ^^ 
la  différence^  par  exemple  ACD^  de  deux  de  leurs  angles  ajant 
le  sommet  commun;  pour  avoir  la  valeur  des  côtés  BD>  CD  de 
l'autre  triangle >  on  résout  ordinairement  ces  triangles  comme  rec- 
tilignes  rectangles^  et  on  fait  ACD  =:  ABD.  Mais  ces  angles  sont 
d'autant  plus  inégaux ,  que  la  correction  ACF  de  l'angle  A  (i3o5) 
diffère. davantage  de  la  correction  PCM  de  Tangle  D.  Pour  éviter 
toute  erreur ,  il  faut  employer  dans  le  calcul  BF  au  lieu  de  BA ,  et 
MCF  au  lieu  de  ACD.  Or  MCF  =  BCM  —  BCF=  BCD  — 
DCM  —  (BCA  ~  ACF)  =  ACD  +  ACF  —  DCM  }  Pangle 
donné  ACD  doit  donc  être  augmenté  (diminué  si  DCM  est>  ACF) 
de  la  di£férence  des  deux  corrections  ACF ,  DCM.  Alors  on  aura 
MCF  =  ABD  sensiblement;  et  en  employant  MCF  dans  le  calcul, 
on  pourra  faire  usage  des  formules  (647  à  65i),  pour  trouver  CM, 
BM.  Ces  lignes  se  réduiront  ensuite  à  CD,  BD,  (1307).  Un  exemple 
(1459)  fera  voir  combien  ces  opérations  sont  facilest 
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CHAPITRE    XXI. 


Des  Analogies  différmtidle%  des  Triangles  sphériques^ 


1:11 2.  Je  donnerai  les  analogies  différentielles  des  triangles  sphé- 
riques  sous  trois  formes  :  la  première,  rigoureuse  et  qui  est 
nouvelle^  pour  les  différences  finies,  de  quelque  grandeur  qu'elles 
soient ,  rapportées  aux  parties  d'un  triangle  ABC;  la  seconde  pour 
les  différences  infiniment  petites,  comme  on  les  donne  ordinaire* 
ment,  mais  en  augmentant  de  beaucoup  le  nombre  des  analogies 
publiées  jusqu'à  présent,  et  en  appliquant  le  signe  négatif  à  Tune 
des  deux  variations  que  Ton  considère ,  quand  elle  se  fait  dans  un 
sens  opposé  rfslatiyement  à  l^autre }  la  troisième ,  pour  les  mêmes 
analogies  i^fii^itésinjales ,  rnjiis  exprimées  avec  les  dénomioations 
des  parties  du  triangle ,  et  sans  égard  au3(  signes  »  qu'on  pourra 
prendre  dans  les  analogies  de  la  forme  précédente.  De  chacune  des 
proportions  fondamentales,  je  déduirai  par  des  substitutions  autant 
d'autres  analogies  qu'pn  peut  tjx  obtenir  ^ans  introduire  dans  le 
second  rapport  plus  de  trois  parties  du  triangle  (en  exceptant  (i56o) 
six  cas  seulement) ,  ou  plus  de  deux  quand  le  triangle  est  rectangle. 
Ces  substitutions  peuvent  rarement  avoir  lieu  dans  les  analogies 
finies  ou  de  la  première  forme.  Je  supprimerai  aussi  les  analogies 
de  la  troisième  forme ,  quand  elles  serpnt  compliquées,,  et  longues 
et  difficiles  à  énoncer»  Je  donne  toutes  les  analogies  sans  inter-» 
ruption ,  me  réservant  de  les  démontrer  ensuite*  De  cette  manière 
pjlcs  foFtnent  unp  t^ble  ^  à  laquelle  on  pourrq^  F$<^ouriL;  alséo^eutt 
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TABLE  DES  ANALOGIES  DIFFÉRENTIELLES 

DES    TRIANGLES   SPHÉRIQUES. 


Quantités  constantes  AB ,  A  ;  ou,  un  côté  et  un  angle  adjacent. 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DU  CÔxi  ADJACENT  A  L'ANGLE  CONSTANT  f 

ET  DE  L'ANGLE  ADJACENT  AU  CÔTE  CONSTANT* 

i2i3.SiNâA.C:8in.^B::8iii.(BC4.âBC):sinX::sin.BC:sifl.(C+âC)* 

^AC  :  ^B  ::  sin-BC  :  sin.  C 

La  variation  du  côté  adjacent  à  Pangle  constant 
Est  à  la  variation  de  Tangle  adjacent  au  côté  constant  ^ 
Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  au  sinus  de  Tangle  opposé  au  côté  constant* 

^2i4.Sin.âAC:8in.âB  ::  sin.BCsin.(BC4-^BC)  :sin.ABsin.A,(VIL60; 

5i  AC  :  âB  ::  sin.»BC  :  sin.  AB  sin.  A. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant^ 

Comme  le  quarré  du  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 

Est  au  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  l'angle  constant. 

iai5.  sin.  â  AC  :  sin.  ^  B  ::  sin.BC  sin.  (AC+  ^  AC)  :  sin.  ABsin,(B^  ^B); 

^AC  :  ^B  ::  sin.BC  sin.  AC  :  sin.  AB  sin.B. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant^ 
Comme  le  produit  des  sinus  des  côtés  variables 

Est  au  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  l'angle  variable 
adjacent. 
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ïai6.SiD.5lAC;8in.âB::8in.ABsin.A:8În.C8in.(C+âC),(VILi9*),(iai5^^ 

âAC  :  ^B  ::  8in,  AB  ain.  A  :  sin,*C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l^angle  con8tant 

Est  k  la  variation  de  Pangle  adjacent  au  côté  constant^ 

Comme  le  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  Pangle  constant 

Est  au  quarré  du  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

Si  A  =  go** ,  ou  si  AB  =  90**  j 

«17.  sin.  ^ACrsin.  ^B  rrsîn.ACcos.CAC+^AC)  :  sin.  Bcos.(B+^B). 

^AC  :  ^B  :;  sin.aAC  :  sin.aB. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  Tangle  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant^ 
Comme  le  sinus  du  double  du  côté  variable 
Est  au  sinus  du  double  de  l'angle  opposé. 

RAPPORTS   DES  VARIATIONS 

« 

DU  CÔTE  ADJACENT   A  L'ANGLE  CONSTANT  , 
ET   DE  l'angle  OPPOSÛ   AU  CÔt£  CONSTANT. 

jai8.  tang.i^AC:— âia.i^C  ::  lang-CBC  +  i^BC)  isin-CCH-i^C), 

^AC  :  —  ^C  ::  tang.BC  :  sin.  C 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 
Est  k  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant^ 
Comme  la  tangente  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

iai9.^sin.l^AC:-isin.aC::i:8inCC+aQx^^''^^^^''"'^^^''^.^ 

â  AC  :  —  ^  C  ::  sin.  AC  :  «in.'C  cot.  A  ■+•  sin.  C  cos.  C  cos.  AC 
«320.  ^  AC  :  —  ^  C  ::  sin.  BC  tang.  BC  :  sin.  AB  sin.  A,  (VII.  &),  (iai8). 

Si  A  =  go* } 
laai.  8ln.lMC  : -isin.^  C  ::j^^^^^^  :  sin.  (C  +  â  C)  COS.  C,  (1319). 

âAC  :  —  âC  ::  atang.AC  ;8in.aC. 
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La  T'ariation  du  côté 

Est  à  la  variation  de  Pangle  opposé  au  côté  constant  ^ 

Comme  le  double  de  la  tangente  du  côté  variable  « 

Est  au  sinus  du  double  du  même  angle. 

Si  AB  =  9o*î 

»aa.sin.i^AC  :  fsin,  ^C  ::  ,,.(;^^:^f^^e)  ^^  ^^°^CC+  ^C)  cos.C 

^AC  :  ^C  ::  acot.AC  :  sin.aC. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant^ 
Est  à  la  variation  de  Tangle  opposé  au  côté  constant 
Comme  le  double  de  la  cotangente  du  premier  de  ces  côtés 
Est  an  sinus  du  double  du  second  de  ces  angles* 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DU  CÔTÉ  OPPOSÉ  A  L'ANGLE  CONSTANT  , 

ET  DE  L'ANGLE  ADJACENT  AU  CÔTÉ  CONSTANT. 

im3.  sin.i^BCMang.i^B  ::  sin.  (BC  +  i  ^BC)  :  tang.(C  +  i^C> 

^BC  :  ^B  ::  sin.  BC  :  tang.  C. 

La  variation  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant. 
Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  constant 
Est  à  la  tangente  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

t^>i/^»i,in  QBCrflin,  \^B:;^^^'^^^^"^^^^^'^^~^^^'^^^^^^  - 

*^  •■  C/*  •  «in.  R  *flii 


sin.B  *«in.(BC+^BC)* 

^BC  :  ^B  :;  sinS BC  cot. AB  —  sin. BC  cos.BCcos.B  :  sin.B. 
laaS.  ^BC  :  ^B  ::  sin.  AB  sin.  A  :  sin.  C  tang.  C ,  (VIL  19»),  (laaS). 

Si  A  =:  90*  ; 
1236.  i  sin.  ^BC  :  sin. f  ^B  ::  sin.  (BC  -f-  ^BC)  cos.  BC 


COS.  B 


âBC  :  5iB  ::  sin.  aBC  :  3cot.B.  ' 

La  variation  de  l'hjpoténuse 

Est  à  celle  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant. 

Comme  le  sinus  du  double  de  Thypoténuse 

Est  au  double  de  la  cotangente  dii  même  angle. 
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Si  AB  =  90^; 
i«7.~i8in.âBC:8in-iâB  ::  sin. (BC  +  ^BC)  cos-BG  ;  \^^^  ^^^^ ^^y 

— •  5iBC  :  5iB  ::  sin-aBC  :  2tang.  B. 

La  variation  du  côté  opposé  à  Tangle  constant 
Est  à  celle  de  Tangle  adjacent  au  côté  constant. 
Comme  le  sinus  du  double  du  premier  de  ces  côtés' 
Est  au  double  de  la  tangente  du  second  de  ces  angles; 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DU  CÔTi  OPPOSÉ  A  l'angle  CONSTANT , 
*  ET  DE  L*ANGLE  OPPOSÉ  AU  CÔTÉ  CONSTANT. 

i228.Mang.i5iBC:  — tang.l^C  ::  tang.(BC  +  iâBC)  :tang.(C+lâC> 

^BC  :  —  5lC  ::  tang.BC  :  tang.  C. 

La  variation  du  côté  opposé  a  l'angle  constant 
Et  la  variation  de  Tangle  opposé  au  côté  constant 
Sont  proportionnelles  à  leurs  tangentes* 

1239-  5iBC  :  —  âC  ::  sin.AC  :  (cos^AC  +  tang.Ccot.  A)sin.C,(VIL  Sa'). 

i:i3o.  â^C:— â  C  ::  (tang.BC  cot.AB— cos.B)  8in3C:sin.B, (VII.  i8*),  (laaS), 

Si  A  =  go*  î 

i23i.  51  BC  :  —  51C  ::  sin.BC  :  cotB,  (1038,  5*),  (iaa8). 

La  variation  de  Thypoténusc 

Est  à  la  variation  de  Tangle  opposé  au  côté  constant , 

Gomme  le  sinus  de  Phjpoténuse 

Est  à  la  cotangente  de  l'autre  angle. 

Si  AB  =  90^  ; 
123a.  â^C  :  âC  ::  sin.BC':  tang.B,  (i^So). 

La  variation  du  côté  opposé  à  l*angle  constant 

Est  à  la  variation  de  l*angle  opposé  au  côté  constant  ; 

Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à  Tangle  constant 

Est  à  la  tangente  de  l'angle  variable  adjacent  au  côté  constant. 
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RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DES    DEUX    COTlês. 

ia53.  tang.  l^AC  :  tang.  i  ^^C  ::  cos.  i  ^C  :  co8.(C  +  i  âQ- 

^AC  :  âBC  ::  i  :  cos.C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à  Pangle  constant 

Est  à  la  variation  du  côté  opposé  , 

Comme  le  rajon  est  au  cosinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

■.34.'.in.iâAC : .io.;âBC :: . : °"'^*';r:^t^;f^rX^-^*'^-  ' 

^  AC  :  ^BC  ::  sin.  BC  sin.  AC  :  cos.  AB  — .  cos.  BC  cos.  AC. 

l255.8m.^AC:sin.^BC::sm.(AC+5iAC):co8.AB8m.CBC+5\BC) ^ »  qr    — '^^^ — '* 

^AC  :  ^BC  ::  sin.  AC  :  c08.AB9i11.BG— sin.  AB  cos.B  cos.BC. 
ia36.  ^  AC  :  ^BC  ::  I  :  cos.ABsin.  Asin.B— cos.  Aco8.B,  (VII.  la*),  (i233). 

Si  A  =  90'  i 

1257.  sin.  1  â  AC  :  sin.  i  ^BC  ::  gi„.(AC+i5iAC)  *  8in.(BC+i^BC)* 

^AC  :  ^BC  ::  cot.AC  :  cot.BC. 

Les  variations  de  l'hjpoténuse  et  du  côté 
Sont  proportionnelles  à  leurs  cotangentes. 

Si  AB  s=  go*  -, 

ia38.  sin.  i  â  AC  :  —  sin.  |  ^BC  ::  cos.cac+x^iac)  '  «n.(BC  +  i^BC)' 

â AC  :  —  ^BC  ::  tang.  AC  :  cot.  BC. 

La  Tariation  du  côté  adjacent  à  l'angle  constant 

Est  à  la  variation  du  côté  opposé  , 

Comme  le  produit  de  leurs  tangentes  est  au  rajon. 

RAPPORTS   DES   VARIATIONS 

DES    DEUX     ANGLES. 

jiaSg.  tang.  1^3:—  tang.i  ^C  ::  cos. i  â^C  :  cos.  (BC  4- i  ^BC). 

^B  :  —  âC  ::  i  :  cos.BC. 
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La  variation  de  Pangle  adjacent  au  côté  constant 

Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  , 

Comme  le  rayon  est  au  cosinus  du  côté  opposé  à  Pangle  constant. 

^B  :  —  ^  c  ::  sin.  B  sin.  C  :  cos.  A  +  ^os.  B  cos.  C* 
ia4i.  ^B:— ^C::  i:cos.Asin.ABsiii.AC+co8.A6co8.AQ(yiI^36*),(i339), 

Si  A  =  90* } 

^6  :  —  ^G  ::  taog.  B  :  cot.C. 

La  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  conitant 

Est  à  la  variation  de  l'angie  opposé  $ 

Comme  le  produit  de  leurs  tangentes  est  au  rajon* 

Si  AB  =  90»  j 

«45.  sin.i  âB  :  sin.  i  âC  ::  s^FTIJl)  ''  ^l^^ï 

^B  :  ^C  ::  cot.B  :  cot.G. 

Les  variations  des  angles 

Sont  proportionnelles  à  leurs  cotangentes. 

Quantités  constantes  BC  ^  A  ;  ou  un  côté  et  VangU  opposék 

RAPPORTS   DES   VARIATIONS 

DES    DEUX    CÔTÉS. 

^  AB  :  —  ^  AC  :;  cos.  C  :  cos.  B. 

Les  variations  des  edtés 

Sont  proportionnelUs  auge  «osious  des  angles  opposés. 

ja45.  ^AB  :  —■  ^AC  ::  cos.  AB  sin.  A  tang.  B — cos.  A  :  i,  (VIL  la*), 
1246,  âAB:  — ^AC  ::  i  :  cos.ACsîn.Atang.C— .cos.A,(VII.io')>(i244)« 
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»48.«  5 AB  :  -  étAC  ::  .  ;  \:;^itl'^^ZA  .  (VH.  ^■). 

Si  A  S  90*} 

.      ein.j^AB  .    ..co8.(AB+ g>AB).         cos.  AC         .,         cos.AB         .cos.(AC-f  g,  AfQ 
'^9«_8în.i^  AC*    ••  8in.(AB+i^  AB)  •8in.(AC+i5>  AC)  **  8m.(AB+i^AB)'»in.(AC+i^AC)' 

^AB  :  ■—  ^AC  ::  cot.  AB  :  cot.AC. 

Les  rarjations  des  côtés 

Sont  proportiono elles  â  leurs  cotangeote». 

Si  BC  =  go'  î 

laSo.sin.  ^  AB:— sin.  ^  AC  ::  sin.AB  co8.(AB-|-â  AB):sin.(AC-f-â  AQcos.AC 

^AB  :  —  ^AC  ::  sin.aAB  ;  sin.a  AC,  (I.  6'). 

Les  variations  des  côtés 

Sont  proportionnelles  aux  sinus  des  cÔlés  doubles. 

i25i.  sin.  ^  AB  :  — sin.^  AC  ::  cos.(C+  ^C)  :  cos.B  ::  cos.  C  :  cos.(B+  ^B). 

^AB  :  —  ^AC  ::  cos.  C  :  cos,B,  (1244). 

laS^.  ^AB  :  ^AC  ::  cos.  A  ;  cos.*B  ::  cos.'C  :  cos.  A. 

RAPPORTS   DES   VARIATIONS. 

DES    DEUX     ANGLE». 

i255tane^5lC-— (ane^^lB  ..  co''.(AB  +  i^AB)  .  co«.(AC+i^AC) 
laoa.  lang.  »  ^  ^  .  —  tang.  ,^0  ..       hï;ï:t^âB       *       co8.i^AC 

^C  :  —  ^B  ::  cos.AB  :  cos.AC 

Les  variations  des  angles 

Sont  proportionnelles  aux  cosinus  des  côtés  opposés. 

1254.  ^ C  :  —  ^B  ::  cos.  C  sin.  BC  tang.  AC -f-  cos.  BC  :  1 ,  (VII.  3o»). 
i255.^C:--^B  ::  i  :cos.B  sin.BCtang.  ABH-cos.BC,(VIL28«),  (ia55). 
1256.  »  ^C  :  -  ^B  ::  î|^^  :  <^°»b +<=»'•  A  co..c   ^^jj^        ^  ^^  ^,^53^ 

*"  *^  sin.D     COS. C  + COS. A  cos.B' ^  v     /y'\         / 

j  iSj.  *  ^  C  :  — ^  B  ::  tang.B  cot.  C +cos.  BC  :  1 + tang.  B  cot.C  cos.  BC,  (Vil.  8*), 

Si  A  s=  90»  i 
J  258.  sin.  ^  C  :  —  sin.  ^  B  ::  sin.  C  cos.  (C  +  ^  C)  :  sin.  (B  4-  ^  B)  ços.  B. 

âC  :  —  â^  ••  wn.2C  :  sin.  aB. 
Les  variations  des  angles 
Sont  proportionnelles  aux  sinus  des  angles  doubles. 
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ia59.8in.^C:— 8in.âB::cos.(AB-f-âAB):co8.AC::co8.AB:co8-(AC-f-^AC)»^ 

^C  :  —  âB  ::  co8.  AB  :  co8.AC,  (ia55). 

ia6o.  ^C  :  —  B^B::  cos.BG  : co8.*AC  ::  co8.»AB  :  co8. BC,  (loaSj  io%  7O. 

Si  BC  =  90'  j 


iaoi.8Ul.,a»^«      ""•«0»'>",in.(C+i^C)*.m.(B+i^B)"8in.(C+i^C)*8iii.CBqri^' 

^C  :  —  ^B  ::  cot.C  :  çot.B. 

Les  trariafioDS  des  angles 

Sont  proportionnelles  à  leurs  cotangentes. 

f 

RAPPORTS   DES   VARIATIONS 


D'UN  CÔTÉ  BT  DE  L' ANGLE  OPPOSÉ.  ^  *" 

ja6a.  *  8in.  ^  ^  AB  :  sin.  1  âC  ::  — /•  H^û',  .  o  ai>%  •  — z^*^»  orv 

*  *"  »  wi    .        cos.(AB  +  ï^AB)    C08.  (C+ï^C) 

^AB  :  ^C  ::  tang.  AB  :  taog.C. 

Le8  variations  d'un  c6té  et  de  l'angle  oppposé 
Sont  proportionnelles  à  leurs  tangentes. 

ia65.  ^AB  :  ^C  ::  sin.AC  :  sin.A  +  cos.Acos.ACtang.C,  (VIL 35*). 
1264.  ^AB  :  ^C  ::  sin.BC  :  8in.BH-co8.B  cos.BC  tang.C,  (VIL  56*), (la^a). 

1365.  ^  AB  :  â  C  ::  sin.  AC— cos.  AC  cos.Atang.  AB  :  sin.A,  (VIL  17*),  (1262). 

1366.  ^AB  :  â C  ::  sin.BC— co8.BC  cos.B  tang.  AB  :  sin.B,  (VIL  i8'),  (1362). 


De  même 


ia67.»--8in.i^AC:— sin.i^B  :: 


sin.AC 


«n.  B 


1368.— 
1 369 


cos.(AC  +  i  ^  AC)  *  co8.(B  +  i  ^B)' 

—  ^AC  :  —  âB  ::  tang.  AC  :  tang.B. 
^AC:  — ^B 


âAC:~âB 

^AC:~âB 


:  sin.  AB  :  sîn.  À  +  cos.  A  cos.  AB  tang.  B. 
:  sin.  BC  :  sin.  C  •+•  cos.  C  cos.  BC  tang.  B. 
:  sin.  AB  —  cos.  AB  cos.  A  lang.  AC  :  sin.  A# 


1270. — 

^V^'  ^  â AC  ;  -^  ^B  ;;  sin.BC  —  cp?. BÇ  cos.  Ç  tang,  AC  ;  si», C. 


DES  TRIANGLES  SPflÉRlQUES.  869 

RAPPORTS   DES    VARIATIONS 

d'un  côtk       et  de  l'angle  adjacent. 

â  AB  :  —  ^B  ::  tang.  AC  cos.  C  :  sin.  B. 

La  rariation  d*un  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent. 

Comme  le  produitde  la  tang.de  l'autre  côté  variab.par  le  cos.derautre  ang.rar. 

Est  au  sinus  du  premier  de  ces  angles. 

^AB  :  —  ^B  ::  sin.  AB  :  cos.  AC  taag.  C. 

La  rariation  d'un  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent , 

Comme  le  sinus  du  même  côté 

Est  au  prod  uit  du  cos.  de  l'autre  côté  variable  par  la  tang.  de  l'autre  ang.  variab* 

1274.  ^AB:  —  ^B  :;  cos. ABtang.AC — sin.ABcos.A  :  sin.  A, (VII.  17*). 

1275.  g  AB  :  — ^B  ::  sin.BC  ;  cos.B  tang. C-f- sin. B  cos. BC, (VII.  35«),(i372). 
1276.*^  AB;— â  B  ;.tan6.BC-co8^Btang_.AB.  ,_j^9.Btang.ABtang.BC,(VII.i80, 

,277.'^  ^AB  :  -  ^B  ::  sin.  AB  :  '^^:l:::^fJ:Z':^,,  (VIL  5^'). 

De  même 

,278.-tangi^AC:tsin.^C::^^,,^^^";;^^^,^^,^X-"f.|îf^sin^ 

—  ^AC  :  ^C  ::  tang.  AB  cos.B  :  sin.  C. 

1279.  —  tang.ï^  AU .  ïSin.^  U..  Sin.AL. coa.  (B+i^'B) i 

—  ^AC  :  ^C  ::  sin.  AC  :  cos.  AB  tang.  B. 

1280.  —  ^AC  :  ^C  ::  cos.AC  tang.  AB  —  sin.AC  cos.  A  :  sin.  A* 

1281.  —  ^  AC  :  ^C  ::  sin.  BC  :  cos.C  tang.  B  H-  sin.  C  cos.BC. 

1282.*— âAC:^C:;tang.BC— co8.Ctang.AC:(i+cos.Ctang.AC(ang.BC)8ln.C. 
1283.* — ^  AÇ:  ^  C::  (taDg.Atang.C  co8.AC— i)  sin.AC:  tang.C  cos.  AC+Iang.A; 

47. 
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Si  A  =  90^} 

^AB  :  —  ^B  ::  siD.:iAB  :  acot.B. 

La  variation  d'un  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  adjacent , 

Comme  le  sinus  du  double  de  ce  côté 

Est  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 

De  même 

1285.— isin.âAC:sin.iâC::8in.ACco8.(AC  +  âAC):2j-— ^ 

—  ^AC  :  âC  ::  sin.a  AC  :  2cot.C. 

Si  BC  =  90*  j 

w86.  sin.  lâAB  :  -isin.^B  ::  ^^  ^^'j^^^^^p^  :  sin.B  cos.(B+  ^B)- 

^AB  :  —  ^B  ::  acot*  AB  :  sin^aB. 

La  variation  d'un  côté 

Est  à  celle  de  l'angle  adjacent  ^ 

Comme  le  double  de  la  cotangente  du  même  côté 

Est  au  sinus  du  double  du  même  angle» 

De  même 

«87.  -.sin.iâ AC  :  isin.^C  ::  ^^^.(AC+y^AC)  •  •^"•^  ^^«-  (^  +  ^^> 

—  âAC  :  âC  ::  acot.AC  :  sin.aC. 

Quantités  constantes  A  B ,  A  G  ;   ou  deux  côtés. 
RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DES  DEUX  AK6LES  OPPOSÉS  AUX  CÔTÉS  GONSTAKS. 

i388.Mang.i5lB  :tang.iâC  ::  tang.(B  +  iâB)  :  tang-CC  +  iâQ- 
^B  :  ^C  ::  tang.  B  :  tang.  C. 

Les  variations  des  angles  opposés  aux  côtés  constans 
Sont  proportionnelles  aux  tangentes  de  ces  mêmes  angles» 
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128g.  ^B  ;  ^C  ::  00s.  C  :  sîn. BC  cot.  AC  —  cos, BC  cos.C,  (VII.  i5*). 
lago.^B:  ^  C::  cos.AB — cos.BCcos.AC:cos.AC — cos.BC  C08.AB,  (VIL  1 1*). 
1291.  ^B  :  âC  ::  sin.BCcot.AB  — cos.BCcos.B  :  co8.B,(VIL  i8*),  (1288). 

n  T»  .    TV  i^  .-        _  aiii.AB  cot.AC— COS.AB  COS.  A     ^Trrr      /?•         •%     •      oax 

"9^.  âB  :  âC  ::  I  :  ^.ACcot.AB-cos.ACcos.A^  C^"-  '^^  '7-).  ("88). 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DU  TROISIEME  CÔTE       BT  D*UN  ANGLE  ADJACENT. 

1295.— sin.-^^iBC  :  tang.i^B  ::  8in-(BC+i^BC)  :  cot.(CH-iâC). 

—  â^C  :  ^B  ::  sin.BC  :  cot*  C 

La  variation  du  troisième  côté 

Est  à  la  variation  d'un  angle  adjacent^ 

Comme  le  sinus  du  même  côté 

Est  à  la  cotangente  de  l'autre  angle  adjacent. 

^  ^BC  :  S,B  ::  sin.  B  :  cot.  AB  —  cot.  BC  cos.  B. 
1295. —  ^BC  :  ^B  ::  sin.  AB  sin.  A  :  cos.C,  (Vit  19*) >  (jagS). 
1296.  —  ^BC  :  ^B  ::  sin.  AB  :  cos.  AB  sin.B  —  cot.  A  cos.  B  (VII.  la»}. 

De  même 
1397.  — sJn.l^BC  :  tang.f^C  ::  sin.(BC+fâBC)  :  cot.(B-l-iâB). 

—  ^BC  :  âC  ::  sin.BC  :  cot. B. 

x298.^-HÛn.i^BC:sin.iaC::sin.(C+i^C):-^-^""°-^^^t^^^^^^ 

—  ^BC  :  ^C  ::  sin.C  :  cot.  AC  —  cot. BC  cos.  C. 
1299.  —  ^BC  :  ^C  ::  sin.  AC  sin.  A  :  cos.  B. 

i3oo.  —  ^BC  :  ^C  ::  sia.AC  :  cos.AC  sin. C  •—  cot. A  cos.C. 

SiAC  =  9o»} 
i5oi.i8in.aBC  :  sin.i^B  ::  sin.  (BC  +  ^BC)  co8.BC  :  ^  .^^"^gy 

^BC  :  ^B  ::  sin.aBC  :  acot.B. 
La  variation  du  côté 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  de^* , 
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Comme  le  sinus  du  double  du  côté  variable 
Est  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 

i3o2.  —  â^C  :  ^B  ::  cos.AB  :  cos.  C  cot.C. 

Si  AB  =  90^  j 

On  changera  C  en  B,  et  B  en  C,  dans  les  analogies  (i5oi,  i5o2). 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DU   TROISIÈME  CÔTÉ  ET   DE  L'ANGLE   OPPOSÉ. 

i3o3.--sin.i^BC:— sin.i^A::sin.AB8in.AC8in(A+îâA):sin.(BCH-i^BC). 

—  ^BC  :  —  â A  <:  sin.  AB  sin. AC  sin.A  :  sin.  BC. 

La  variation  du  côté 

Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé^ 

Comme  le  produit  du  rectangle  des  sinus  des  côtés  constans  par  le  sinus  de 

l'angle  qu'ils  comprennent 
Est  au  sinus  du  côté  variable^ 

i3o4-  —  ^BC  :  —  ^A  ::  sin.  AB  sin.B  :  i ,  (VII.  ao*). 

i3o5.  —  5iBC  :  —  ^A  ::  sin.  AC  sin.C  :  i,  (VH.  4*> 

La  variation  du  côté 
Est  à  la  varialion  de  l'angle  opposé^ 

Comme  le  produit  du  sinus  d'un  côté  constant  par  le  sinus  de  Tangle  opposé 
à  Tautre  côté  constant  est  au  rajon. 

Si  AC  =  90%  ou  si  AB  =90* ; 

-    y,  .        ,    n-Tfc^  •        »    n    A  COS.  BC  ,    COS-  A 

—  ^BC  :  —  âA  ::  cot.BC  :  cot.  A. 

Les  variations  du  côté  et  de  l'aogle  opposé 
Sont  fNToportionnelles  à  leurs  cotaogentes. 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

DE  L'ANGLE  COMPRIS   ENTRE  LES  CÔTÉS  CONSTANS, 

f 

ET  DE  L'ON  DES  DEUX  AUTRES  AN<n.ES. 

i3o7  —Sin  iQÀ'-iaiii   IT^-      '        .co8.ABc68.-rg,A-8in.ABcot.ACcoa.(A-t-i^A> 
1007.— 8in.,^A.,8in.^JJ..jj^^j^. rin.  BC  an.  (BC  +  5iBC> 

—  âA  :  ^B  ::  sin/BC  :  8in.*AC(cos.AB  — 8in.ABcot,ACco8.A). 
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•  ÏÇ/.A  *     «în  »  Ç^  A  •  '  ftîn   Q  "R  ••             1.           ,cofl.AB8in.B8m.(A+i^A)^coa.Bcos.(A+i^A) 
I50ÎJ.  — 8ifl.âa»A.:srSin.^i3..^.^^g^^g^.-  sin.CA+^A) 

—  5  A  :  ^B  ::  I  :  (cos.  AB  — cot.B  cot.  A)  sin.^B. 

Zr.r.        o:.,  1  Q  A  .  «  oît,    QR  ••  g'"(A+^A)  ,.cos.Cain.(A+ig^A)+co8-Byin.Jg^A 
1609.— Sin.5^ A  .  aSin.^D  ..  -^.^B^^B)  .  -— A  . 

—  â-^  •  â^  *•   sin.  A  :  sin.B  cos.C. 

La  variation  de  Tangle  opposé  au  côté  variable 

Est  à  la  variation  de  l'un  des  angles  adjacens^ 

Comme  le  sinus  du  même  angle  opposé 

Est  au  produit  du  sinus  du  même  angle  adjacent  par  le  cos.  du  troisième  angle. 

1010.    sin.,^A.iang.^^D..         ^.^  g^         .9m.jyK.>^       ^.^^       ^tangCC+i^cy 

,    —  ^  A  :  ^B  ::  sin.  BC  :  sin.  AC  cps.  C 

La  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  variable 
Est  à  la  variation  de  Tun  dés  angles  adjacéns ,  - 
Comme  le  sinus  du  côté  variable 

Est  au  produit  du  sinus  du  côté  opposé  au  même  angle  adjacent  par  lé  cos* 
de  l'autre  angle  adjacent.  ... 

i5ii.  —  ^A  :  ^B  ::  sin.'BC  :  cos.  AB  —  cos.  BC  cos.  AC,  (VIL  ii*). 

i5ia.  —  ^ A  :  ^B  ::  i  :  cos.  AB  —  sin.  AB  cos. B  cot.^BC,  (VIL  28'). 

De  même 

5  y         .      iriA.t-*      or»..       ^        ,  CO8.AC  Ç08. 1^  A-rsin.  ACcot.  AB  cos.  jA  +  j^^  A)  "^ 

i5i5. — 8in.|âA:5ain.^C::-ï— rTB  • > — '      -pô.^    r«r^^_«_  d'^i^^   "  ■  • 

»cn        »         tn  sin/AiB  siii.  BC  Ain.  (BG+ ^BC) 

—  BiA.  :  ^C  ::  sin/BC;  sin.*AB(cos.AC— sin.ACcot.ABcosiA). 

»    ,  «        .     1  o  *  .1    •      nr>..    .-1     /<-»  I    n  r'\^^"*'08.ACsin.C8in.(A+îAA)— cos,Ccos.fA+i5iA) 

i5i4.»— «in.iâA:i8m.âCî:i:8in.(CH-^C)x 8iI(A+^A) - 

—  ^A  :  âC  ::  I  :  (cos.  AC  — cot.C  cot.A)8in.*C. 

■,Z,K        -'—   int.i.;-    or^  ..  nn-(A  +  ^A).co8.B8in.  (A  +  ig,A)--cog.Can.i^A 
I31D.  — Sm.ï^A.^Sin.a^l.  ..  rin.(C  +  ^C)*  ikTÂ • 

—  ^A  :  ^C  ::  sin.  A  :  sin. G  co8.B 

ï?i6     dn'nA'tang'.aC-'"'^°^'^^^"^^-dnÀB>^"-^^-*-'^^^c        ""•"        • 
J3ID.— «m.j^A.tang.,^»^..         ^.^  ^^         .sm.Aux       ^j^       ><tang.(ii  +  i^B)- 

—  3t^'  âC  ::  sin.BC  :  sin.  AB  cos.B. 
j5i7.  -^  ^A  '.  ^C  ::  sin.'BC  :  cos.  AC  —  cos.  BC  cos.  AB. 
i5i8.  —  â  A  :  âC  ::  ï  :  éos.  AC  —  sin.  AC.  oos.  C  cot.  BC. 
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Si  AB  =  90»  i 

^A  :  ^B  ::  ^tang.A  :  sin.  aB. 

La  variation  de  Tangle  compris  entre  les  côtés  consfans 
Est  à  la  variation  de  l'antre  angle  adjacent  au  cô(é  de  90", 
Comme  le  double  de  la  tangente  du  premier  angle 
Est  au  sinus  du  double  d\i  second  angle. 

àS^o.  sin.  ^  A  :  sin.  ^  C  ::  sin.  (A  4-  ^  A)  cos.  A  :  sin.  (C  +  ^  C)  cos.  C. 

^A  :  ^C  ::  sin.  3  A  :  sin.  :iC. 

La  variation  de  l*angle  compris  entre  les  côtés  constans 

Et  la  variation  de.  l'angle  opposé  au  côté  de  90"* 

Sont  proportionnelles  aux  sinus  de  ces  mêmes  angles  doubles» 

ï3ai.  —  sin*  ^A  :  sin.  ^'C  ::  sin.  (BC  4-  â^C)  :  cos,  B. 

— .  5iA  :  5|C  ::  sin.  BC  :  cos.B. 

La  variatioii  de  l'angle  compris  entre  lés  côtés  constans 
Est  à  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  de  90"*, 
Comme  le  ^inus  du  côté  variable  . 
Est  au  cpsij[nus  4u^.  troisième  angle. 

i5m.  ~'  sin.  â  A  :  sin.  ^C  ::  cos.  AC  :  cos.  B  cos.  (B  4-  ^B). 

—  ^A.  :  ^C  ::  cos.  AC  :  cos.*B. 

La  variation  de  Pangle  compris  entre  les  côtés  constans 
Est  à.  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  de  90* , 
Comme  le  cosinus  de  l'autre  côté  constant 
Es^  au  quarré^  du  cosinus  djn  troisièipe  aQgle» 

Si  AC  =:  99*  i 
On  changera  B  en  C^  et  C  en  B  dans  les  analogies  (i  319  à  iS^s)» 

> 

Quantités,  qqns^tant^   B ,.  C ,'    on  deux    angles. 


RAPPORTS-  DES  VARIATIONS. 

DES  DEUX(  CÔTÉS  OFFOJf.Vai  A,UX  ANGLES  CONSTANS. 

i333.*tang.|âAC  :  tang.f-^  AB::tang.(AC  +  f^AC)  :  t«ng;(AB  4- f^ AB). 

,     ^A.Q:  ^AB.  17  tàug.  AC  :  tang.  AB 
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Les  variations  des  côtés  opposés  aux  angles  constans 
Sont  proportionnelles  aux  tangentes  dès  mêotes.  côtés.      . 

1524.  ^  AC  :  ^  AB  ::  cos.  AB  ;  sin.  A  cot.B  +  cos.  A  cos.  AB,  (VK.  J4*). 
iSaS.  ^AC  :  â-A^^  ••  cos.C+coslÂcos.B  :  cos.  B + cos.  A  cos.  C  ,*  (VII.  ag*), 
i326.  ^AC  :  ^AB  ::  sin,Acot.G4-cos.AcôSrAC:cos..AC,(VII.55-),(i525). 

,3.7.  â AC  :  ^AB  ::  x  :  îLtc+r.BrBO^  OTH.  SS-,  36.),  (i3.5). 

RAPPORTS   DES   VARIATIONS 

DU  TROISIÈME  ANGLE     ET  D'UN  CÔTÉ  ADJACENT. 

x3a8.8in.iâA  '.tang.i^AC  ::  8iii.(A+iâA)  :  cot. (AB H- f â AB). 

^A  î  ^AC  ::  sin. A  :  cot^AB. 

La  variation  du  troisième  angle     .    ,.  .  . 

Est  à  la  variation  d'un  côfé  adjacent. 

Comme  le  sinus  du  même  ande  '     / 

Est  &  la  cotangente  de  l'autre  côté  adjacent» 

^A  :  ^AC  ::  sin.AC  :  cdt.  C'+-c6«.AC<ijD»>4A;  r.^  :..:.: 

i35o.  âA  :  âAC  ;:  ^in.BCsin.  C  :  cos.  AB»  (VII*.  ir)jî(43:»8) 

i35i.  ^A  :  ^AC  ::  sin.  C  :  cos.Csio.  AC  +  cot.BCco8.AC,  (VII.  3o'). 

De  même  ....,.-.• 

x353.  sin.i^A  :  tang.i^AB  ::  8in.(A  +  i^A)  :  cot.(AC4-i=âAe)l 

5|A  :  âAB  ::  àin."A':coï.  AC;     '  -     'f 

.   "  I  I       .  •'» 

i355/»in.i^A:8in.i^AB:;8io.(AB+i^AB):^°*;^!"-^^-^-P^:^^°'^^^^^^ 

§1 A  :  ^  A^,  :r^sia.  AB  :  cot.  B  +  cos.AB  cot.  A. 
ï534."âA  :  ^AB  ::  sin.  BC  sin.  B  :  cos.  AC. 
i535.  âA  :  ^AB  *:  8in.B  i  cp8.B  sin.  AB  -|-  coti  6c  cos.AB;^      '    " 

Si  B  =^  90*  V 
i336.i8in.âA  :  sin.i^lAC  ::  8in.  (A  +  ^ A) cos.  A  :  jj^T^^-^^, . 


^A  :  âAC  ::  sin.  a  A:  ac.ot,  AC 


lii'.Oii.  : 
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La  variation  de  l'angle 

Est  à  la  variation  de  l'bjpotënuse  f 

Comme  le  sinus  du  double  de  Tangle  yariable 

£$t  au  double  de  la  cotangente  de  Phjpoténuse. 

■ 

1337,  ^A  :  ^AC  ::  coauC  :  cos.AB  cot.AB. 

.Si  C  =  9o*î  :     . 

On  changera  BenC^et  CenB,  dans  les  analogiejs  (iS^G^  1337). 

RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

•     DU  TROISIEME  ANGIjE        ST   DU  CÔTÉ  OPPOSÉ* 

i538. 8in.i^  A  :  «in.  t^BC  ::  sin.Bsin.C  8in.(BC+i  â^Q  •  «in-(A.+ïâ  A). 

^ A  :  ^6C  ::  sin. B  sin.  C  sin. BC  :  >ia.  A. 

t 

La  variation  de  Tangle 

Est  à  la  variation  du  côté  opposé  , 

Comme  le  produit  du  rectangle  des  sinus  de^  angles  constans  par  le  sinus 

•du  côté  compris 
Est  au  sinuë^de  rangle  Tafiable«  . 

1359.  ^À'V^B^  :;  sin.'AB  sin.B  :  i /(VIL  !•)• 


•  ' 


r      '    f     I 


i34o.  ^A  :  ^BC  ::  «iii.AC  sin.C  :  i,  (VII.  33*}. 

I^a  raifiàtioll  dé  Tangle  :     I  ' 

Est  à  la  variation  du  j^ô té  :  opposé ,     ;  = 
,      Comme,  le  produit  du  sinus  d'un  angle  constant  par  le  sinus  du  côté  opposé 
k  l'autre  angle  ronstàQt  est  au  rajon* 

'    *éi  B  =  go%  ou'si  C  =-^} 

.34..  «n,JâA  HM»..* SBC  .::  ^.^T+^^^y  ^V^+h^ 

^A  :  ^BC  ::  cdt.A  :  cot.  BG. 

Lçs  variations  de  Tangle  et  du  côté  opposé 
Sont  proportionnellps  .àJeurs  CQtangentes* 
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RAPPORTS    DES    VARIATIONS 

BU  CÔTÉ  COMPRIS  ENTRE  LES  ANGLES  COMST ANS  i 

ET  DE  l'un  des  DEUX  AUTRES  CÔTÉS. 

_ ,     itMa.ig>BC  .     ..  1  .  co8.CMn.ACMn.(BC4-^3;BQ|4-co»ACco8.(BC-t-i3>BC) 

"^^*    isin.^AC  *  '  ••  8in.(AC+^AC)  *  8in.(BC+^BC) 

^BC  :  ^AC  ::  i  :  (co8.C  +  cot.ACcot.BC)«in.»AC. 

13/3  «n    «aBr-'rin   n  aç;  ♦.  ri°(BC+^B9  .  co».AB.in.(BC4-i»BC)i-co..ACsin.ia>BÇ 

^BC  :  ^AC  ::  «in.BC  :  »in.ACcos.AB. 

La  variation  du  côté  opposé  à  l'angle  variable 

Est  à  là  variation  de. l'an -des  jdeuz  antres  côtés/ 

Comme  le  sinus  du  premier  côté 

Est  au  produit  du  sinus  du  second  côté  par  le  cosinus  du  troisième  côtét 

^BC  :  ^AC  ::  «in.  A  :  sio.p  cos*  AB.> 

La  variation  du  côté  opposé  à  l'angle  variable 
Est  à  la  variation  de  l'un  des  deux  autres  côtés  y 
Comme  le  sinus  de  l'angle  variable 

Est  au  produit  du  sinus  de  Pangle  constunt  opposé  h ,  ce  dernier ,  côté  par  le 
cosinus  du  troisième  côté* 

1545.  ^BC  :  ^  AC  ::  sin.'A  :  cos.  C  -+-  cos,  A  cos.B ,  (VII.  ag»). 

1346.  ^BC  :  ^AC  i:  1  :  cos,  C  +  siu.  C  cos.  AC  cot.A,(VII.  lo*). 

De  mérns . 

,V     ♦ÊLM2£'  I  .oo8.B«in.AB'gin;(BC+i3>BCJ-t-ca8.ABco8.(BC+i^BC) 

*^7*   i8m.5|AB*^"8in.(AB+^AB)*  sin. (BC  +  ^ BC)  * 

^BC  :  âAB  ::  I  :  (  cos.  B -i- cot.  AB  cot.  BC)  sin.'AB. 
.548.sin.i^BC;isin.^AB::"°-^^t?!S^'^"-^^'"-^"'^'^^^"2r'^'-^'^'''^''^i  ' 

VI  »         V  8m.(AB-f-^AB)  8ui.BC 

^BC  :^AB  ::  sin.BC  :  sin.AB  cos.  AC. 
«34Q.sin.iJiBC*tanir i^AB-ï2:!^^±ii^-«in  /^..àp(BC+è^BC)  «n-AC 

^BC  :  ^ AB  ::  sin.  A  ;  lin.C  cos. AC. 

48 
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x35o.  ^BC  :  ^AB  ::  rin/A  :  cos.B  -f-  cos.A  cos.  C 
i55x.  ^BC  :  ^AB  ::   i  :  cos.B  +  sin.  B  cos.AB  cot.  A. 

Si  C  ?=  90^j 

i552.8in.^5lBC  :i8in.^ AC  ::  eo,.(B€+ig^'BC)  •  ^î^- ^C  cos.(AC  -h â AC> 

^BC  :  ^AC  ::  atang.BC  :  sin.  aACL 

La  variation  du  câté  opposé  à  Tangle  variable 
Est  à  la  variation  de  Tautre  côté  , 
Comme  le  double  de  la  tangente  <hi  premier  côté 
Est  au  sinus  du  double  du  second  côté. 

'  4 

i353.  sio.^BC  :  sia.^  AB  :;  tin.(BCH-â  BC)cm.BC  :  8in.(AB-(-^  AB)  cos.AB. 

^BC  :  ^AB  ::  sin.aBC  :  sin.aAB.- 

La  variation  du  côté  opposé  à  Tangle  variable 
Est  à  la  variation  de  l'kjpotéause , 
Comme  le  sinus  du  double  du  même  côté 
Est  au  sinus  du  double  de  l'hypoténuse* 

«554.  sin.  âBG  :  sin.  ^AB  ::  sin.  (A  +  ^  A)  :  C03.AC. 

^BC  :  ^AB  ::  sin.  A  :  cos.AC. 

!La  variation  du  côté  opposé  11  Pangte  variable 
Est  à  la  variation  de  Thypoténuse  9 
Comme  le  sinus  de  l'angle  variable 
Est  au  coBinns  du  côté  adjaceiït* 

i355.siiï*âBC  rsîn.^AB  ::  cos,B:  cos.ACcos.(AC+^AC}. 

^BC  :  ^AB  ::  cos.  B  ;  cos^'AC. 

La  variation  du  côté  opposé  à  Tangle  variable 
Est  à  la  variation  de  rhjpotéause  , 
Comme  le  cosinus  de  l^angle  oblique  constant 
Est  au  quarré  du  cosinus  du  côté  opposé. 

SiB  =  9o»j 

On  diftogera  C  ea  B  et  B  en  G  dans  les  analogies  ^i3Sa  à  iS55).^ 


DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES.  ZfQ 

Démonstration  des  analogies  de  la  Table  précédente. 

i556.  Soit  le  triangle  sphërique  ABC  converti  en  ABD ,  le  côtépig.^ 
AB  et  l'angle  adjacent  A  demeurant  constans  \  et  soient  CBD  ;=: 
^B,  D=C+âC,  CD=^AC,  et  BD  =  BC  +  ^BC, 
comme  nous  avons  fait  (617).  Ces  expressions  adoptées^  on  en- 
tendra facilement  les  démonstrations  suivantes. 

1557.  Les  analogies  finies  (121 5)  dépendent  de  la  proportion 
entre  les  sinus  des  côtés  et  les  sinus  des  angles  opposés  (io5i) , 
appliquée  au  triangle  BCD. 

i35d.  Chaque  analogie  infinitésimale  précédée  dans  un  m&me 
article  d'une  analogie  finie,  est  déduite  de  cette  analogie  finie,  par 
les  moyens  déjà  employés  (623,  636,  638). 

1559.  ^^  substituant  dans  les  analogies  (iai3)  la  valeur  de 
sin.C,  (VII.  6*),  on  obtient  les  analogies  (1214).  C'est  ce  que 
signifie  le  renvoi  à  la  formule  G*  de  la  table  YII ,  que  Ton  a  vu 
(i:ii4)i  et  c'est  ainsi  que  doivent  s'eatenclre  toutes  les  citations 
ou  renvois  pareils  dans  ces  analogies. 

Et  quand  la  substitution  n'a  pas  été  faite  dans^  l'article  qui  pré- 
cède immédiatement,  mais  dans  un  article  plus  éloigné,  ators  j'ai 
cité  de  plus  l'article  oix  elle  a  eu  lieu.  Par  exemple ,  dans  les  ana- 
logies (iai6),  la  citation  (VU.  i^*),  (t^iiS)  signifie  que r^^xpresaioki 
contenue  dans  la.  formule  19*  de  la  table  YII  a  été  subst^uée  dans 
les  analogies  de  l'artiele  iai3.. 

Ce  n'est  que  dans  les  analogies  infinitésimales  f.  ^t  qqû  dans  les 
analogies  finies >  que  le&  substitutions  indiquées  par  la  table  ont  été 
faites;  à  l'exception  cependant  des  substitutiqnft  dont  nous  venons 
de  parler  pour  les  articles  (1:914  >  ¥^i6}. 

i56o.  Le  triangle  ABD  donne  (io5i),  oin.  BD  r  sfn.  A  ::  sin.  AD 
:  sim  ABD;  ou  (i556),  sin.  (BC-f-  ^BC)  r.sînv  A  ::  sin.(AC+^ AC) 
:  sin.(B*f-diB)-  Substitues  le  secom!  de  ces  deux  derniers  rap- 
ports au  premier^  dans  l'analogie  finie  (  x:ii4)f  et  vous  aurez 
l'analogie  finie  (1:3 15).  L'utilité  de  cette  analogie  (i:2i5) ,  ainsi  que 
des  cinq  analogies  (i:i55,  i3o3,  xSpy^  i5iO|  i5i3),  m'a  engagé  à 
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Fig.  79-  les  comprendre  parmi  les  autres ,  quoiqu'elles  s'écartent  du  sjst&me 
général  (i^m)  de  la  table,  en  ce  qu'elles  contiennent  dans  le 
second  rapport  quatre  parties  du  triangle. 

i56i.  Lorsque  A  =  90*',  la  formule  (VIL  54*)  donne  tang.  AC 
c=  tang.B  sin.  AB,  parce  qu'alors  sin.  A  =  i  et  cos.  A  =  o,  (yS). 
'Prenant  dans  cette  équation  les  différentielles  finies,  selon  la 
formule  (II*  35*)^  et  obserrant  que  AB  est  constant^  on  aura 

^\^.^^,    o..M= ^"^t!^^K^  X  sin.AB.  En  sub- 

C08.  AC  COS.  (AC  H-  5i AC)        cos.B  coff. (B  +  ^B) 

fttituant  dans  cettç  équation  la  valeur  de  sin.  AB  prise  de  Téqua* 
tion  précédente  y  (qu'on  se  souvienne  que  c'est  ainsi  que  dans 
toutes  les  difiërentiations  semblables  nous  ferons  disparaître  la  quan- 
tité constante) ,  xm  en  tirera  aussitôt  la  première  analogie  (i^ij). 
i562.  Si  AB=90%  alors  Téquation  (VII. 54*)  devient  tang.  AC 

—s *^°g' ? ^  et  Ton  a  touiours  la  même  analogie  finie  (laiy),  en 

.flin.  A 

.  difiérentiant  cette  équation ,  et  observant  que  A  est  constant» 

.  i565.  L'analogie  infinitésimale  (1217),  dédnite  comme  nous 
l^avons  dit  (i558),  se  trouve  simplifiée  dans  le  second  rapport, 
au  mojen  de  la  fornmle  (I.  6*).  Parmi  les  analogies  suivantes, 
beaucoup  d'autres  ont  été  simplifiées  de  la  même  manière}  ce 
à  quoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas. 

1 564.Dans  le  triangle  sphériqueBCD,  on  a(IX40>cos.KBCD4.I>) 
:  cos.  i  (  BCD  —  D  )  ::  tang.  i  CD  :  tang.  i  (BD  +  BC).  Or 
COS. i  (BCD  +  D)  =  cos.  Kï«o^  —  C  —  D)= (7)  sin.  KC  —  D) 
=  sin.~l^C,(i556),=~sin.t^C,(75)-,etcos.KBCD-D) 

e: cos.i(  i8o^  —  C  +  i>)  =  »«.  a ( C  +  D )  =  «rf- Cp -M  ^ C;. 
Substituons  ces  valeurs  dans  le  premier  ragport  de  Tanatogie  ci- 
dessus,  mettons  dans  le  second  les  expressions  <i35&>,  et  non» 
aurons  la  première  analogie  (1^18). 

i365.  Prenons  les  différentielles  finies  (IL  Si*,  5a*>  54*)  dans 
l'équation  (VIL.  17*)  exprimée  comme  il  suit ,  (6ai),  sin*  A  cot.  C 
=«in.  AC  cot.  AB  —  cos.  AC  cos*  A ,  et  en  nous  rappelant  que  A  et 

AB  ëont  cônstans ,  nous  aurons  -*  ^\^^  (c+^'c)  ^^  ^  *^°*  îâ  •A.C 
>;  (coa-AC  +  T^^ÂC  cot,  4B  +  sin*.  AC  +  i  â  AC  cot.  A>* 


DES  TRIANGLES  SPHÉA1Q13ES.  58i 

Substituons  à  cot,  AB  sa  valeur  (VII.  35*)  ,  multiplions  Péqua- 
lion  par  ■  .\  »  et,  en  observant  que  cos.  (AC  +  i  âAC)  X 
COS.  AC  -f-  8in.(AC  -t-  râ  AC)  sin.  AC  =  co8.  i  ^  AC,  (H.  4') , 
nous  aurons  —  sin.  ^C  X  3in.cZ(C+g>C)  =  ^«n.i^AC  X 

(cpt.  C  cos.  AC"HhTâÂC  +  cos.  i^  A^C  cot. A)  j  équation  qui 
donne  la  première  analogie  (laig). 

i566.  On  verra  (14^5)  ce  que  signifie  l'astérisque  ^.  Quant  à 
la  forme  fractionnaire  adoptée^  dans  Pun  des  termes  de  cette  ana- 
logie ,  et  qu'on  retrouvera  dans  beaucoup  d'autres  >  elle  n'a  d'autre 
but  que  de  faire  entrer  l'analogie  dans  une  seule  ligne,  au  mojen 
de  remploi  de  plus  petits  caractères  typographiques. 

1S67.  L'analogie  infinitésimale  (1220)  n'a  point  d'analogie 
différentielle  finie  qui  lui  corresponde  -,  pour  la  former  il  faudrait 
avoir  à  substituer  dans  la  première  (12 18)  une  valeur  exacte  de 
sin.  (C  +  Ti^iC)  correspondante  à  celle  de  sin.  C  que  nous  avons 
substituée  dans  la  seconde  analogie  (1218).  C'est  par  la  même 
cause  qu'on  ne  trouve  point  d'analogies  finies  dans  quelques  autres 
articles  de  la  table. 

i368.  Lorsque  A  =  90*^  la  première  . analogie  (1221)  se. tire 
immédiatement  de. la  première  (laig). 

.  Quand  ABsisgo*,  la  formule  (VU.  17')  devient  cot.  C.=  — 
cos.AC  cot.  A.  Prenant  les  différentielles  ,  et  observant  qu'elles 
auront  le  même  signe  après  la  substitution  (i36i)  de  la  valeur  de 
cot.  A^  que  l'équation  précédente  donne  négative  >  on  aura  la  pre- 
mière analogie  (1222). 

iSCg.  On  remarquera  l'utilité  des  signes  que  j'ai  insérés  ^ans 
les  analogies  différentielles^  puisqu'ils  font  connaître  dans  le  cas 
présent  que  quand  AB  =  go"" ,  les  changemens  de  C  et  de>  AC  ne 
se  font  plus  en  sens  contraire^  pourvu  cependant-que  AC- et  C 
.  soient  de  la  même  espèce.  Le  changement  de  signe ^  par  compa- 
raison .avec  les  analogies  précédentes^  fait  voir  combien  il  serait 
facile,  tant  dans  ce  cas  que.d^ns  d'autres  pareils  de  la  table ^  de 
prendre  racçroissement  pour  le  décroissement  ^  ou  vice  vçr^df  en 
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Fig^79«e  servant  des  analogies  infinitésimales  telles  qu'elles  ont  été  don- 
nées jusqu'à  présent ,  c'est-à-dire  sans  aucune  distinction  de  signes. 
iSyo.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a  (IX,  3«),  sin.  J  (BD  +  BC)  : 
sin.  ^  (BD  —  BC)  ::  cot.  {  CBD  :  tang.  \  (BCD  —  D).  En  substi- 
tuant les  expressions  (i356),  et  observant  que  tang. |  (BCD  —  D) 
=  cot.  (G+ 7  â  Q  '  (^  ^^4)  9  ®*  fl"®  '®  second  rapport  peut  s'exprimer 
comme  il  suit  ^  tang, (C  +  ^  ^ C)  :  tang.  \  S^B,  l'analogie  se  con- 
vertit en  la  première  (i^aS). 

iSyi .  La  formule  (VIL  5i*)  peut  se  tran Former  ainsi;  —  cot.  BC 
gin.  AB  =  "-*-  sin.  B  cot»  A  —  ces*  fi  ces.  AB.  Prenons  les  différen- 

^    .  sin.  ^ BC  sin.  AB  ^*      i  o-d  v^ 

«elles  finies,  nous  aurons  jj-___^^^-_— ==asin.ï^B  x 

(cos.  AB 8ia.B+i^fi  —  ces. B+J^B cot.  A).  Substituons  la 

•  valeur  <VII.  i5*)  de  cot.  A,  multiplions  l'équation  par  j^^î 

et  remarquant  que  sin.  (B -|-  î  ^B)  sin. B  +  cos. (B  +  {  ^B) 
COS.  B  =  COS.  7  ^B,  (IL  4*)  »  ce  que  nous  observons  pour  la 
dernière  fois,  nous  aurons  la  première  analogie  (i3a4)* 

iSya.  Si  A  =  90%  la  formule  (VIL  5i*)  donne  cos.B  = 
tang.  AB  cot.  BC.  En  faisant  négatifs  les  deux  membres ,  difiFéren- 
tiant,  et  réduisant  comme  il  a  été  dit  (i36i),  on  trouveraJa  pre- 
mière analogie  (1226). 

De  l'équation  tang.Acot.BC  =  sin.B,  à  laquelle  se  réduit  la 
formule  (VIL  i5»)  quand  AB  ssgo*,  on  parvient  de  la  même  ma- 
nière, mais  sans  changement  de  signes,  k  la  première  analogie 
(1237). 

1575.  Dans  le  triangle  BCD  on  a  (1092),  tang.i(BD-f-BC) 
:  tang. i (BD  — BC)  ::  tang. t (BCD + D)  :  tang. i (BCD— D), 
ou  (i364),  ::  — cot,  i^C  :  cot.(C  H-i  ^C),  ou  encore 
::  tang.  (C  4.  i  ^  G)  :  --taog.i^C.  Employer  dans  leptcmxerde 
ces  deux  rapports  les  eïpre83ions(i556)i  de  ce  premier  et  du  dec- 
aief ,  vous  formerez  la  prenûère  asalogie  (1228). 

1574.  qvfon  observe  le  changement  du  signe  dans  Panalogio 
(1252)  comparée  à  la  précédente.  Il  est  clair  que,  dans  le  cas  où 
AB  =  go",  le  prodoit  des  termes  mcjens  — ^Cet— co8.B8in.BC 
sera  positif)  ^  C  acquiert  par  conséquent  le  signe  positif. 
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1575.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a  (IX.  4*),  fang.|(BD— BC)  : 
tang.fCD  ::  sin.HBCD— D)  :  sin.i(BCDH-D).  En  procédant 
comme  on  a  fait  (i564)j  cette  analogie  se  transforme  en  la  pre- 
mière (ij55}, 

1576.  En  prenant  les  différentielles  finies  dans  Téquation 
(VU.  26'),  dont  on  aura  changé  les  signes  pour  rendre  positives 
les  différentielles  des  cosinus >  on  a  21  sin.  |  ^  BCsin.  (BC*f-¥  ^  BC) 

=  a  sin.  ^  ^  AC  X  (  ces,  AB  sin.  AC  -H  i  ^  AC  —  sin.  AB 

COS.  AC+i  ^  ACcos.  A).  Substituant  la  valeur  (VIL  7*)  de  cos.A^ 
et  multipliant  Téc^uation  par  sin.  AC^  on  aura  cos.AB  multiplié 
par  la  valeur  de  cos.|^AC^  énoncée  (i565);  puis>  la  première 
analogie  (ia34)* 

1577.  Si  dans l'opératiite  (1371)^  on  emploie  la  valeurdecot.Adans 
le  triangle  ABD,  c'est-à-dire  «°ABcat.(BC+^BC)--cos  abcosWjlB), 

il  en  résulte    ■    ir' ^  ^Îr1^\r^  =  a  sin.  f  ^B  x  (cos.  AB  X 

sin.  BG  SU).  (BG-f- ^  BC)  *"  \ 

cog.(B+^B)co».(B-K^B)+gin.(B-H^B)8in.(B+i^B)  rnC^  0  Rr^ 

SlB+ÂB) COt.(  J3«-4-^  BL>; 

COS.  (B+I^B)  X  5^:$^bt)  ==^Wm  (^°»-  ^«  ^^*'  ^  ^^ 
~  cot.  (BC+  â  ?C)  COS.  (B+i  â  B)  sin.  AB).  Qu^on  multiplie  par 
sin.  (BC-f-^BC)  l'équation  entre  le  premier  etle  troisième  membre^ 

puis,  qu'on  écrive  ^'"  i  o  g  au    lieu   de    a  sin.  i  ^  B  ;   on    aura 

STbc =  «m.  (B-f-^B)  X   (cos,  ABsin.(BC+^BC) 

-  °°"  ^^+  ^^"^ '""■,  ^;+^  ^^  ""•  ^\  En'fin  qu'on  introduise  la 
valeur  (i  2 1 5)  de  sin.  ^B,  et  on  aura  sin.  ^BC  =  ^^'^j.^^^^^  X 

(  COS.  AB  sin.  (BC-h  ^  BC) ~  «°ABco«.^BC+^BC)oos.(B+ia  B)N  .  j,^^ 
\  COS.  -]^  ^  i>  y 

se  déduit  la  première  analogie  (ia55). 

1578.  Quand  A  =  90*^  le  dernier  terme  de  Téquation  (1576) 
disparaît  j  et  mettant  dans  cette  équation  ,  au  lieu  de  cos.  AB , 

~^,  valeur  qui  se  tire,  dans  ce  cas,  de  la  formule  (VII.  a6*},  on 
en  déduit  la  première  analogie  (1237). 
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Fig.  79.     Si  c'est  AB  qui  égale  90*,  la  formule  citée  donne  côs,  BC  2=5 
sin.ACcos.  A.  En difiPérentiant cette  équation^  et  laréduisant  comme  ' 
nous  avons  dit(i36i)^  on  en  tire  la  première  analogie  (i^SS).  - 

iZjg.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a  (IX.  a*),  cos. i (BD  -f- BC)  : 
co8.i(BD— BC)  ::cot.iCBD  :  tang.^CBCD+D).  Ces  expres- 
sions,  transformée^  comme  on  a  déjà  fait  plus  d'une  fois  y  donne- 
ront la  première  analogie  (laSg). 

i58o.  En  di£Pérentiant  Téquation  (VIL  la*),  substituant  lâ  va- 
leur (YIL-ag*)  de  ços.  AB,  et  réduisant,  comme  on  Ta  rude  même  ^ 
plusieurs  fois.^  on  aura  Ip.  première  analogie  (12140). 

La  première  analogie  (134^)  se^  déduit*  immédiatement  de  là 
première  (1340). 

i38i  •  Nous  obtiendrons  la  première  (1^4^)  9  '  ^^  différenfiant 
réquation  COS.  C=. —  cos.Acos.B,   à  laquelle  se  réduit  la  for-- 
mule  (VII.  ï2*),  dans  le  cas  où  AB  =  90\  Les  différentielles  ont 
un  même  signe  dans  l'analogie  (1343),  par  une  cause  semblable 
à  celle  que  nous  avons  exposée  (i368)* 

^ig.8o.  i383.  Actuellement  soit  converti  enADE  le  triangle  ABC;  de 
manière  qu'on  ait  DE  =  BC:  alors  DF-f-FE=BF  +  FC,  et 
par  conséquent  FE — BF=FC  —  DF.  Et  dans  les  triangles  BFE, 
CFD,  on  a  (IX.  40 

8in.i(EBF  +  E)  :  sin.KEBF  — E)  ::  tang-^BE:  tang.i(FE  —  BF)  ; 
sin.i(CDF  4-  C)  :  sin.KCDF—  C)  ::  tang.^CD  :  tang-^FC  —  DF). 

Qu'on  observe  i*.  qne  la  valeur  du  dernier  terme  est  la  même  dans 
les  deux  analogies,  eneorte  que  si  on  les  divise  l'une  par  l'autre , 
le  quotient  de  ces  deux  termes  est  i  ;  a*,  que  BE  =  ^  AB,  et  que 
CD=--^AC}  5«.  que  (i556),  Esa.B+^B,  et  que D=^Crf-^ C. 

En  opérant  comme  on  a  fait  (i  564),  oa  *  sin.KEBF-f-E)=co»'i5i^» 
et  sin.i(EBF  —  E)=cos.(B4-i^B);et  de  même  siii.KCDE+C) 

ssrcos.  iâC,etsin.i(CDF  — C)=:co8.(C-4-iâC)-  Avec  ces 
substitutions  ,  les  deux  analogies  ci-dessus ,  divisées  l'une  par 
l^aptre,  donneront  la  première  (ia44)« 

i585.  Substituez  dans  l'analogie  (1247)  la  valeur  (Vil.  36»)  de 
009,  BC)  menez  i  -^  sin.'AG  au  lieu  de  cô».*AQ  et  i  — sla.*AB  au 
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lien  de  C09/AB  ;  puis  divisez  le  second  rapport  par  6îû/AB  sin%. AC 
COS.  AC^  et  vous  aurez  l'analogie  (12^). 

i584.  Quand  A  =  go' ,  on  a  (VII.  26^),  cos.  BC  =  cos.  AB 
cos*  AC.  Le  second  membre  de  cette  équation  étant  un  produit 
de  deux  variables,  il  parait  d'abord  impossible  d'en  avoir  les 
différentielles  finies  (621).  C'est  la  première  foi3  dans  le  cours  de 
.>cet  Ouvrage,  que  nous  nous  trouvons  obligés  de  recourir  à  la  sé- 
cante. La  difficulté  disparait  en  faisant  j  par  exemple  ^  cos.  BÇ 
séc.  AB  =  COS.  AC. 

1 585.  Pour  avoir  ^expression  de  la  différentielle  finied  -  une  sécante^ 
j  observe  que  cos.  B  —  cos.  A  =  -; — 5  —  -: — r  =    1  p   > — i —  = 

'-'       '  ^  sec.  B        sec.  A      ,    séc.  B  sec  ..A     ,  - 

(séc.  A  —  séc.  B)  COS.  B  cos.  A.  Donc  (IL  a4*),  séc.  A  —  séc. B  =; 

asin.irA— B)8in.i(A  +  B)       ,,    .    •     ^.  ^1      ^ 

^-^^ — — r^ |^_L_i.j  d'où  je  tire,  en  procédant  comme  pour 

COo.  J^  COS.  ^f 

les  autres  di£féreatielles  (ai a), 

q,4p  T>_aMni^B8in.(B4i^B) 
^  sec.  D  —      ç^j  g  ^^^  QB-h^ B)""'     . 

i586.  Maintenant^  en  diffërentiant  l*équation  cos.  ACazccs.BC 
séc-  AB,  j*aurai  donc  —  2  sîn.  1^  AC  sin.  (  AC  +  i  ^AC).  =3 

dsin.|^ABsin.(AB-f-r  ^AB)  ^^  -ng^  t^  ..      .  At>       «    un 

^-^ An  .   Q  4P%      X  cos.  BC.  En  mettant  cos.  AB  cos.  AC 

• ,      COS.  AB  COS.  (AB+  ^  AB) 

au  lieu  de  cos.BC ,  je  trouve  l'analogie  formée  par  les  deux  pre- 
miers rapports  (i249)«  Celle  que  forment  le  premier  et  le  troisième, 
s'obtient  en   diflérentiant   l'équation  —  cos.  AB  =:  -^  séç*  AC 

€08.  BC. 

1X87.  Quapd  BC  =:  90* ,  on  a  (VII.  7'),  cos.  A  =  —  cot.  AB 

cot.  AC>  ou  COS.  A  tang.  AB  =:  -*-  cot.  AC.  Differentiant  et  obser- 
vant que  l'une  des  différentielles  devient  négative  par  la  substitu- 
tion de  la  valeur  négative  de  cos. ''A,  ainsi  qu'on  Va  dit  (i368)f 
on  aura  la  première  analogie  (laSo).  .  •    ' 

•  1^88.  Dans  le  cas  où  BC=go''«  on  a  aussi  cos.  AC  ::=  cos.  B 
Bin.  AB^  (VII.  aS*)',  et  par  la  même  raison^  dans  le  triangle  ADE^r 
cos.  AE  =  COS.  D.  sin.  AD ,  ou  cos.  ( AB  +  ^  AB)  5:?  cos.  (C  +^  C) 
X  sin.(AC4-  ^AC)  :  faisant  ces  substitutions  dans  la  première 
analogie  (laSo),  on  aura  les  deux  premiers  rapports  Ç12S1). 

^    49 
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Fig  So,  iSSg.  Dan»  le  même  cas ,  on  a  encore  (  VIF.  8*  ),  ces,  A  =  --• 
cos.Bcos.C= — COS.  Dcos.  E  =  — co».(C  +  ^C)co«.(B-f-^B)» 
Donc  1'.  cps.  (C-f-  ^C)  :  cos.B  ::  cos.  C  :  co».(B4-  ^B),  second 
el  troisième  des  rapports  (laSi).  2''.  En  prenant,  dans  l'équafion 

C08.  A  =s  -—  cos.  B  COS.  C ,  la  valeur  de  ces.  B  ss^  •*-*  -^^  •  et  ^elie 

C08.  C  ' 

de  cos.  C  =  •»  — ^Q  f  et  les  substituant  alternativement  dans  Tana* 

008.  n 
logie  infinitésimale  (ia5i),  on  anra  les  analogies  (i^Ss). 

iSgo.  Si  Ton  change  tous  les  signes  (56)  dans  la  première  analogie 
(i344)«  ^^  qnVnsuite  on  substitue  aux  expressions  de  cette  analo- 
gie celles  dn  triangle  supplémentaire ,  par  la  méthode  facile  que  )*ai 
donnée  (1043) ,  on  observera  que  AB  diminuant,  l'angle  opposé 
dans  le  triangle  supplémentaire  doit  croître  ;  de  sorte  qu*aa  lieu 
de  -~  tang.^JlAB,  on  aura  tang.  i^C,  et,  par  la  n.ême  raison  «  -— 
tang.  j^B  au  lieu  de  tang.  ^^  AC.  On  sait  d'ailleurs  que  le  cosinus 
d'un  arc  et  celui  de  son  supplément  difiPèrent  pour  le  signe  (66); 
on  aura  donc  cos.  (AB  4-  î^  AB) ,  au  lieu  de  —  cos.  (C  —  7^  C)> 
et  cos.  (AC  +  3(^AC)  au  lieu  de  —  cos.(B  —  I^B).  Mais  au 
lieu  de  cos.  i  ^C,  on  a  cos.  ^  ^  AB;  et  cos.  ^^  AC  ,  au  lieu  de 
cos..^^B,  sans  aucun  changement  de  signe  (ySj.  Cest  d'après 
ces  observations  que  se  forme  la  première  analogie  (i:»53). 

iSçi.  Substituons  dans  l'analogie  (i256)  la  valeur  (VII.  8*)  de 
COS.  A }  mettons  i  —  sin,*B  au  lien  de  cos.*B ,  et  1  —  sin.*C  au 
lieu  de  cos.'C;  puis  divisons  le  second  rapport  par  8in»B  cos.B  X' 
sin/C,  nous  trouverons  Tànalogie  (laSy). 

1592,  Quand  A  =  go*,  on  a  (Vil  25*),cos.  BC  =  ont.  B  cot.  C, 
ou  cos.BC  tang.C  =  cot.  B.  Dîfférentîons  à  l'ordinaire  (1S61)  , 
et  nous  aurons  la  première  analogie  (i^SS). 

,  iSgî,  Dfins  le  même  cas ,  cos  B  =  cos.  AC  sîn.  C,  (VÎT.  lO*'), 
et  par  la  même  raison  ,  cos.  D  =  cos.  AK  sîn.  E,  ou  cos  (C  +  ^  C) 
T=  cos  (AB+  â  AB)  sin.  (B-f-  ^  B).  Ces  substitutions  dans  l'ana- 
logie finie  (i358)  donneront  les  deux  prèmîen»  rapport'^  ("Sg).  De 
4)lns(VI.  i5*),  cos.BC  =  cos. AB  cos. AC  =  cos  AKcos.AD« 
cos.  (AB  +  ^  AB)  cos  (AC  +  ^  AC).  D<^nc  cos.  (AB  4-  1^  AB)  : 
cos.  AC  ::  cos.  AB  :  cos.  (AC  +  â  aC;,  second  et  troisième  rap: 
ports  (1^59). 
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1594.  Soit  maintenant  BC  =  90%  Alors  (VIL  &•),  cos. A  =3 
—  cos.  B  cos.  C  ;  par  conséquent  cos.  A  séc.  C  =  — -  cos.  B ,  et 
COS.  A  séc.  B  =  —  cos.  C.  En  différentiant  ces  deux  équations  , 
et  chassant  cos.  A  au  mojen  de  celle  qui  précède ,  on  parvient 
aux  analogies  (ia6i), 

1595.  Prenant  les  diiOférentielles  finies  dans  l'équation  sln.  BC 
X  sin.  C  =  sin.  AB  sin.  À  ,  (VII.  !•)  ,  puis  substituant  Îî?i4^ 

k  la  quantité  constante  ""'  ^  ,  on  aura  la  première  analogie  (ia6a), 

i3g6.  En  changeant  B  en  C  et  C  en  B  dans  les  analogies 
(i!26a  à  1366),  on  obtient  les  at^alogies  (1^67  à  1^71).  On  pour- 
rait donner  dans  celles-ci  le  si^ne  positif  aux  deux  variations  , 
puisqu'elles  sont  dans  un  même  sens;  maiè  je  leur  ai  donné  le 
signe  négatif,  pour  conserver  Tuniformité  entre  ces  analogies  et 
les  analogies  (1344  ^^  suiv.). 

1397.  Lorsque  A  ou  que  BC  ;=  go*,  il  n*en  résulte  aucune  ana-* 
logie  différente  dès  précédentes  (ia6a  à  1^71);  mais  alors  ces 
analogies  se  simplifient,  comme  je  Pindiquerai  (i4S3), 

iSqS.  La  première  analogie  (1^73)  se  trouve  en  prenant  le  pro« 
duit,  terme  à  terme,  des  analogies  finies  (1344  1  ^^^j)^ 

Mettant  dans  l'analogie  (137a),  sin.  AB  :  sin«  C  au  lien  de 
sin.  AC  :  sin.B,  on  a  la  première  (137s). 

iSgg.  Substituons  la  valeur  (VIL  18*)  dé  tang.  C  dans  l'analogie 
(i!275)  }  réduisons  le  second  rapport  à  un  même  dénominateur  que 
nous  supprimerons;  écrivons  i  -^  sin/BC  au  lieu  de  cos.^BC  ;  enfin 
divisons  le  second  rapport  par  sin.  BC  cos.  BC  cot.  AB  j  nous  aurons 
l'analogie  (i:276)«  '  "  ' 

Substituons  dans  celle-ci  la  valeur  (VIL  5i*)  de  tang.  BÇ;  ré« 
duisons  encore  le  second  rapport  à  un  même  dénominateur  que 
nous  supprimerons,  et  mettons  i  —  sin.^B  au  lieu  de  cps.'B.  Di- 
visons ensuite  ce  second  rapport  par  sin.  B  cos.  B;  multiplions-le 
par  COS.  ABtang.A,  et  observons  que  sin.'AB  -f-  oos.^AB  s=  i  ; 
nous  trouverons  Panalogie  (1377). 

1400.  Les  analogies  (1^78  à  ia83)  s*obtiennent  en  changeant  B 
en  C  et  C  en  B  daas  les  analogies  (1172  à  1^77)  #  et  changeant 
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Fig.so.  les  signet  des  <ïifFérenlielles,  pour  conserrer  l'uniformité ,  comme 
BOUS  Pavons  dit  (iSgô);  ce  qu'on  observera  aussi  dans  les  ana- 
logies (1286) ,  qui  sont  tirées,  des  >  anal ojgies  (1284). 

i4oi.  La  première  (1284)  se  (rouVe  en  difFérentiant  à  rordînairé 
réquation  cos.  B  rac  tang.  AB  cot,  BC,  donnée  par  la  formule 
(VII.  5i*) ,  dans  le  cas  où  A  ==  90% 

1402.  Quand  BC  =  90%  de  la  formule  (VII.  i5*)  on  tire  tang.  A*^ 
X  COS.  AB  =  —  tang.  B.  Différentiant  et  se  rappelant  ce  qui  a  été 
dit  (1568)  sur  le  changement  de  signe,  on  aura  la  première  ana- 
logie (1286). 

En  changeant  dans  celle-ci  B  en  C^  on  aJa  première  (1287). 

Fig.Si.  .  i4o5i  Soit  converti  en  ABD  le  triangle  ABC,  de  sorte  qu'on  ait 
AD=:  AC.  Les  deux  côtés  AB  ,  AC  seront  constant,   et  on  aura 

€BD=âB,ABD:=B+âB,D  =  C+âC,CAD  =  ~âA, 
(en  appelant  toujours  A  Tangle  BAC  du  triante  primitif  ABC)  , 
et.B,Pî:^BG-h^BC. 

i4o4-  Puisque  éin.  AB  :  sin.  AC  ::  sin.  C  :  sin*  B  ::  sîn.  D  :* 
sîn.  ABD ,  là  dernière  analogiie  donne  (II.  i3*) ,  tang.  i  (ABD+B) 
:  tapg.  i  (AÎBD  —  B)  ::  tang.  i  (D  +  C)  :  tang.  i  (D  —  C).  Substi- 
tuez les  expressions  ci-dessus,  vous  aurez  la  première  emalogie  (1288). 

'%4^5a  Les 'ares  finis  qui  se  trouvent  ensemble  dans  l'une  quel- 
conque des  analogies  (128g  ji  1292)  ne  sont  réunis  dans  aucune 
autre  de  -  ces  analogies.  En  général  j'ai  eu  Tattention.  d'éviter 
cette  réunion  dans  la  table.  Il  serait  inutile,  il  serait  même  nui- 
sible  de  multiplier  les  analogies  par  ce  mojen.  Cependant  celles 
que  donne  La  Caille  dans  le  cas  présent  sont  ^B  :  ^C  ::  ta'ng.B 
:  tang.  C  :i  sin.  AC  cos.C  :  sin.  AB  cos.  B  ::  sin.  "b  cos.C  :' 
sip.  C  COS.  B.  Je.  ne  sjiis  de  quel  usage  peuvent  être  lés  deux  der- 
niers rapports ,  qui  Vuû  et  Vautre  supposent  que  Ton  conôàisse  les 
angles  B  et  C;  et  quel  sera  le  Calculateur  qui ,  dans  ce  cas,  né 
préiéterà  pas  de*  se  servir  du  rapport  tang.  B  :  tang.  C  ?  Les  ana- 
logies de  La  tdille  soût  plus  d'une-  fois  susceptibles  de  cette  légèi^tf 
critique,  et  j*ài'cru  devoir  en  faire  l'observation,  d'autant  pi u^ 
que  d'autres  Auteurs  les  ont  adoptées. 

Lorsque  Tun  des  côtés  const ans  égale  90%  il  n'en  résulte  d'autre»; 
analogies  que  celles  données  (1288  à  1^92.). 
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i4o6.  Dans  le  triangle  BCD ,  on  a  (IX.  ^a"  ),  sîn.  {  (BC  +  BD)  : 
sin.i(BC— BD)  ::  cot.  i  CBD  :  tâhg-i(BDe  —  BCD).  Mais 
BDC  —  BCD  =  D  +  ADC  —  (AGD  —  C)=  D  +  C,  le  triangle; 
CAD  étant  isoscèle*  En  substituant  cette  valeur  et  les  expressions 
(i4o5)  dans  l'analogie  ci-dessus  >  on  aura  la  première  (i^qS). 

1407.  Puisque  (VIL  9*)i  sîn.BCsin.AB  cos.  B=cos.  AC  — 
COS.  BC  COS.  AB  ;  en  emplojant  la  cosécante^  on  aura  sin.  AB  cos.B 
=  COS.  AC  coséc.  BC  — *  cot.  BC  cos.  AB. .  La  di£férentielle  finie  de 
la  cosécante  se  déduit  de  la  formule  (IL  25*)  ^  en  opérant  comme 
nous  Pavons  fait  (i  385^ ,  pour  trouver  la  différentielle  de  la  sécante  : 
sa  valeur  est 

a»  COSec.  X5  _         sin.Bsin.CB  +  ^B)        ' 

i4o8.  Différentions  maintenant  Téquation  précédente ,  après  en 
avoir  changé  les  signes  pour  conserver  l'uniformité  avec  Tanalogie 
(1293).  Nous  aurons  asin.^  ^B  sin.(B-Hi^B)  sin.  AB  =  — 

*  p  — asin.i^BCco8.(BC-f  jg^BC) sin.  g^BC  cos.  AB      * 

cos.   Al^    X  sin.BCsin.  (BC  +  ^BC)  sin.BCsin.  (BC+ ^BC)' 

Substituons  au  lieu  de  cos.  AC  sa  valeur  (VII.  38*)  ,  2  sin.  \  (^i-l^^ 
cos.i^BCaulieudesin.^BC,et,(II.4-),cos.BCcos.(BC+iàBC) 
+  sin.BC  sin.  (BC-f  f  ^BC)  au  lieu  de  cos.  ^^BC  :  réduisons 
et  divisons  l'équation  par  2  sin.  ABj  nous  auronfs  la  première  ana- 
logie (1294). 

En  changeant  B  en  C  et  C  en  B  dans  les  analogies  (1293  à 
1:^96)^  on  a  les  analogies  (1297  ^  i3oo). 

1409.  Quand  AC;=90*,  on  a  (VIL  9*),  cos.  B  =  —  cot. BC 
cot.  AB.  Changez  les  signes^  différentiez  à  l'ordinaire  (i368),  vous 
aurez  la  première  analogie  (i5oi). 

Dans  ce  même  cas,  on  a  aussi  (VIL  3o*),  cos.AB=ços.^G 

sin'.  BC  •  ou  sin.  BC  =  — '—yr^  Substituez  cette  valeur  dans  l'ana- 

'  cos.  C' 

logie  infinitésimale  (1393),  vous  aurez  Pinfinitésimale  (iSos). 

i4i/>-  Si  au  lieu  de  AC  =  90*,  on  avait  BC  =90' ,  on  aurait 

alors  (VIL  ii«),  cos.  C  =:^^,  et  (1^93),  — .  ^BC  :  ^B::  i  : 

cot.  c.  Connaissant  les  deux  côtés  constans ,  on  trouverait ,  par 
l'équation,  l'angle  C,'  qui  servirait  ensuite  pour  résoudre  l'analogie» 
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Fîg8i.  C'est  à  quoi  se  réduit  la  formule  compliquée  ^i^  •  5iBC 
COS.  AB  :  v/(sin.'AC  — cos.*AB),  que  donne  VAlmanach  astro^ 
nomique  de  Berlin,  pour  l'année  lySo.  Mais  nous  verrous (i 477) 
que  cette  analogie  est  assez  défectueuse  pour  Tusage  auquel  on 
rapplique. 

i4ii.  La  ptemîfcre  analogie  (i5o5)  se  trouve  en  di£Eérentiant 
ISquation  (VU.  a6*). 

Quand  un  des  côtés  constans  est  de  90** ,  la  formule  (VII  i6*) 
devient  cos.  BC  =  cos.  A  sin.  AB,  ou  cos.  BC  =  cos.  A  sin.  AC. 
•  En  différentiant  Tune  ou  Tautre  de  ces  équations  j  on  aura  la 
première  analogie  (i5o6). 

i4ia.  Quand  BOsgo*,  on  a(Vn.  n')*  cos.  C  =  ^îi^. Les 

81X1  •  ^Lvi 

deux  côtés  constans  supposés  connus,  cette  équation  donnera 
Tangle  C,  qu'on  emploiera  ensuite  pour  résoudre  l'analogie  (i5o5), 
sans  qu'il  soit  besoin  d'introduire  un  radical  (i47^)  de  la  forme  de 
l'expression  citée  (i4iû)« 

i4i3.  La  formule  (VIL  16*)  donne  cot.  B  ss  sin.  AB  cot.  AC  X 
COséc.A-^  cos.  AB  cot.  A.  Changeons  les  signes;  différentions ,  en 
prenant  (1407)  ^^  différentielle  de  la  cosécante;  mettons  a  sin.  |^  A 
COS.  t  â^  ^^  1^^^  ^®  sin.  ^  A  :  enfin  substituons ,  ou  l'expression 

.    ^^  .    .p^  V  rffc^.  a  -: — .   .    ;>   '   q\;,  et  nous  parviendrons  à 

fiin. BC  8in. (BC+ diBG)      sin.  Asm.  (A-)- di A)'  '^ 

la  première  analogie  (i5o7)',  ou  la  valeur  (VII.  54*)  de  cot.  AC, 

et,  (IL40>cos.  Acos. (A-f-l^A)  +  sin.Asin.(A+|5i-A.)  *" 
lieu  de  cos.  ^  ^  A,  et^  en  réduisant ,  nous  aurons  la  première 

analogie  (iSo8). 

En  substituant  dans  celle-ci  la  valeur  (VIL  ag*)  de  ces.  AB, 

réduisant  le  dernier  terme  de  l'analogie  à  un  même  dénominateur, 

et  observant  que  sin.  (A  -+•  7^  A)  cos.  A  —  cos.  (A  •+•  {^  A)  sin. A 

?=  sin.^^  A,  (II.  ^0^  ^"  obtiendra  la  première  analogie  (iSog). 

i4i4«  En  passant  de  cette  première  &  la  seconde,  le  terme  cos.B 
sin.^  â  A  disparait,  parce  que  le  produit  de  ce  terme  par  le  pre^ 
mier  de  l'analogie  donnerait  l'infîniment-petit  du  second  ordre 
•in.»i^A,  (195). 

l4i5,  La  première  (i3io)  s'obtient  en  divisant  l'une  par  l'autre 
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les  analogies  difiPérentielies  finies  (1:295^  i5o5) ,  et  substituant  la 
valeur  (VII.  a4*)  de  sin.  AB. 

he»  analogies  (i3i5  à  i3i8)  s^obtiennent  en  changeant  B  en  C 
et  C  en  B  dans  les  analogies  (iSoy  à  i5i3). 

ï4i6.  Quand  AB  =  go* ,  on  a  (VIF.  i6*),  tang.  B  =  sîn.  A 
tang.  AC ,  et  (VIL  if),  cot.  C  =  —  eus.  AC  cot.  A,  En  différen- 
tiant  (i36i)  chacune  de  ces  deux  équations^  on  aura  les  premières 
analogies  (i5ig,  i3ao)« 

1417*  Dans  le  même  cas,  on  a  (VII.  la*),  cos.  C  =  —  cos.  A 
COS.  B.  Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  la  première  analogie 
(1^20),  sin.^  A  devient  négatif,  et  l'analogie  se  change  en  celle-ci, 
—  sîn.^A  :sin.âC  ::  8in.(A+âA)  :  8in.(C  +  âC)  cos.B. 
Mais  dans  le  triangle  ABD ,  ou  a  sin.  BAD  =:  sin.  BD  sin.  D  , 
Cio5i>,  ou  sîn.  (A  4.  â^)  =  »iD-  (^C  +  âBC)  sin.  (C  +  ^IC), 
Substituons  cette  valeur  dans  la  dernière  analogie  ci^dessus^  et 
lious  en  tirerons  la  première  (iSai)» 

i4i8«  Enfin  quand  AB  =  go"",  le  triangle  ABD  donne  (VIL  28*); 
COS.  AD  =  cos.  ABD  sin .  BD ,  ou  sin.  (BC  +  ^  BC)  =  ^^^^%y 

En  substituant  cflte  valeur  dans  la  première  analogie  (iSai),  on 
aura  la  première  (iSaa). 

1419*  Toutes  les  analogies  ^i3a3  à  i355)  se  trouvent  en  prenant 
les  parties  du  triangle  opposées  à  celles  que  renferment  les  ana* 
logies  (1388  à  iSas) ,  et  faisant  usage  du  triangle  supplémentaire  , 
après  avoir  changé  les  signes  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  (1S90).  Au  surplus,  pour  diminuer  la  difficulté  relativement 
aux  signes,  j'ai  renvojé  à  la  table  VII  :  c'est  de  cette  table  que 
j'ai  tiré,  les  valeurs  dont  les  substitutions  m*ont  donné  celles  d'entre 
les  analogies  infiiiité:«imales ,  que  j'ai  formées  par  cette  voie* 

Dans  la  première  analogie  (i3!i8)  on  observera  qu'an  lien  de 
donner  au  troisième  terme  le  signe  négatif,  tel  qu'il  devrait  l'avoir^ 
j'ai  rendu  le  premier  terme  positif;  ce  qui  a  lieu  dans, plusieurs 
des  ànaio6;ies  suivantes.  Dans  l'analogie  (iSSy),  le  quatrième  terme 
est  celui  qni  serait  négatif,  si  l'on  ne  rendait  pas  le  premier  terme 
positif. 

Pour  tirer  la  première  analogie  (i558)  de  la  première  (i3o5),  il 
jie  faut  pas  changer  les  signes  dans  celle*ci» 
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FigSf.  .  Dans  le  premier  rapport  de  l'analogie  finie  (i54i),  j'ai  pr^fér^ 
les  signes  positifs ,  pour  conserver  l'uniformité  avec  les  analogies 
précédentes. 

J'ai  omis  les  analogies  correspondantes  aux  analogies  (iSoy^y 
(i3i3),  parce  que  je  n'en  vois  pas  l'utilité. 

S'il  reste  quelques  difficultés  pour  l'intelligence  des  analogies 
(i325  à  i355}^  on  pourra  chercher  la  démonstration  directe  de 
ces  analogies,  par  les  méthodes  que  j'ai  employées  pour  démon* 
trer  les  analogies  correspondantes  (1288  à  iSaa). 

•  1420.  On  observera  que  la  dernière  analogie  (i  555),  dont  nous 
ferons  usage  (i5o8),  n'exigeant  que  deux  données  AC  et  B  poujr 
•  faire  connaître  le  rapport  entre  les  deux  différentielles,  cette  ana- 
vlpgie  est  préférable  à  celle  que  La  Caille  a  donnée  (n""  3 10),  et 
qui  exige  que  Ton  connaisse  non-seulement  AC  et  B^  mais  en- 
core AB» 

Réflexions  et  explications  sur  T usage  des  analogies  (iai3  ^  i355). 

1431.  Peut-être  ne  verra-t-on  pas  au  premier  coup-d'teil  quelle 
est  l'utilité  des  analogies  différentielles  finies,  analogies  absolument 
nouvelles,  et  dont  la  forme  est  souvent  compliquée. 

!•.  Ces  analogies  renferment  la  solution  immédiate  ,  et  ordi- 
^nairement  la  plus  simple,  des  problèmes  relatifs  à. deux  triangles 
obliquangles   ajant  deux  parties  communes  ou  égales  ,  lorsque 
iJ'énoncé   du    problème   conduit  à  la  considération  de.  quelques 
différences  entre  les  parties  de  l'un  de  ces.  triangles  et  les.  parties 
de  l'autre  :  nous  en  verrons  divers  exemples  (chap*  XXIII.)* 
^  u\  Les  analogies  différentielles  finies  apprendront  au  Calculateur 
ce  qu'il  y  a  de  négligé  dans  les  infinitésimales  correspondantes  , 
,de  sorte  qu'en  se  servant  de  celles-ci,  il  saura  à-peu-près  à  quelle 
erreur  il  s'expose ,  et  qy'il  pourra  ou  diminuer  cette,  erreur ,  ou 
l'éviter ,  en  ajant  recours  aux  analogies  finies  ;  avantage  réel,  sur- 
tout quand  les  différentielles  sont  divisées  ou  multipliées  par.  des 
quantités  voisines  de  zéro  ou  de  l'infini ,  parce  qu'alors  les  analogies 
infinitésimales  sont  sujettes  ^  des  erreurs  énormes,  et  même  infini- 
ment grandes. 

i4aa.  Et  quand  on  n'en  tirerait  d'autra  utilité  que  dç  rendra 
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les  analogies  infinitésimales  très*ezactes ^  même  lorsqtie  les  diffé- 
rences sont  de  quelques  degrés  ^  ce  serait  encore  un  très-grand 
avantage  de  la  règle  que  j'ai  proposée  (94ï)>  et  qui  consiste  à 
employer  les  lignes  trigonomé triques  correspondantes  aux  parties 
qui  constituent  le  triangle^  au  milieu  de  chaque  variation^  c*est- 

à-dif-e  sin.(A  +  lâ^)  ^^  ^^^^  ^^  sin.  A^  et  ainsi  des  autres 
variables.  Far  exemple,  l^analogle  infinitésimale  (x3ii)  devient, 
au  moyen  de  cette  règle  > 

—â  A  :  51 B  :  :  sin.*(BC+|^  BC)  :  ces.  AB— cos.  ACcos,(BC-hT5l  BG)- 

14^5.  Pour  plus  de  sûreté ,  au  lieu  de  —  ^  A  :  ^B ,  on  pour- 
rait employer  le  premier  rapport  fini  (i5io),  c'est  -  à  -  dira' 
-«— sin.^^A  :  tang.  j^B  :  mais  Tusage  apprendra  que  souvent 
même  on  peut  passer  les  limites  assignées  (628)  sans  inconvénient 
dans  les  analogies  différentielles  des  triangles  sphériques ,  parce 
que  les  deux  premiers  termes  sont  de  même  nature  >  et  que ,  par 
conséquent ,  en  employant  les  arcs  au  lieu  de  leurs  lignes  trigo* 
nométriques,  les  deux  erreurs  se  compensent  de  manière  que  cçll«, 
qui  peut  affecter  le  résultat  est  ordinairement  insensible. 

i4^4*  On  ne  se  sert  ordinairement  des  analogies  infinitésimales 
que  pour  chercher  la  valeur  d'une  différentielle  ;  et  Ton  pourrait  - 
penser  que  mes  analogies  finies  ne  sont  pas  susceptibles  du  mênse 
usage  9  puisqu'elles  renferment  souvent  dans  le  second  rapport  les  - 
différentielles  contenues  dans  le  premier.  Mais  j'ai  déjà  donné 
(675^  676)  deux  méthodes  pour  calculer  la  valeur  d*une  diffé- 
rentielle précisément  dans  ce  cas.  De  plus  il  est  nécessaire  d'ob« 
server  que  les  analogies  finies  sont  foutes  rigoureuses  >  et'  par  . 
conséquent  propres  à  donner  la  valeur  exacte  de  Tune  quelconque 
des  quantités  qu'elles  contiennent^  et  non  pas  seulement  de  Tune 
des  différentielles. 

14^5.  Au  reste  j'ai  marqué  d'un  astérisque  ^  les  analogies  au 
lieu  desquelles  on  peut  employer^  et  quelquefois  même  avec  avan- 
tage ^  la  méthode  suivante ,  qui  est  rigoureuse ,  et  que  me  fournit 
la  table  VU.  Huit  de  ces  analogies  (1:247 ^  ^^4^^  i:256^  etc.)  sont 
infinitésimales^  et  n'ont  point  d'analogie  finie  correspondante  j  c'est 
surtout  dans  le  cas  de  ces  huit  analogies  que  la  méthode  que  \% 
yais  proposer  est  avantageuse. 

5o 
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SoU  >  par  exem^ty  ^C  Tincoiuiue  dans  l'analogie  (laig) 
Puisque  AB  et  A  sont.  les  parties  constantes  relativement  k  cette 
analogie ,  qui  d'ailleurs  ne  renferme  point  AB ,  je  cherche  dans  la 
table  VII  une  valeur  de  AB  exprimée  par  le  mojen  de  AC>  A  et  Q 
parties  contenues,  dans  cette  même  analogie,  La  formule  55*  me 

Fig.:9. donne  pour  le  triangle  ABC,  tang.  AB  =  3iA.Acot.c  + t^.Aco».AC' 

et  pour  le  triangle  ABD,  tang.  AB  =^^^^^^"1^^^^^^^^.  En 

mettant  en  équation  ces  deux  valeurs  de  tang.  AB ,  dans  la  se- 
conde desquelles  je  substitue  les  expressions  (i356) ,  j'ai 

(sin.  A  cot.  C.4-  ^C  +  cps.  A  cos.  AC  4-  i^l AC)  sin.  AC  = 
(sin.A  cot.  G  «+•  cos.  A  cos.  AC)  sin.  AC  +  ^^AC.  Pour  simpli- 
fier,  je  divise  par  cos.  A',  il  reste  cot.  C+  ^C  sin.  AC  tang. A 
?=  (tang.  A  cot.  C  4-  cos.  AC)  sin.  AC  +  3i^^  ""  ^^^'  ^^ 
oos.  AC  +  ^AC;  équation  qui  donne  immédiatement  la  valeur 

de  cot.  C  -f-  ^  C ,  et  par  conséquent  aussi  celle  de  ^  C. 

Si  de  cette  équation  on  voulait  déduire  la  valeur  de  AC ,  ou 
celle  de  (AC  +  ^AC)»  on  aurait  recours  à  la  méthode  (948)* 
Il  suffit  d*en  prévenir  wie  fois  pour  tous  les  cas  semblables* 

i4a6.  Je  vais  donner  ici  j  réunies  et  par  ordre ,  toutes  les  équa- 
tions qu'on  peut  former  à  Texemple  de  celle  ci*dessus ,  qui  sera 
la  première  :  je  les  accompagne  des  numéros  que  portent  les  ana- 
logies correspondantes  marquées  d*ua  astérisque  ;  et  ces  numéros 
sont  suivis  de  ceux  des  formules  de  la  table  YII  ^  desquelles  chaque 
équation  est  déduite. 

1219.  55* ,  tang.  A  cot. (C  +  ^C)  =  Ç^lc  ^  +  ^^*' ^^) ^'^ 

sin.  (AC  4-  51  AC)  —  cos.  (AC  +  ^AC;. 

1^24.  i5%  tang.  AB  cot.  (BC  +  â  BC)  =«  Ç^^}^^  —  cet.  B) 

X  sin.  (B-f-  âB)  +  COS.  (B  +  ^B)- 
iaa8.  1%  sin.(BC+  ^C)sin.(C+  âQ  =  sin.BC  sin.  Ç. 

"54.  r ,  cos.  (BC  +  ^  BC)  ==  (  ^^  —  COS.  AB  cot.  AC)  x 
sin.  (AC  +  â  AC)  +  cos.  AB  cos.  (AC  +  ^  AC). 


•  •  % 
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ia4o.  39*,  COS.  (C+  51 C) = (^  +  COS.  A  cot.  b)  sin.  (B  H-  ^  B) 

— COS.  A  COS.  (B  +  ^  B). 
"47- T'^CsrÏÏ'^ÂC- *^«»*-*^^*'«'*^^)«^-CAB-t-âAB)dn* 

(AC+â  AÇ)+co8.  (AB+  S>  AB)  co8.(AC +â  AQs=  cos.  BC. 

I  a48.a6%co8.  A  sin.(AB+â  AB)8in.(AC-{-^  ACH-co8.(AB+^  AB) 
COS.  (  AC-f-^  AC)  =s  COS.  A  sin.  AB  sin.  AC + cos.  AB  cos.  AC. 

ia56.a5%(2^^j^  +  cot.Bcot.C)sin.(B  +  ^B)sin.(C4-âC) 

—  COS.  (B  +  ^B)  cos. (C  +  â C)  =  COS. A. 

laSj.  S%  COS. BC  sin.  (B  +  ^ B)  sin.  (C  +  ^  C)  —  cos.  (B  +  ^ B) 
COS. (C-{-^C)s=,  cos. BC  sin. B  sin.  C  —  cos. B  cos.  C. 

ia6a,  1%  sin.  C  sin.  (AB  +  ^  AB)  =  sin.  AB  sin.  (C  +  â  C). 

laôy.  a',  sin.  B  sin.  (AC  +  §,  AC)  =  sin.  AC  sin.  (B  H-  ^  B). 

iaj6.  i5%  cot.BC8in.(AB-|-^  AB)— cos.(B+âB)co8.(ABH-â  AB) 

—  (22J^^L2Ç-.  cos.  AB  cot.  b)  sin.  (B  +  ^  B)  ='  o. 

I  a77 . 5 1  %  cot.  A  sin.  (B + 5  B) -f- cos.  (B  +  â  B)  COS.  (AB  H- â  AB) 

—  ('"^^^  +  COS.  B  cot.  AB)  sin.  (AB  +  ^  AB)  s=  o. 

ia8a.i4«,cot3C8in.(AC-|-5^AC)— co8.(AC+âAC)co8.(C+âC) 
_  (ÏÏÎL^^L52  —  COS.  AC  cot,  C)  sin.  (C  4- â  C)  =  o. 

ia85.3a«,  cot.A8in.  (C+âC)+cos.(C+âQ  cos.(AC+â  AC) 
^  ('^\^^*-^  +  COS.  C  cot.  AC)  sin.  (AC  -f-  â  AC)  =  o. 

ia88.  a3%  sin.  C  8in.(B  +  ^B)  t=  sin.  B  sin.  (C  +  <9 C). 
ia94.  a8%  tang.  AB  sin.  (BC  +  ^  BC)  cos.  (B  +  ^  B)  s=  tftng.  AB 

sin.  BC  cos.  B  -f-  cos  BC  —  cos.  (BC  -f-  â  ^Q* 
1398.  5o*,  tang.  AC  sin.  (BC  +  ^BQ  cos.  {C  +  ^  Q  s=  fang.  AC 

sin.  BC  COS.  C  +  cos.  BC  — <  cos.  ^C  +  ^  BC). 
j3o8.54%siB.(A+  ^A)cot.(BH-  ^B)san.Acot.B-Heo<*AB 

.    C08.  A  —  COS.  AB  cos.  (A  <4-  â  A). 
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i3i4.  35%  8in.(A+  ^  A) cot.(C  +  ^ C;=»in.  A  cot.C4-co».  AC 

COS.  A  —  ct)s.  AC  co«.  (A  +  ^  A). 

i5a5.  4%  8in.  AB  8in.(AC+  ^  AC)  =  sin.AC  8in.(AB+  S^AB), 

iSag.  10%  tang.C8in.(A  +  ^  A)  cos.  (AC-f-^  AC)=:tang.  C  sin.  A 

C08.  AC  +  COS.  (A  +  ^  A)  —  COS.  A.  . 

i353.  ia%  tang.B  sin. (A+^  A)  cos.  CAB.4-  ^  AB)=taiig, B  sin.  A 

COS.  AB  +  cos.  (A  +  ^  A)  —  c^s.  A. 

1 34a.  1 5%  sin .  (BC  4-  ^  BC)  cot.  ( AC  4-  ^  AC)  =  sin.  BC  cot.  AC 
+  cos.  C  COS.  (BC  -h  â  BC)  —  cos.  C  cos.  BC. 

1347.  i8',  sin.  (BC  +  S>  BC)  cot.  (AB  +  ^  AB)  =  sin.  BC  cot.  AB 
4-  COS.  B  COS.  (BC  4-  ^  BC)  —  cos.  B  cos.  BC. 

p 

1437*  L^s  règles  des  signes ,  que  j'ai  données  (620)  pour  les 
analogies  dîfFérenlielIes  des  triangles  rectilignes,  doivent  s^obser- 
ver  aussi  dans  celles  des  triangles  sphériques.  Mais  il  n*y  a  jamais 
lieu  d'emplojer  R'^  (63i),  dans  les  analogies  infinitésimales  de  la 
Trigonométrie  spherique  >  attendu  que  les  deux  variations  qui  for-» 
ment  le  premier  rapport  sont  toujours  de  même  nature  (655),  et  que 
par  conséquent  Tune  et  l'autre  se  prennent  également  en  secondes. 

1428.  Il  J  a  ^  dans  ma  table ,  plus  de  70  analogies  qui  renferment 
le  cosinus  de  quelque  côté  on  de  la  variation  de  quelque  côté ,  et 
qui  cependant  peuvent  se  transférer  aux  triangles  rectilignes  par 
le  mojen  des  règles  que  j'ai  données  (loai).  C'est  surtout  en  cela 
que  ces  règles  me  paraissent  utiles  ,  pnisqu'en  supposant  leur  ap- 
plication, une  seule  table  renferme  une  collection  abondante  et 
complète  dans  son  genre  des  analogies  différentielles  des  triangles 
soit  sphériques,  soit  rectilignes.  Ces  derniers  ne  fournissent  que 
quatre  analogies  finies  (675,  ii*  à  i4*)  qwi  soient  plus  simples  que 
celles  qu'on  déduit  des  analogies  correspondantes  des  triangles 

spbériques  (iSio,  i5i6,  i5o5), 

■  > 

1429-  Il  est  clair^  i\  que  les  analogies  relatives  au  cas  où  l'un 
des  côlés  est  de  90*,  ne  peuvent  par  leur  nature  se  transférer  aux 
triangles  rectilignes  ,  puisqu'il  est  nécessaire  pour -^ela  que  l'ana- 
logie soit  applicable  à  un  triangle  infiniment  petit  (1021)*/ a^  que 
dans  le  cas  où  un  angle  est  constant ,  les  analogies  qui  contiennent 
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âans  le  prcmlep  rapport  les  variations  des  deux  autres  angles  ^  no 
peuvent  être  d'aucune  utilité  pour  les  triangles  rectilignes^  dans 
lesquels  ces  deux  variations  sont  nécessairement  égales  entre  elles; 
3%  que  dans  le  cas  où  deux  angles  sont  constans  ^  les  analogies 
qui  contiennent  la  variation  du  troisième  ,  sont  encore  opposées 
à  la  natufe  des  triangles  rectilignes.  A  Texception  de  ces  trois 
classes  d'analogies  y  on  pourra  traduire  utilement  pour  Tusage  des 
triangles  rectilignes  les  autres  analogies  de  ma  table.    . 

i45o.  Pour  donner  un  exemple  de  traduction  de  ce  genre ,  si 
dans  la  première  analogie  (1219)  on  fait  sîn.i  ^AC  =  j^AC; 
sin.  AC=:  AC,  et  déplus,  cos.  \  ^  AC  =  i ,  etcos.(AC+i^  AC) 
=  I  ^  parce  que  ces  cosinus  sont  multipliés  par  diverses  lignes 
trîgonométrîques ,  la  proportion  devient  ^AC  :  — sin.  ^C  :: 
AC  :  sin.C  X  sin.  (C+  ^C)  cot.  A +  sin.  (C  +  ^C)  cos.  C. 
C'est  en  eflFet  ce  qu'on  trouve  par  la  Trigonométrie  rectîligne,  en 
substituant  la  valeur  (III.  ni*)  de  BC  dans  l'analogie  (675,  i*), 

145 1.  Observons  encore  que  le  premier  terme  du  conséquent  du 
second  rapport  de  l'analogie  finie  (134^)  doit  se  négliger,  suivant 
l'esprit  des  règles  (loax),  dans  l'application  de  cette  analogie  aux 
triangles  rectilignes;  puisque  le  produit  sin.  (AC-f-  ^  AC)  sin.  AC 
sin.  (BC  +  7^BC)  représente  un  infiniment-petit  du  troisième 
ordre.  Cette  observation  a  lieu  de  même  pour  Ja  première  ana« 
logie  (1547). 

i43a.  J'ai  donné  des  analogies  potir  le  cas  où  quelqu'une  des 
parties  constantes  est  de  90"*  ;  mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que 
ces  analogies  sont  les  seules  dont  on  puisse  se  servir  en  pareil  cas. 
Par  exemple  les  analogies  (i3oi ,  i3o2),  données  pour  le  cas  où  AC 
c=  90",  n'excluent  pas  l'usage  des  précédentes  (1293  à  i3oo),  dont 
quelques-unes  sont  même  simplifiées  dans  ce  cas,  parce  qu'on  a 
alors  sin.  AC  =  i  ,  cos.  AC  =  o,  et  cot.  AC  =  o ,  (75).  Mais  nous 
avons  cru  devoir  donner  aussi*  les  analogies  (i3oi,  i5o2)>  parce 
qu'elles  ne  se  déduisent  pas  immédiatement  des  précédentes^*  II: en 
est  de  même  des.  autres  analogies  pareilles^  à  l'exception  des  ana- 
logies (ia2i,  i23ay  134^)  *  ^î  j^  ^'ai  pas  omis  celles-ci ,  c'est  a 
cause  de  leur  rapport  avec  les  analogies  (laaa,  laSi  ,   i^^"^)» 

^4^^*  On  observera  que  lorsque  le  second  rapport  d'une  ana« 
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logie  contient  la  tangente  de  Tare  de  go* ,  il  faut  élinyoer  cette 
tangente ,  en  multipliant  le  rapport  par  la  cotangente  du  même 
arc  :  autrement  l'analogie  ne  pourrait  être  simplifiée  et  ne  serait 
d'aucun  usage ,  puisqu'elle  contiendrait  une  expression  de  valeur 
infinie. 

1434*  Ld  Caille  et  d'autres  Auteurs  ont  donné  quelques  analo- 
gies infinitésimales  pour  le  cas  où  quelqu'une  des  parties  variables 
est  de  go%  Pour  moi ,  ]e  me  suis  borné  à  la  considération  des  cas 
où  quelqu'une  des  parties  constantes  est  de  go"" ,  afin  que  ma  table 
fournît  les  analogies  di£férentielles  finies  f  même  pour  les  triangles 
constamment  ou  rectangles  ou  rectilatères ,  (io43).  Quoique  sou- 
vent elles  soient  moins  coixunodes  pour  le  calcul  numérique  que  ne 
le  sont  les  proportions  (xo44  à  1060) ,  il  m'a  semblé  qu'elles  de- 
vaient être  rapportées^  ne  fût-ce^  comme  nous  l'avons  dit  (14^1»  sl''»), 
que  pour  servir  d'avertissement  au  Calculateur  qui  emploiera  les 
infinitésimales  correspondantes. 

1435.  Mais  si  j'eusse  voulu  considérer  aussi  chacune  des  parlies 
variables  comme  étant  de  go"",  et  donner  les  analogies  relatives 
à  chacune  de  ces  suppositions^  ma  table  serait  devenue  beaucoup 
plus  longue^  et  n'eût  pas  été  beaucoup  plus  utile.  Je  me  conten- 
terai donc  d'indiquer  par  un  exemple  comment  on  peut  parvenir 
en  pareils  cas  à  des  expressions  fort  simples.  Je  suppose  qu'on  ait 
à  emplojer  la  première  analogie  (ia34)j  et  que  BC  =:  go*"  :  on 
aura  cos.  BC  =  o ,  et  sin.  (BC  -+•  i  Si^C)  =  cos.  i  â^^C  j  ensorte 
que  l'analogie  deviendra  sin.  fjiAC  :  sin.i  ^BC  ::  cos.i^BC 
sin.  AC  :  cos.^  ^AC  cos.  AB.  Convertissant  cette  analogie  en 
équation ,  et  réduisant  à  l'aide  de  la  formule  (I.  6*)  ^  on  trouve 
sin.  ^AC  :  sin.  ^BC  ::  sin.  AC  :  cos.  AB^  analogie  déjà  fort 

simple.  Mais  quand  BC  =  go* ,  cos.  C  =5=  1^\q  9  (Vil.  ii*)  ; 

donc  on  a  sin.  ^  AC  :  sin.  ^BC  ::  1  :  cos.  C,  analogie  plus  simple 
encore ,  et  qu'on  peut  emplojer  au  lieu  de  la  première  (i:i53)^ 
lorsque  BC  s==  go*. 

1456.  Lorsque  le  triangle  variable  n'aura  qu'une  partie  cons^ 
tante ,  ou  même  qu^il  n^en  aura  point,  les  analogies  (i3i5  à  i555) 
serviront  égalèrent ,  avec  les  conditions  et  en  suivant  les  règles 
exposées  (680  à  688)  pour  les  triangles  rectilignes. 
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Exemples  du  calcul  des  Analogies  dijBFérentielles  des  Triangles 

sphériques. 

1457.  Supposons  que  dans  Pexemple  (iiSa),  il  pnîsse  j  avoir  Fig.  57. 
une  erreur  de  i*"  sur  le  côté  BD>  ou^  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  moyens  employés  pour  mesurer  le  chemin  du  bâtiment 
puissent  laisser  une  incertitude  d'un  degré.  On  demande  quelle 
serait  en  ce  cas  Terreur  dans  la  longitude  calculée  ou  dans  Tangle 
au  pôle.  Il  y  a  alors  dans  le  triangle  ABD  deux  côtés  constans,  AB  j 
AD  f  et  on  cherche  la  variation  de  A  dépendante  de  celle  du  côté 
opposé  BD  ;  circonstances  qui  sont  celles  des  analogies  (i3o5)| 
dans  lesquelles  il  faut  seulement  changer  C  en  D. 

On  observera  d 'abord  qtie  si  Pou  ne  sait  pas  en  quel  sens  Teir- 
reur  ^BD  a  été  commise,  on  ne  peut  pas  faire  usage  de  Tanalogie 
différentielle  finie ,  dans  laquelle  il  faut  employer  (BDsbf  ^BD)« 
Je  fais  donc  comme  il  suit  le  calcul  de  rinfînitésimale. 

log.  (âBD  =  56oo')  =  5,5565o5 

log.  sîn. (BD  =  Zf  25')  =  9,783625 

(ii52)^  compl.  log.  (sin.  AB  sîn»  AD)  ;=  0,204796 

compl»  log.  sin.  (A  =;  27*  8')  s=r  0,340975 

log.  5lA  ==  3,885697 

Donc  un  degré  d'erreur  sur  le  côté  BD  produit  une  erreur  de 

2^  8"  environ  sur  Pangle  A ,  dans  le  même  sens  (620)* 

> 

1438.  Si  Pon  n'avait. pas  les  analogies  infinitésimales,  il  faudrait, 
pour  arriver  à  ce  résultat,  calculer,  deux  fois  l'exemple  (ii52)} 
une  première  fois  en  faisant*  BD  =  36^  25%  et  une  seconde  en 
faisant  BD  =  58*  25'  ^  ensuite  on  prendrait  la  demi  -  différence 
des  deux  valeurs  de  A  que  fourniraient  ces  deux  calculs.  Les  ana- 
logies infinitésimales  sont  donc  précieuses  lorsqu'on  ignore  si  la 
variation  donnée  est  positive  ou  négative.  Mais  au  contraire ,  si  on 
le  sait,  comme  il  arrive  dans  la  plupart  des  cas  auxquels  on  les  a 
appliquées  jusqu'à  présent ,  ce  méône  exemple  fait  reconnaître  leur 
imperfection,  et  par  conséquent  Tutilité  des  analogies  finies  que 
j'ai  proposées* 


4oO  CHAP.   XXI.  DES  ANALOGIES  DIFFÉRENTIELLES 

Fîg.57.  1459*  En  efiFet  supposons  que  l'erreur  ^BD  soît  en  plus.  En 
employant  dans  le  calcul  (1457) ,  sin.  (BD  +  i^  BD)  =  sin.  57-  55' 
au  lieu  de  sin.  BD  ,  et  sin.  (A-f-  i^  A)  =  sin.  aS**  13'  au  lieu  de 
sin.  A,  comme  le  prescrit  l'analogie  finie,  on  trouve  ^  A  =  a**  5'  2*. 
L'usage  de  Tanalogie  infinitésimale  en  pareil  cas  produirait  donc 
environ  5'  d'erreur  dans  la  valeur  de  ^  A# 

Si  on  voulait  cette  valeur  avec  toute  la  précision  possible ,  on 
emploierait  dans  le  calcul  précédent  sin.  aS*"  10'  \  au  lieu  de 
sin.  a8^.  12%  et  on  trouverait .  ^  A  =5:  a*  5'  8\ 

Quant  à  l'emploi  des  arcs  au  lieu  des  sinus  dcms  le  premier  rap- 
port de  l'analogie',  l'épreuve  démontrerait  que  la  différence  qui 
en  résulte  dans  le  calcul  est  insensible,  comme  je  l'ai  avancé  (i4^^)* 

i44o*  Avec  les  mêmes  données  dans  le  triangle  ABD ,  je  sup- 
pose actuellement  que  les  valeurs  de  AB  et  BD  soient  considérées 
comme  exactes ,  et  qu'il  y  ait  une  incertitude  d'un  degré  sur  le 
côté  AD,  c'est-à-dire  sur  la  latitude  du  lieu  ou  se  trouve  le  vais- 
seau. On  demande  quelle  erreur  il  en  résultera  pour  la  longitude, 
c'est-à-dire  pour  la  valeur  de  A«  Alors  les  deux  côtés  AB ,  BD 
sont  constans,  et  l'on  cherche  la  variation  de  l'angle  opposé  àBD, 
dépendante  de  celle  du  troisième  côté.  Changeant  B  en  A ,  A  en  B 
et  D  en  C ,  pour  que  le  triangle  BAD  de  la  figure  puisse  se  com- 
parer au  triangle  ABC  de  la  table ,  j'observe  que  c'est  le  cas  des 
analogies  (1:293  à  1:296).  Mais  comme  nos  données  sont  B  ssy"*  8", 
AB  =  7f  5o',  AC  =  57-  a5',  BC  =  4i*  9%  et  ^BC  =  iS  il 
est  facile  de  voir  qu'il  faut  avoir  recours  aux  analogies  (ia94)* 
Je  prends  l'infinitésimale  ^  et  je  fais  le  calcul  comme  il  suit  : 

I^g-  C— âBC  =  56oo')  ;=  5,5565o5 —  5,5563o5 

compl.  log.  sin.  B  =  0,540975  log.  cot  B  es?  0,390340 

log.  cot.  AB  =;=  9,5a45ao    log.  —  cot.  BC  =  o,o5854i 

—  5,421798  +  5,905 184 

Ces  deux  logarithmes  répondent  à  —  44'  ï%  ^  «*  *  +  ^*  *  ^'^^  7  î 
et  par  conséquent  on  a  ^B  «=  +  i*  29'  57*1.  Dans  ce  cas  les 
variations  ^BÇ  et  ^B  se  font  dans  le  môme  sens,  parce  que 
nous  avons  laissé  subsister  daas  le  premier  rapport  le  signe  négatif 
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cle  ^BC^  comme  on  doit  le  faire  (6ao)  >  quand  la  yariaiion  ^BC 
est  en  plus  :  et  c'est  ainsi  qu'il  résuite  une  valeuc  positive  de  ^  B. 

i44i-  J'ai  dDuné  le  signe  négatif  aii  logarithme  6,421798^  non 
qu'il  soit  en  effet  un  logarithme  négatif  (S^o) ,  mais  parce  qu'il 
correspond  à  une  quantité  négative.  C'est  ce  que  je  ferai  souyeht 
dans  la  suite. 

1442*  Cherchons  maintenant  quelle  est  l'erreur  de  la  formule 
infinitésimale  dont  nous  venons  de  nous  servir.  Pour  cela  je  sup- 
pose que  l'on  sache  que  la  variation  de  BC  est  en  moins.  Je  ferai 
usage  du  second  rapport  de  l'analogie  finie  (1294)  #  et  en  faisant 
le  calcul^  je  supposerai  la  valeur  de  ^B  absolument  inconnue ^ 
pour  donner  un  exemple  de  la  méthode  enseignée  (675). 

log-  (â^C  =  56oo')  =  5,5565o5 5,5565o5 

log.  cot.  AB  =  9,5^4520  log.  — cos.B  =  9,949564 

log.  sin.  (BC  —  i  ^BC)  =  9,813872   . . .  log.  cos.       9,880072 

compl.log.sin.(BC — ^  BC)  =  0,190581   ;      0^190581 

log.  constant       3,085276      log.  const.  — r  5,576320 
compl.  log.  sin.  B  =  0,340975 0,340975 

+       3^4^6251  —5,917295 

Ces  logarithmes  donnent^  pour  valeur  approchée  ^  ^6  =  44^28'. 
—  2*  17'  46''  =  — .  !•  33'  i8\  Ce  résultat  étant  négatif,  la  varia- 
tion de  B  est  dans  le  même  sens  que  celle  de  BC  ;  aux  logarithmes 
constans  ci-dessus  on  doit  donc  ajouter  compl.  log.  sin.  (  B  — *  |^  B 
=:26*  21');  ce  qui  donne,  pour  valeur  plus  approchée,  ^B  =s 
45'  42^  —  2*  2  i'  33'  =  — r  I*  5,5'  5i'.  EnfiA  employant ,  d'après  cetta 
approximation ,  sin.  (B  — •  j  ^B  =  26*'  20^),  on  a  pour  valeur 
exacte,  ^B  =5— I*  55' 55\ 

Donc  dans  cet  exemple  l'analogie  infinitésimale  serait  en  erreur 
.de  6'.  ^ 

On  verra  (i47^»  ^477)  ^^^  erreurs, plus  graves  résultantes  de 
l'emploi  des  analogies  infînitésima1es^,,^ui  cepex^dant  'soiit  Ies;seules 
qui  aient  été  en  usage  jusqu'4  présent. 

1445.  Si  l'on  voulait  avoir  directetn^nt,  et'  par  un  seul  calcul  ^  la 
valeur  de  ^B^  qmUe  quofdt  d'aiUei^s  sa  grandeur,,  pql  déve« 

5i 
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lopperait  ^in.  (B  -«f-i  ^  B)  ,  comme  nous  Vavons  dit  (676)'^  ou  bien 
on  mettrait  |  cos.  B  —  i  cos.  (6+  ^B)  au  lieu  de  8in.  (6+^  ^B) 
9in.  jS^B,  (IL  1 7*)«  Alors  appelant *-*;?  le  produit  du  premier  et  jdu 
quatrième  terme  de  l'analogie  finie,  on  aurait  cos.^-f-  ^B)^= 
cos.B-f-^;'*  Si  dans  le  calcul  précédent  on  met  —  sin.  (^^BC 
;=  5o')  au  lieu  de  ^BG ,  on  trouve  pzss^  0,0061 88:3.  Mais  en 
faisant  u^age  des  sinus  naturels ,  cos.  B  =  0,8899476  :  donc 
cos,  (B  +â^)  =^  o>8899476  +  0,0125764  =  0,9035^40  =  cos,  aS* 
Sa' .5'.  Or  B  =  af  8';  donc  ^B  =  ~  i«  35'  55\ 

i444«  Si  Ton  cberohait  de  même  directement  la  valeur  finie  de 
^^pC,  Topération  serait  plus  compliquée  :  on  arriverait  à  une  équa- 
tion dans  laquelle  seraient  contenus  sin.  ^BC  et  cos.  ^BC>  et 
Ton  résoudrait  cette  équation  par  la  méthode  plus  expéditive  que 
j'ai  donnée  (948).  Mais  cette  recherche  de  ^BC  est  un  des  cas  dans 
lesquels  il  est  mieux  d'avoir  recours  à  la  méthode  (i4^5)« 
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Résumé  sur  Vapplication  d$  la   Trigonométrie  à  la 

résolutùm  des  problèmes. 

1445.  ËtAMT  donné  un  problème  quelconque*  pourvu  qu'il 
pW9^e  se  résoudre  par  Ja  seule  consif^ération  des  triangles ,  on  en 
cherchera  la  solution  dans  cette  Trigonométrie  de  la  manière  sui- 
.yante^.  J*.  Si  les  dcinn^es  .et  la  chose  cherchée  appartiennent  à 
un  seul  triangle ,  la  solution  se  trouvera  dans  l'un  àes  Chapitres 
JÇ,  XI,  Xyrj^  XVin,  XX.  a».  Si  les  données  et  la  chose  cherchée  se 
trouveii^  distribuées  en  dçfa*  triangles ,  en  en  cherchera  là  soliition 
dans'les  cliapitres  Xîl  ou  tSt,  ou  ép.  opérant  d'aptes  leà  teétfrodw 
(747,  ;49^  802) ,  ou  en  ajant  reeoiirsaux  formules' (1044  i  106^, 
selon  les  cas.  5*i  Si  le»  déùWée»  et  la  ohosé  cberohée  son*  tirées 
de  plu»  Heaéter'frianlles,  on«oB«idérer»de«x4pi«*gles  àrla*foi»> 
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on  en  cherchera  les  solutions  d'apris  ce  que  nous  venons  de  dire^ 
et  on  les  liera  Tune  à  Tautre^  selon  que  le  cas  le  permettra  >  pour 
arriver  k  la  solution  finale  demandée. 

1446*  An  premier  aspect  ces  avertissemens  pourront  sembler  au 
moins  inutiles.  Mais  on  verra  dans  le  chapitre  suivant  avec  quelle 
facilité^  quelle  ^simplicité  nous  avons  résolu  la  plus  grande  partie 
des  problèmes  de  l'Astronomie;  soit  parce  qu*en  considérant  leurs 
conditions  nous  avons  suivi  la  marche  facile  que  nous  venons 
d'indiquer,  soit  parce  que  nous  avons  fait  usage  d'expressions  com« 
modes  des  différences  finies  dès  lignes  trigonométriques  ^  espressions 
qui  jusqu'à  présent  manquaient  aux  Traités  de  Trigonométrie  :  et 
cet  essai  sur'' les  problèmes  de  l'Astronomie  nous  donne  lieu  do 
croire  que  dans  les  autres  Sciences  ou  Arts  soumis  au  Calcul ,  il 
y  a  peu  de  problèmes  dont  ce  Traité  ne  donne  promptement  la 
solution ,  lorsqu'ils  peuvent  être  résolus  par  la  seule  considération 
des  triangles. 
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CHAPITRE    XXIII. 


Applications  de  la    Trigonométrie  h   P Astronomie. 


x447*  vJE  Chapitre  suppose  le  Lecteur  initié  dam  l^Astuonomie 
dont  fës  élémens  ne  peuvent  entror  dans  ce  Traité  :  ceux  i)ui  ne 
les  connaîtront  pas  feront  abstraction  des  théories  et  des  dénomi- 
nations >  s'ils  veulent  parcourir^  ce  qui  suit,  elsè  borneront  à  étu- 
çlier  les  opérations  analytiques  >  qiii:sant.â!uQ:us0grgéiiéral  dans 
les  M^^thâmatiques.  Je  suivrai  aotaot  qu'il  :ii)^  teiraipossibla  Pj^f^oe 
des  problèmes  contenus  dans  U  is^si^me :  ,éiàiXi<in  ^  l'Àitrone* 
mie  de  De  la  Lande  >  et  je  renverraiHsofivent  kcet-O^^ra^ ,  le 
meilleur  sans  contredit ,  le  plus  eompleiî  el  k  p^^a  accisédité  amr 
la  science  sublima  d«  T Astronomie  #  dont  il  Augmente  taev>M' Ifia-^ 
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térêt.  J'omettrai  les  problème»  de  moindre  importance^  ainsi  que 
ceux  .dont  j'ai,  donné  les  solutions  dans  \! Encyclopédie  métho-' 
dique,  et  dans  les  Mémoires  de  la  Société  Italienne  des  Sciences. 

1448.  Connaissant  Vascension  droite  et  la  déclinaison  d^un 
astre ,  et  Vohliquité  de  Vécliptique ,  trow/er  la  longitude  et  la 
latitude  de  cet  astre. 

Kg.  8».  Soit  P  le  pôle  boréal  de  Téquateur  LQ,  E  le  pôle  boréal  de 
récliptique  LT^  I>  le  premier  point  du  bélier ,  S  Vastre  que  je  sup- 
pose dans  la  latitude  boréale  e^t  dans  le  premier  quart  de  l'équateur 
et  de  récliptique  \  position  à  laquelle  il  est  à  propos  de  rapporter 
la  solution  générale  des  problèmes^  parce  qu*en  faisant  sur  les 
sîgnes  des  lignes  trigonométriques  les  changemens  convenables ,  la 
solution  satisfait  de  même  à  toute  autre  position.  On  a  donc  PL  =: 
90^==  EL,  (969),  et  LPE  =  90*  =  LEP,  (980).  Or  LM  ou 
LPM,  C975),  est  Tascension  droite  donnée;  donc  SPE=  90*  4- 
asc.  dr.  La  déclinaison  donnée  est  SM,  et  par  conséquent  PS  = 
^^^décl.  L*obliquité  de  Técliptique  est  TLQ  =  PE,  (981). 
On  connaît  donc  trois  parties  du  triangle  PSE,  savoir  1?S,  P£  et 
SPE.  On  cherche  V.  la  longitude  LN  ou  LEN,  qu'on  peut  con- 
naître par  le  nK>jen  de  Tangle  PES  =  90"*  —  long.  ;  a%  la  lati- 
tude SN ,  qu^on  trouvera  par  le  mojen  de  ES  =  90*  —  lat.  Par 
conséquent  le  problème  n'exige  que  la  résolution  du  seul  triangle 
PES, 

1449.  Etant  donnés  deux  côtés  PS  ,  PE,  et  Tangle  compris  SPE} 
pour  trouver  l'angle  PES  et  le  côté  ES  ^  la  voie  la  plus  courte  est 
de  se  servir  des  formules  (1086,  1087),  qui  donnent^  en  faisant 
C  c=P,  fi  =  E,  A  =  S,  CD  =:x,  BD  =j,  1%  tang.:p  = 
côs.  P  tang.  PS  ;  a*.  ^  =  PE  —  a?;  5%  tang-  E  =;  tang.  P  X 


un.  X 


:  A^.  cot.  ES  =  COS*  E  cot.  y« 

En  sùbstîtti«û*'les  dénominations  on  valeur*  de  SPE  >  PS ,  etc; 
<t448>v.et  oqosidéraiJtique  côs. SPE  k  cos^(90^^-  ose,  dr.)  =3 
-«t^  sinL  ascï  dr.y  «m  a  <i*abord  tang.^o^  =•• — ài^.  asc.  dn  X 
^ot.  ^éct.  dr  conmie  (78)  on  a  -^ tang.  a:  sstang^  —  x ,  et  —  sîn.  x 
acfe  tsin«  »4i^.a:/  j>'observe  qûS^n  chaingeant  le  signe  de  2t  ^  les  signes 
Mroflt  pocitifr'daxi»  diaoane  des  équations  >  et  pai  - 
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1*.  tan  g.  X      Si:  sîn.  asc.  dr.  cot.  déch  • 
a%  y   '     x=:  obliq.  '^  x. 

5**.  tang.  long.  =  tang.  asc.  dr.  x  ?^. 

4%  tang*  lat.     =  sin.  long^  cot.^. 

i45o.  Si  on  voulait  d'abord  la  latitude^  et  ensuite  la  longitude, 
on  aurait  recours  aux  formules  (1097,  ^^9^)  î  ^^  faisant  Bs=P , 
C=E,  A=S,  BD  =  aî,  CD  =  y ,  on  trouverait  les  deux 
mêmes  premières  équations  ^  et  >  au  lieu  des  deux  dernières  »  le« 
suivantes  : 

5'^  sin.  laU     =  sîn.  décl.  x  ^^^  ; 

CO8.  X  ' 

4%  sin»  long.  =  tang.  îat.  tang.y. 
i45i.  Dans  les  six  formules  précédentes^  et  dans  toutes  celles 
de  ce  Chapitre  >  on  observera  que  pour  Xsl  déclinaison  australe , 
sin.  décl.  est  négatif ,  puisque  sîn.  décL  =  cos.  PS,  et  qu'alors 
PS  est  >"90%  Là  même  règle  a  lieu  pour  tang.  décl.  et  cot.  décl. 
Mais  cos,  décl.  ou  sin.  PS  est  toujours  positif^  puisqu'on  ne  peut 
jamais  avoir  PS  >  i8o**. 

Ces  observations  s'appliquent  de  même  aux  lignes  trigonômé* 
triques  de  la  latitude. 

Avec  ces  règles  et  les  règles  générales  (7S) ,  on  aura  toujours 
la  longitude  dans  le  quart  de  Pécliptique,  auquel  Tastre  corres- 
pondra}  en  observant  seulement  que  l'ascension  droite  et  la  lon- 
gitude sont  toujours  ou  toutes  deux  dans  les  signes  ascendans  du 
Zodiaque  ^  ou  toutes  deux  dans  les  signes  descendans. 

i45:2.  Connaissant  la  longitude  et  la  latitude  d'un  astre,  ai^ec 
r obliquité  de  Vécliptique^  trouver  V ascension  droite  et  la  décli^, 
naison  de  cet  astre. 

£n  substituant^  dans  les  formules  ci-dessus,  l'ascension  droite 
à  la  longitude  et  réciproquement ,  et  de  même  la  déclinaison  à 
la  latitude  et  réciproquement ,  et  en  faisant  négative  l'obliquité . 
dans  la  :i*,  ce  problème  est  résolu.  On  y  parvient  par  les  mênles 
voies ,  en  changeant  le  signe  de  y  au  lieu  de  celui  de  x. 

Si  on  voulait  l'obliquité  positive ,  on  écrirait  partout  go""  «—  9 
au  lieu  de  o:^  ti  ^"^  r^y  Wi  lieu  de  y.  On  aurait  alor» 
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1*.  cet  X  ?=  sio.  long.  cet.  /a/,  j 

^•^         y  es  ob/iç»  -f-  o:  j 

5\  tang.  a^^.  dr.  =  tang,  /o/yg^.  x  ~^; 

4%  tang.  ^^<c?/.       s=  sin.  asc.  dr.  tang.jr; 


Ott 


Z\  sin.  rfl/c/.         =  8în.  lat.   X  ^^; 


sm.  X 


4'>,  sin.  asc.  dr.    =  tang.  décl.  cet. y. 

Dans  un  Mémoire  (  Société  Itallana,  Tom.  IV  )  contenant 
une  formule  pour  déterminer  exactement  les  digressions  des  pla- 
nètes inférieures,  j*ai  exposé  la  méthode  que  je  crois  la  plus  expé- 
ditive  pour  déduire  le  lieu  géocentrique  d'une  planète  ,  tant  des 
tables  que  de  l'observation. 

1455.  Connaissant  les  différences  d^ ascension  droite  et  de  dé'* 
cUnaison  entre  deux  astres,  et  la  distance  réciproque  de  ces  astres 
étant  un  arc  sensiblement  rectiligne  ^  trouver  les  différences  de 
longitude  et  de  latitude. 

Les  méthodes  que  j*ai  vu  employer  jusqu'à  présent  pour  la 
solution  de  ce  problème  important ,  dont  l'usage  est  continuel  , 
sont  toutes  sujettes  à  une  erreur  de  quelques  secondes ,  plus  ou 
moins»  selon  les  cas. 
rîgSa.  Soient  L,  S  les  centres  de  deux  astres ,  et  leur  distance  LS  un 
petit  arc  sensiblement  rectiligne  (tel  que  serait  par  exemple  un  arc 
de  V  ao',  dont  la  différence  à  la  corde  n'est  (378)  que  de  o%  1)  î 
soit  LQ  l'un  des  parallèles  à  léquateur ,  et  P  son  pôle ,  LT 
l'un  des  parallèles  à  l'écliptique  ,  et  E  son  pôle  :  la  différence 
donnée  d'ascension  droite  est  LPS ,  SM  celle  de  déclinaison  ;  les 
différences  oherchées  de  longitude  et  de  latitude  sont  LES  et  SN. 

1454.  En  multipliant  LPS  par  sin.  PL ,  on  a  l'arc  de  parallèle 
LM,  (985)-,  de  même,  si  l'on  avait  la  valeur  de  LN^  en  la  divisant 
par  sin. EL»  on  aurait  celle  de  LES  :  et  alors,  pour  avoir  la  solu- 
tion cherchée,  il  suffirait  de  résoudre  les  petits  triangles  SML, 
SNL  qui  contiennent  les  quantités  LM ,  LN ,  SM ,  SN.  Aussi  la 
méthode  là  plus  usitée  consiste-t-^Ue  en  effet  à  résoudre  ces  triangles 
•u  le»  considérant  comme  rectilignes  rectangles ,  et  en  supposant 
Qpjmu  Vanglc  de  position  PSE  =  NSH^  et  de  plus  que  NSH  =  9<^* 
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—  NHSssMLN,  De  cette  dernière  supposition  et  de  celle  des 
angles  droits  naissent  les  erreurs  que  j'ai  démontrées  (1201  à  i!2i  i). 

1455,  Si  Pon  suppose  M  =:  90'  =  N ,  et  qu'on  observe  que 
rfaypoténuse^  du  triangle  LMS  est  commune  au  triangle  LNS  ; 
alors  les  solutions  du  problème  se  trouvent  préparées  par  les  for- 
mules (647  à  65a).  Qu'on  fasse  dans  ces  formules  C  =  S^B==L^ 
D  =  N^  A  =  M,  on  aura ,  pour  tous  les  cas ^  LN  =  SM  x 
sîn,  MSN  db  LM  X  cos.  MSN,  et  SN  =  SM  x  cos.MSN  =p  LM 
X  sin.  MSN }  ou  ^  en  échangeant  les  termes  du  second  membre  de 
la  première  équation,  pour  qu'ils  soient  en  plus  grande  partie 
positifs , 

^  long. = — xrCâ  asc.dr.  co%.décl.  co%.angnposit.:àz^  décL  ûn.ang.posiL)} 

^  laL  =  ^  déol.  COS.  aiig.  posit.  =p  ^  ose,  dr.  cos.  décU  sin.  ang.  posit. 

i456.  En  examinant  les  dijBPérens  cas,  on  trouve  que  les  signes 
inférieurs  ont  lieu  en  deux  circonstances  ,  pourvu  néanmoins 
qu'elles  n'existent  pas  en  même  temps,  c'est-à-dire,  i"*.  dans  les 
signes  descendans ,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  quand  les  astres 
correspondent  au  second  ou  au  troisième  quart  de  l'écliptique  ; 
i2''.  lorsque  Tastre  le  plus  avancé  en  ascension  droite  est  aussi  le 
plus  éloigné  du  pôle  boréal  de  Téquateur.  Dans  les  autres  cas  , 
ou  lorsque  ces  deux  circonstances  existent  en  même  temps,  ce 
sont  les  signes  supérieurs  qui  ont  lieu. 

De  plus ,  lorsque  par  la  première  formule ,  ^  long*  se  trouvera 
négative ,  dans  ce  cas  Tastre  le  plus  avancé  en  ascension  droite 
sera  le  moins  avancé  en  longitude;  et  lorsque  par  la  seconde  for-, 
mule  ,  ^  laU  se  trouvera  négative ,  l'astre  le  plus  voisin  du  pôle 
boréal  de  l'équateur  sera  le  plus  éloigné  du  pôle  boréal  de  réclip* 
tique. 

1457.  Four  vérifier  les  formules  précédentes,  soit  L  le  centre  de 
la  lune ,  S  le  centre  du  soleil ,  et  par  conséquent  ES  =  go*"  ;  soit 
LS=5a',  MS=i6'=:^rf^c/.OC,  PE  =  25«a8',  VS=^6f, 
et  par  conséquent  FM  =:  Gy""  16'  =  FL. 

Dans  le  triangle  rectilatère  FES,  connaissant  PE,  FS,  oa 
trouve  (104^)  pour  la  valeur  de  l'angle  de  position  FSE  du  soleil  > 
4^  4/  18',  7  j  pour  celle  de  l'angle  SPE,  167»  55'  67',  5,  ce  qui 
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fig.  8a.  donne  asc.  dr.  Q  =  77^  55'  67%  5  ;  et  pour  la  valeur  de  l'angle' PÊS; 
1^7'  35%  5,  ce  qui  donne  long.  G  =  78*"  Sa'  7&\  5,  En. résolvant 
le  triangle  PLS  dans  lequel  les. trois  côtés  sont  donnés,  on  trouve 
PSL  =  119*  54'  8% 6,  et  SPL  =  5o'4%6  =  ^  asc.  dr.  Q  (£. 
Enfin  dans  le  triangle  rectilatère  LES,  connaissant  LS,  et  ESL  = 
PSL  —  PSE  =  ii5-  6'  49%  8  ,  on  trouve  SEL  =  28'  58%  5  == 
'â  long.  O  C>  et  EL  =  90*  i5'  54%  9 ,  ce  qui  donne  ^lat.QC 
ou  lat.  ausir.(^  =  i5'  34'^,  9.  Ces  élémens,  tous  détejmiués 
rigoureusement^  serviront  de  coipparaison. 

i458.  En  employant  ^cA  C  f  et  non  décLQ  ,  dans  les  formules 
(1455) ,  ainsi  que  l'indique  la  figure  ,  et  faisant^  comme  on  le  peut 
sans  erreur ,  cos.  lat.  C  =  i  î  on  a  ^  long.^  O  C  =  5o'  4%  6 
COS.  23^  44'  cos;  4*»  47'  +  16'  sin.  4^  47'  20^  =  27'  58%  6  +  1'  30',  i 
s^  38'  58%  7  j  résultat. dont  l'erreur  pourrait  à  la  rigueur  se  négliger» 
Les  Iog4)rithmes  employés  dans  le  calcul  de  la  première  formule 
servent  à  calculer  la  seconde ,  et  on  trouve  ^  lat.  ©  C  =  ^^5'  57%  7  ; 
c'est-à-dire  2%  8  de  plu^  que  la  valeur  exacte. 

1459.  Cette  erreur  provient  de  la  cause  exposée  (1211).  En  e£fêt 
toute  erreur  disparait  si  on  a  recours  aux  corrections  qoe  j'aj  indi^ 
quées  au  même  lieu.  La  table  (i2o5)  fait  connaître  que  l'erreur 
sur  l'angle  droit  N  est  absolument  insensible ,  NE  différant  peu  de 
90"* ,  et  que  par  conséquent  on  doit  employer  dans  les  calculs  (i458) 
l'angle  de  position  NSH  augmenté  de  la  quantité  de  l'erreur  ile 
l'angle  droit  M. 

Cette  erreur ,  à  la  distance  MP ,  ou  67'  16',  du  pôle,  est  selon  U 
table  (i2o5),.o',  209  x  ML  =  0^,209  x  5o  cos.  22'  44'  = 
5%  78  =;  5'  47'*  On  doit  aussi ,  conformément  à  la  formule  (1:207) , 
employer  ML  diminué  de  la  quantité  o%  01745  X  .  SM  X  5,  jS  : 
mais  comme  il  est  plus  commode  d'appliquer  cette  correction  à 
l'angle  au  pôle  MPL ,  on  divisera  cette  même  quantité  par  cos.  2ar 
44^ou9  au  lie  u  de  5%  78,  on  emploiera,  en  la  calculant,  o%2og 
X  MPL  =;  0,209  X  Soj  ce  qui  donnera  o%  01745  x  16  x 
6,27  =  t%75. 

Mettons  à  présent,  dans  le  calcul  (i458),  ^asc  dr*  =  5o'  2%  85^ 
et  ang.  posit.  =  4"*  55'  6^ ,  et  nous  trouverons  ^  long.  0  C  = 
3L&  58%  5  \  et  lat.  austr.  C  =  1 5'  54%  9  ',  ce  qui  est  absokunent 
l^onforme  aux  résultats  du  calcul  rigoureux  (i4^7}^ 
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1460*  Si  les  points  S  ,  L  indiquent  Tun  le  centre  d'un  astre , 
et  l'autre  une  tache  sur  le  disque  de  ce  mêtpe  astre,  il  est  évident 
.que  les  mêmes  formules  (i4^S^^  calculées  aî^ec  les  mêmes  correc- 
^"^.04^)  ^^^.3  I?  ^^^  ^^  ^^^  distances  de  l'entre  aux  deux  pôles 
diflPéreraient  sensiblement  entre  elles  •  donneront  exactement  la 
solution  du  problème. 

1461.  Pour  trouver  les  différences  de  longitude  et  de  latitude 
entre  le  soleil  et  la  lune,  Majer  a  donné  les  deux  formules  sui- 
vantes que  |e  tire  de  TremBlej  (  Essai  de  Trigon.  sphérique , 
chap.  IX^  :  ^long.  a=  ^asc.  dr.  cos.  ohl.  -f-  â  ^^^^*  î\n.obL  x 


COS.  asc,  dr.  O  >  et  ^  ^^'»  =  ^ — ^  .^^.'^    ■"  Bi  ^^*  ^*  ^in*  obl^  X 

coB.décl.Q) 

COS.  long.  Q.  En  calculant  ces  formules  avec  les  élémens  (1457)» 
on  a  ^  long.  =  a8'  55%  5 ,  et  ^lal.  =  i5'  58\  L'erreur  est  de  5^ 
pour  chacune  de  ces  valeurs;. ces  formules  n'ont  donc  pas  TexaG* 
titude  que .  désirent  aujourd'hui  les  Astronomes. 

1462.  Connaissant  les  différences  de  hauteur ,  et  d^dzimuth 
xntre  deux  astres  ».  trouver  les  différences  d^ ascension  droite  et  de 
déclinaison. 

Si  dans  la  solution  (i455)  on  prend  P  pour  la  zénith ,  E  pour 
le  pôle  de  Téquateur»  les  formules  (i455)  donneront  (i463)» 

'^  asc.dr.zzs  — jryC  ^  ^^^*  coLhaut.  cos»angMët^ar.db^  haut.  îln^ang^de  par,\ 

^  décL  ;=  ^haut^  co%* ang.de  var^zsp  ^azim.  cos. fiaut.  am.  ang.  de  var^ 

Les  signes  inférieurs  ont  lieu  lorsque  Tastre  le  plus  bas  a  le 
moindre  azimut  h  oriental  »  ou  le  plus  grand  azimuth  occidental* 
L'azimuth  est  le  supplément  de  Tangle  SPE. 

i465.  Pour  distinguer  entre  eux  les  deux  angles  qui  se  trouvent 
désignés  l'un  et  l'autre  »  dans  différens  Auteurs^  sous  la  dénomi^ 
nation  ai  angle  parallactique ,  j'appellerai  toujours  de  ce  noni 
l'angle  du  vertical  avec  le  cercle  de  latitude;  et  je  nomme  angle 
de  variation  l'angle  du  vertical  avec  le  cercle  de  déclinaison ,  par 
contraste  avec  M  angle  de  position  qui  lui  est  contigu  ;  l'un  chan^ 
géant  à  chaque  moment  »  taudis  que  l'autre  est  sensiblement  cons^ 
tant  pour  toutes  les  étoiles. 

1464*  Les  formules  (i455)  «^appliquent  encore  facilement  à  I4 

5» 


V     ^ 
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résolution  du  problème  suirant  et  de  son  inverse  :  Connaissant 
les  différences  de  hauteur  et  d'azimuth ,  trouver  Us  différences 
de  longitude  et  de  latitude.  Je  me  dispenserai  de  faire  ces  appli- 
cations^  parce  que  les  règles  des  signes  deviennent  pins  compli- 
quées ;  que  la  -  formation  de  l^ngle  parallactique  ëxîg^  encore 
d'autres  règles ,  et  que  De  la  Lande  {Astr.  2i3o^  et  1874  et  suiv.) 
«i  résolu  ces  problèmes  païf  une  autre  méthode ,  et  avec  les  expli- 
cations les  plus  détaillées.  Je  préviens  seulement  que  sbit  dtsins  ces 
problèmes  9  soit  dans  le  précédent  (1462)  ^  mes  corrections  (i^ii) 
seront  d'autant  plus  nécessaires^  que  les  a^e^  seront  plus  élevés 
sur  riiorizon.  Elles  deviennent  pourtant  inutiles  dans  la  méthode 
de  De  la  Lande  pour  le  calcul  des  éclipses^  parce  qu'on  y  résout 
successivement  les  deux  problèmes  >  l'un  par  rapport  au  lieu  vrai 
des  astreSy  l'autre  par  rapport  au  lieu  apparent^  et  que  les  erreurs 
des  deux  opérations  se  compensent. 

1465.  Trouver  une  méthode  èxpéditipe  pour  calculer  une  table 
des  azimuths ,  des  dislances  uu  zénith  ^  et  des  angles  de  variation 
(ï465^>  pour  une  latitude^  terrestre  donnée,  en  prenant  pour 
argumens  la  déclinaison  et  Vangle  horaire. 

Une  pareille  table  est  très-utile  pour  pointer  de  )our  la  lunette 
d'un  quart  de  cercle  sur  ua  astre  qu'on  n'a ppe^ço^t  point  à  l'œil 
zm,.  et  .de  nuit  sui^un  astre  peu  visible;  pour  calouler  l'effet  de  la 
réfraction  sur  l'ascèbslon  droite  et  sûr  la  déclinaison  \  et  pour 
d'autresv  circonstances  qui  se  présentent  *  oontinuellement»  Partout 
CÙ  il  se.jtrouve  im  Observatoire  ep  activité^  ,on  devfait  avoir  cette 
table  calculée  en  minutes^  suc; Je  modèle  de  celle  qu'on  a  insérée 
pour  Paris  dans  la  Connaissance  dp^  Temps  ,  de  1782.  M*  Prévost^ 
à  qui  cette  table  est  due  en  partie  >  m'a  dit  avoir  calculé  avec 
exactitude  les  azimuths  et  les  distances  àù  zénith ,  par  Je  moyen 
des  formules  (VIII.  7^  &*)•  ^^^  ^^  méthode  que 'je  vais  indiquer^ 
llaurait  encore  obtenu,  sans  plue  de  travail,  les  angles  de  Variation 
qui  depuis  ont,  été  calculés  par  M.  Lévèquej  et  c'est  en  eflfet  par 
ceilcj  iiié/lSode  que  M.  Chomprè  à  étendu  cette  même  table /tant 
pour  ïes  angles  de  variation  que  pour  leS  azimuths  et  les  distances 
au  z^nîtïi,  X^Càrinàiss.  des  Temps ,  an  i5,  ou  1807.) 

f'i«  83.   f Soit P  lerpôle  de  l'équateur,  Z  le  zénith^  S  un  astre  situé  dans 
une  partie  quelconque  du  Ciel  Visible.  Conuaissant  les  cotés  PZ, 
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PS,  et  Tangle  compris P,  on  trouve  à-la-foîs,  par  l'élégante  solu- 
tion de  Neper  (IX.  a*),  Vazimuth  et  V angle  de  variation  :  la 
déclinaison  restant  la  même ,  il  suffit  de  changer  seulement 
log.  cot.  \  ang.  horaire  pour  trouver  successivement  Tazimuth  et 
l'angle  de  variation  correspondans  à  chacun  des  angles  horaires 
de  la  table.  On  fera  de  même  pour  chaque  déclinaison  différente. 
Ensuite^  ajant  sin.  S  :  sin.  FZ  ::  sin.P  :  sin.ZS,  comme,  dans 
cette  analogie,  PZ  est  toujours  constant,  il  suffira,  pour  un. même  j 
angle  horaire  ,  de  chercher  deux  logarithmes  pour  connaître  la 
distance  au  zénith  correspondante  à  chaque  déclinaison.  On  fera 
de  même  pour  chaque  angle  Horaire  différent  Donc  en  général, 
par  cette  méthode^  pour  déterminer  trois  quantités^  on  n*a  que 
quatre  logarithmes  à  chercher. 

1466.  Connaissant  la  hauteur  du  pâle ,  ayant  obsert^ê  dans  un 
même  vertical  deux  étoiles ,  et  connaissant  leurs  déclinaisons 
et  leurs  ascensions  droites ,  et  par  conséquent  les  momens  de 
leur  passage  au  méridien  p  troui^er  Vheure  à  laquelle  Tobser^ 
i^àtion  a  été  faite* 

Soit  P  le  pôle  de  l'équateur ,  Z  le  zénith,  T,  S  les  deux  etoile8.Fig.s4. 
Les  choses  connues  sont  PZ ,  distance  du  pôle  au  zénith  }  PT/ 
distance  du  pôle  à  V étoile  la  plus  élevée  ;  PS  ,  distance  dû  pâle 
à  V étoile  la  moins  élei^ée  ;  et  TPS ,  différence  entre  les  ascen^ 
sions.  droites  des  deux  étoiles  ,  prise  du  côté  où  elle  est  moindre 
que  de  i8o*.  On  cherche  TPZ ,  angle  horaire  de  rétoile  la  plus 
élevée.  '    ^ 

Si  du  pôle  P  on  abaisse  sur  le  vertical  la  perpendiculaire  PE,' 
les  deux  triangles  rectangles  T£P>  SEP  y  qui  ont  un  côté  con:>mun 
PE,  donneront  (  io56  )  ,  cos.  TPE  :  cos.  SPE  ::  tang.  PS  : 
tang.  PT.  Donc  (II.  i4*,  ii*),  cot.  i  (SPE  +  TPE)  ;  tang.  ^ 
(SPE  —  TPE)  ::  sin.  (PS  +  PT)  :  sin.  (PS  —  PT)  i  et  par  con- 
séquent 

cot. (TPE  + 1 TPS)  =^ tang.  |  ÏPS  X  °J^g|t^^ ' 

r 

I  -    -,    •  • 

eqnation  qui  uit  connaître  Pangle  TPE.  Mais  dans  les  Mangles 
rectangles  PET ,  PEZ ,  on  a  de  même  cos.  ZPE  :  cos;  TPE  :: 
tang.  PT  :  tang.  PZ.  Donc 


«» 
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COS.  ZPE  =  COS.  TPE  tang.  PT  cot.  PZ. 
Et  en  ajoutant  ZPE  à  TPE  ,  on  a  Pangle  cherché  TPZ. 

En  général  celle  des  deux  étoiles  qui  est  plus  voisine  du  pôle 
doit  avoir  l*angle  horaire  plus  petit.  Mais  le  moyen  le  plus  expé- 
ditif  pour  savoir  si  deux  étoiles  peuvent  s'observer  dans  un  même 
vertical ,  c'est  de  le  vérifier  sur  un  globe  muni  d'un  cercle  vertical. 

rig.85.  '  v^^rj.  Déterminer  de  combien  de  temps  la  réfraction  accélère 
10.  lei>er  ou  retarde  le  coucher  des  astres. 

Soit  P  le  pôle  de  l'équateur ,  Z  le  zénith ,  OR  l'horizon ,  T  un 
asire  qui  élevé>  par  I9  réfraction ,  de  la  quantité  TL^  (déterimnée  de 
Si"  \  environ  par  l'Abbé  Oriani  et  par  moi,  dans  le  parallèle  de  4^''. 
en  Italie^  Società  Italiana,  Tom.  V^pag.  ^y^),  paraisse  se  lever, 
au  point  1^.  Sans  cette  élévation  apparente,  on  ne  verrait  l'astre  se 
lever  que  quand  il  arriverait  au  point  S  ,  en  supposant  PS  =  PT. 
Son  lever  est  donc  accéléré ,  et ,  par  la  même  raison ,  son  coucher^ 
retardé,  de  la  quantité  de  temps  mesiTrée  parde  petit  angle  TPS. 

1468.  J'observe  que  les  triangles  PZS,  PTZ  ont  un  côté  com- 
mun PZ'j  que  PS  sap  PT,  et  que  connaissant  TL  =  ZT  -^  ZS 
=  â  ZS,  il  s'agit  de  trouver  TPS  ;=  ^  ZPS  que  je  désigne  par  g  P. 
.  J'ai  recours  aux  analogies  différentielles  correspondantes  à  ce 
cas,  et  faisant  A=P,  B  =  Z,  C  =  S,  je  trouve  (i5o5),  sin.  i^ZS 
isin.i^P  ::  8in.PZsin.PSsin.(P+i5iP):sin.(ZS  +  iâZS)- 
Mais,  parce  que  ZS=90%  sin.  (ZS  4-i  Ji ZS)  =  cos..  |^ ZS.  Donc 
(I.  6«). 

(A). . .  sin.^ ZS  :  asin.  I^P ::sin.PZ  sîn.  PS  sin.  (P  +i^P) :  1  j 

ou  (i4a5)^  en  désignant  dans  le  second  membre  k  temps  cherché 
par  t 

(B)  . . .    Temps  cherché  =  ^fe  cas.  lot.  cos.éecUm.  iœig.  hor.  ^^^ty 

1469.  Comme  la  valeur  de  /  se  connaît  toujours  a-peu-près ,  il 
est  rare  qu'on  ait  à  calculer  cette  formule  plus  d'une  fois  par  la 
méthode  (675).  Si  on  veut  faire  usage  de  l'autre  méthode  (676)» 
9n  observera  que  a  sin  i  ^P  sin.  (  P  +  î  ^P  )  =  «<>«•  P  — ' 
cos.(PH-.^P),  (II.  ly')}  et  l'analogie  (A)  donnera  ..^ 

cos.  (P  +  âP)  =  cos.P  (.  -.;.j^:p|5^^^).ParPj'eAtend. 
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Tangle  ZPS ,  c'est-à-dire  Tangle  horaire  de  Tastre  considéré  dans 
]e  plan  de  rhorizon.  Cet  angle  se  détermine  aisément^  puisque 
]e  triangle  rectilatère  PZS  donne  (VIL  7*),cos.  P=:  —  cot,  PZ 
cot.  PS.  En  substituant  cette  valeur  dans  le  dernier  ternie  du  binôojic 
ci-dessus^  on  a 

<C). . .  COS.  (P  +  âP)  =  COS.  P  (,  +  jyfp^)  ;  ou 

CD). . .  co8.(a77^. Aor.4-i50=  coi,ang.hor. (i  +4^^i^^). 

1470.  L*équa(ion  cos»  P  =  — •  cot.PZ  cot.  PS,  ou 

(E). .  .cos.  ang.  hor.  =  —  tang.  lat.  tang.  décl. 

fait  voir  qn*à  déclinaison  égale ,  Tangle  horaire  correspondant  L 
la  déclinaison  boréale  est  obtus,  et  supplément  de  l*angle  horaire 
correspondant  à  la  déclinaison  australe.  Mais  lorsque  P  est  obtus, 
8in.(P  +  f  ^P)  est  <  sin.P,  et  lorsque  P  est  aigu,  siii.  (P  +  i^P) 
est  >>  sin.  P.  L'analogie  (A)  fait  donc  connaître  qu*à  déclinaison 
égale ,  Teffet  de  la  réfraction  ne  peut  être  le  même  pour  la  décli^ 
naison  boréale  et  pour  l'australe,  et  que  par  conséquent  certaines 
tables  données  avant  la  première  édition  de  ce  Traité,  induisaient 
en  erreur  sur  ce  point.  Et  cette  erreur  est  asssez  grave  dans  quel- 
ques cas ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

1471.  Soit  PZ  =  5o*  :  en  faisant  PS  =  6i*,  on  a ,  par  la  for- 
mule (E) ,  P  =  i65»  45'  5i' j  et ,  en  faisant  PS  =  119%  P  =: 
i6'  14'  39^.  Avec  ces  élëmens,  et  en  supposant  ^ZS  =  55'  3o', 
réfraction  adoptée  (^Connaissance  des  Temps,  178a  ,  pag.  :i85); 
la  formule  (C)  donne,  dans  le  cas  de  la  déclinaison  boréale, 
P  +  ^P  =  169**  i5'  56^,  et  par  conséquent  l'efiFet  de  la  a'éfractipa 
ou  ^P  =  5*  :i8'  5';  et  dans  le  cas  de  la  déclinaison  australe, 
P  4-  ^P  —  ao-  i8'  48' ,  et  par  conséquent  ^P  =  4^  4'  I9^  La 
première  valeur  de  ^P  réduite  en  temps,  est  ai^  So!'  pôiir  la  dé- 
clinaison boréale;  la  seconde,  16'  17*  pour  la  déclinaison  aus- 
trale; La  différence  est  de  5'  55'  de  temps»  On  aurait  donc  une 
erreur,  de  près  de  6'  de  temps ,  si  l'on  employait  dans  le  cas  de  la 
déclinaison  boréale  la  quantité  de  16'  9'  assignée  dans  la  tablç 
de  la  Connaissance  des  Temps ,  1782  ,  p.  5oa,  pour  le  cas  de  la 
déclinaison  de  29"*  et  de  la  latitude  de  6o'', 
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Fig.85.  i47^«  S'^  ^^^^  l'exemple  qai  précède,  on  eût  calculé  la  valeur 
de  ^  P  au  moyen  de  l'analogie  que  plusieurs  Astronomes  ont  em^ 
plojée,  ^P  :  ^ZS  ::  i  :  v/(sin.*PS  —  cos.*PZ),  laquelle  se 
résout  facilement  par  la  méthode  (1412),  on  eût  trouvé  ^P  = 
4"*  33'  54" 9  et  par  conséquent  l'erreur  de  l'analogie  infinitésimale 
serait  de  54'  pour  la  déclinaison  boréale,  et  de  3o'  pour  l'auslrale  : 
ce  qui  prouve  l'utilité  de  mes  analogies  différentielles  finies,  dont 
)*ai  déduit  la  formule  (C)  que  je  crois  plus  expéditive  que  la  réso-* 
lution  du  triangle  par  les  trois  côtés  ;  d'autant  plus  qu'avec  le  seul 
changement  d'un  signe ,  elle  s*emploie  et  pour  la  déclinaison  boréale 
et  pour  l'australe*  Mais  si  l'on  connaît  à- peu-près  la  valeur  de  ^F 
ou  de  i5t,  ce  qui  arrive  lorsqu'on  calcule  une  table,  je  crois  que 
les  solutions  (A) ,  (B)  paraîtront  préférables  à  toute  autre  méthode 
emplojée  jusqu'à  présent. 

1473.  Si  à  la  réfraction  horizontale  on  substitue  le  diamètre  du 
soleil,  les  formules  (B),  (D)  feront  connaître  le  temps  que  le 
dUfjue  du  soleil  emploie  à  se  let^er  ou  à  se  coucher. 

1474*  I^t  si  à  la  réfraction  horizontale  on  substitue  la  dépression 
du  cercle  crépusculaire,  dépression  qu'on  a  fixée  à  18'',  on  aura 
par  la  formule  (D)  la  durée  du  crépuscule. 

Pour  savoir  où  et  quand  le  crépuscule  dure  toute  la  nuit,  il 
sujflBt  d'observer  que  le  plus  grand  abaissement  du  soleil  sous  l'ho- 
rizon a  lieu  lorsque  l'arc  PT  forme  un  prolongement  de  l'arc  ZP  « 
et  que  par  conséquent  les  ténèbres  ne  peuvent  être  absolues  quand 
on  a  (PT  +  PZ)<  io8\ 

La  plus  courte  durée  du  crépuscule  se  détermine  par  cette 
équation , 

1  s  ji  «in.  Q* 

*  COS.  laX.  ' 

et  le  jour  du  i^répuscule  le  plus  court ,  par  la  suivante  : 

«ini.  décl.  O  =s  sin.  laU  tang.  g"*. 
Ma  d'émonétratîoii  de  ces  deux  formules  est  insérée  dans  l'En- 
cyclopédie méthodique ,  à  l'article  Crépuscule  ^  Partie  At%Mathé^ 
Tnnîiques. 

1475.  Troui^er  le  changement  d* amplitude  produit  par  la  r/- 
fraction  sur  un  astre  qui  se  lève  ou  qui  se  couche* 
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Conservons  les  dénominations  (1467) *,  Tare  SL  de  l'horizon^  ou 
le  petit  angle  liZS,  que  nous  nommerons  comme  à  l'ordinaire  ^  Z, 
est  celui  dont  on  cherche  la  râleur. 

La  premiète  analogie  (i^94)  se  réduit  dans  ce  cas  ,  par  la  mé- 
thode (676) ,  à  une  expression  très^-simple  *,  mais  dans  ce  même 
cas  on  obtient  plus  promptemçnt  cette  expression  par  la  méthode 
(14^5).  Désignons  par  Z  Tangle  PZS,  et  observons  que  PT  = 
PS,  et  que  TZ  =  90^+  â  ZS  :  nous  aurons  (i4a6) ,  cos.  (Z  +  ^  Z) 

:=  ^^p~  H-  tang.  ^2S  cot.  PZ^Mais  le  triangle  rectilatère  PZS 

donne,  (VII.  9*),  cos*  Z  =  ^^  t>± -  Donc ,  en  appelant  amplitude 

vraie  le  complément  de  Tangle  PZS ,  et  amplitude  apparente  le 
complément  de  PZT ,  nousf  aurons 

•  •  '     ,  sin.  décL 

sin.  ampl.  vr.  = r-— 

'^  COS.  lai. 

sm.  ampl.app.  = y  ,    .    { i  H ^. -, — ). 

r       rr  çQg^  rejr.  honz.  \      '  sm.  ampl.  vr,  / 

Or  la  différence  de  l'amplitude  vraie  à  Tamplitude  apparente  est 
ce  que  Ton  cherche.  Qu'on  observe  au  reste  que  si  la  déclinaison 
est  australe ,  sin.  ajjipl.  vr.  est  négatif,  et  doit  s'emplojer  comme 
tel  dans  la  seconde  équation*  Alors  P2S  est  >  90"*;  et  Tamplitude 
s'étend  du  premier  vertical  vers  le  midi. 

Un  exemple  nous  sera  utile  à  plus  d'une  fin. 

1476.  Soit  PZ  s=:  4x'  121'  ùo',  PS  =  5i*  2Sr  20',  et  ^2S  = 
Z5'=:réfr.  horiz.  Au  mojen  des  formules  précédentes,  on  trouvera 
ampl.  vr.  =  71*  11'  21' ,  et  ampl.  app.  =  75*  i5'  17'.  Et  par  con- 
séquent l'effet  de^la  réfraôtion  stir  l'amplitude  est>  dans  ce  cas, 
de  a*  4\ 

f477*  Si^  avec  les  mêmes  élément,  on  emploie,  au  lieu  de 
mes  formules  rigoureuses ,  l'analogie  (14^0)^  â  ^  •  <5i  ^S  ::  cos.  PZ  : 
V/(sin.*PS  —  cos.^PZ) ,  on  trouvera  ^  Z  =  i*  5j\  Une  erreur  de  7' 
sur  cette  quantité  fait  voir  avec  qudle  précaution  il  faut  faire 
usage  des  analogies  infinitésimales. 

.i478»  Si  dans  l'exemple  (i47^)  ^^  f^i<^  ^ZS  =  Sa',  mes  for- 
mules donnent  ^Z  =  a*  o\  Une  minute  de  variation  dans  la  ré- 


à 
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Fig.  85.  fraction  horizontale  produit  donc  ici  un  changem^fit  de  4"^  sur  l'am- 
plitude apparente  ^  et  par  conséquent  de  8"  si  on  prend  la  somme 
des  cbangemens  tant  pour  Tamplitude  ortive  que  pour  Tamplitude 
occase.  Il  faut  donc  attribuer  à  une  erretir  de  calcul  ce  qu'on  a 
avancé,  qu'une  minute  de  variation  dans  la  réfraction  horizontale, 
à  la  latitude  donnée  (1476)^  produit  un  changement  de  29'  sur 
l'amplitude  ortive  et  occase  de  la  Ljre ,  (  Bailly ,  Tom.  III. 

pag-  95)- 

1479.  Trouver  le  moment  de  la  station  apparente  et  une  planète  • 
Les  solutions  que  les  Astronomes  donnent  de  ce  problème ,  et 
.  qui  supposent  circulaires  concentriques  et  dans  un  même  plan  les 
orbites  de  la  planète  et  de  la  Terre  y  sont  sujettes  à  des  erreurs 
très-graves.  Je  me  borne -A  en  avertir  le  -Lecteur.  Je  renvoie  au 
Tome  III  des  Mémoires  de  la  Société  Italienne  ,  pour  la  solution 
que  j*ai  •'tlounée  ^  la  seule  rigoureuse  et  complète  que  je  connaisse. 

i48o«  La  théorie  du  mouvement  elliptique  des  planètes  donne 
les  six  équations  ci-après^  dont  la  démonstration  n^appartient  pas 
à  la  seule  Trigonométrie  ,  puifkju'elle  dépend  des  observations  «  de 
la  loi  des  aires  proportionnelles  aux  temps  ^  et  des  propriétés  de 
Tellipse.  Soient 

.   a  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  d*une  planète  p 
b  le  demi-petit  axe^  u  l'anomalie  rcaie; 

e  Texcentricité  ,  x  l'anomalie  excentrique  > 

r  le  rajon  vecteur  de  la  planète  ^        z  Tanomalie  moyenne» 

On  aura  (  Voyez  les  démonstrations  de  De  la  Lande  ) 

>•  lÎQUATioK...  X  =5  a:  4-  -  X  sin.  j:,  CAstr.  i|40J 

CL 

a*    r  s=  a  +  tf  cos.  x ,  (Astr.  S^oS) } 

4*   r«A  X  ^,  (jistr.  i2tfi)^ 
iEnfia  l'é<|uatio&  suiraote  doone  1p  rapport  oiitre  lei  q^antit^i 
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constantes  a,  b,  e: 

6*    aa  s=  W  +  w,  {Astr.  5402). 

1481.  Four  simplifier  les  opérations  ^  on  fait  ordinairement 
a  =  I  ;  alors  il  faut  employer  dans  les  calculs  numériques  ,  des 
valeurs  de  ^^  ^^  r  proportionnelles  à  la  valeur  de  az=^i.  Par 
exemple^lesTables  de  Mercure,  de  De  la Lande^  donnent,  (p^g*  ^  ^o)» 

a  =  38710 }  c  s^  79^5^  4«  Sî  ^^  ^^^^  a  =;  I  ^  la  valeur  de  e  sera 

7.955,4 
38710  • 

148^.  Des  équations  (14^0)  se  déduisent  les  quatre  suivantes; 
qui  soùt  fort  utiles  >  et  que  nous  démontrerons  (1484)* 

r  ^•^  =  — 7^ — > 

1  +  -  X  COS.  X 
a 

9-    â£.=  â«X^sn?i 


xo*     ^tt  =  ^z  X 


ab 

ÏT 


i485.  Ces  quatre  équations  ne  sont  exactes  que  lorsque  les  dif« 
férentielles  sont  infiniment  petites.  Dans  les  autres  cas  je  leur  sub« 
ititue  les  suivantes  f  comme  beaucoup  plus  approchées^  (i433)« 


"•   Bi 


X 


I  +  -  X  cofi.  (x  +  i  ^x) 

ae 


.5.   il»  =  a-  X  Êg±i||; 

1484*  Démonstration  des  équations  (1482). 

En  difPérentiant  l'équation  1*^  on  en  déduit  la  7*. 

En  substituant  la  valeur  ainsi  trouvée  de  ^x,  dans  la  diffé- 

rentialion  de  la  a* ,  on  a  ^ r  5=  ~  — ^         =  (a*)  — . p— .— 

i  +  -  COS.  a; 
a 

55 
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_-aesin.u^z^  (40;  expression  quUl  faut  diviser  par  n%  (65i); 

les  quantités  ^r  et  ^z  n'étant  pas  de  même  nature^  (i^^j). 
Je  différentie  la  5* ,  et  substituant  tang.  |  u  cet.  ^  a? ,  au  lieu 

j.  .ire  5"  =  5-  X  êiiîS4|  =  â«  X  Ê|,  (1. 6-). 

Mais  cefte  équation  devient^  au  mojen  de  la  4*  »  â^=  â^ 
X  -•  J'introduis  la  valeur  de  ^  a:  tirée  de  la  7* ,  et  il  en  résulte 

^U  =  -  X  — —  =r(a  +  ecos.x)=  ^^  ^  n'  (^*^* 

1  H —  COS.  X  ^     •  -^ 

a 

Les  formules  fondamentales  (i*  à  10*)^  que  j*ai  réunies  pour  la 
commodité  des  Astronomes  ^  en  j  ajoutant  de  nouveaux  secours 
(i483)  f  vont  me.  servir  utilement  pour  la  résolution  de  divers 
problèmes^  dans  lesquels  je  suppose  toujours  connues  les  quantités 
a ,  h ,  e* 

i485.  Problème  de  Kepler.  Étant  donnée  ^anomalie 
moyenne  f  trouver  V anomalie  vraie. 

Solution  I«  Toute  la  difficulté  consiste  à  trouver  l'anomalie 
excentrique  y  puisque  >  Cet  élément  connu  ^  Péquation  5*  donne 
aussitôt  la  solution  du  .problème.  Nous  nous  bornerons  donc  à 
chercher  x  par  le  mojen  de  l'équation  i*  \  et  comme  il  n'y. a  point 
de  méthode  rigoureuse  pour  la  résoudre  ^  nous  emploierons  ici  la 
méthode  générale  d'approximation  que  nous  avons  proposée  (940)  # 
parce  qu'aucune  autre  ne  nous  parait  plus  expéditive. 

Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  arbitraire^  l'équation  !•  produira 
une  erreur  sur  la  valeur  de  z.  Avec  cette  erreur  ^;c^  on  détermi- 
nera ensuite,  au  mojen  de  l'équation  iiS  la  correction  ^x  que 
doit  subir  la  valeur  supposée  de  ^^  pour  devenir  exacte.  Un 
exemple  démontrera  la  justesse  et  la  brièveté  de  cette  opération* 

i486.  Soit  z  s=;  go* ,  et  cherchons  x  dans  l'orbite  de  Mercure. 
Pour  donner  à  x  dans  l'équation  i*  une  valeur  supposée,  très- 
approchée  de  la  valeur  exacte ,  j'observe  d'abord  que  lorsque  x 
est  <  i8o*,  on  a  toujours  z  >  a?,  et  au  contraire  z  <^x  quand 
X  est  >  180%  puisqu 'alors  %\n.x  est  négatif  (yS;.  Dans  le  cas 
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proposé^  je  dois  donc  supposer  or  <  z.  Je  commence  le  calcul  de 
l'équation  i*  par  la  réduction  en  degrés^  de  la  valeur  de  -•  En 
prenant  les  élémens  dans  les  tables  de  De  la  Lande ,  je  trouve 


log.e 
compl.  log.  a 


e 
a 


(63i),  log.  R 


5,  goo66ao 

9,  5 1^8588 
i^  7581226 


log.  constant        i^  0709614 


Et  par  conséquent  -  x  R^-=  12*  environ.  Four  achever  le  calcul 

de  l'équation  i*>  il  s*agit  de  choisir  un  arc  x  tel  que  son  sinus 
multiplié  par  12''  donne  un  produit  égal  kz^^x,  ou  à  90''-- ^^ 
dans  le  cas  présent.  En  ouvrant  les  tables  des  sinus  naturels^  je 
reconnais  facilement  que  sin.  79''  serait  trop  grand  ,  et  sin.  78"*  trop 
petit.  Je  fais  donc  x  =  78*  5o' ,  et  réduisant  en  secondes  la  valeur 

de  -  X  R*  en  multipliant  cette  valeur  par  36oo ,  je  termine  le 

calcul  coQune  il  suit  : 


long,  constant 

log.  36oo 

log.  sin.  78*  5o' 


1, 0709614 
5, 5565025 
9,9911927 


Somme        4>  ^  ^  84566 

Donc  j  X  R'  X  sin.  78^  5o'  =  4i559%  06 
Mais  z  —  a;  =  1 1*»  5o'  =  4I4oo^  00 


Donc  Terreur  ^  z 


iZg",  q6 


Je  suppose  par  approximation  ^  a;  s=:  ^  x ,  ce  tjni  donae  |  ^  â^  ;se 
t'  lo'^  environ.  J'observe  que  mon  calcul  donnant  pour  z  xme  vâ« 
leur  trop  grande  >  la  correction  ^x  doit  être  négative  >  et  je  fait 
le  calcul  de  Téquation  ii% 
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log»-  pris  ci-dedsu9  :=  9^  3 1284 
log.  cos»  (x  ~i  â*^  =  78*  ^8'  5o')  =  9, 5oo58 

Somme        8, 6i5a3 


Donc  -  X  COS.  (x  —  l  Si^)  *=  ^f  04104 

compL  log.  1^04104  =:  g,  gSaSS 
log.  Ç^z  =5  i5g',  06)  5=  a,  1452a 

log.  ^x  =  2^  laSyS 

ce  qui  donne  ^a;  =:  —  i55',  58  =  —  2'  iV,  58}  et  par  consé^-" 
quent  a?  =  78*  27^  4^%  4^«  Cette  valeur  est  juste  à  moins  d*dn  — 
de  seconde  y  comme  on  pourra  le  vérifier  en  l'employant  pour  cal- 
culer réqiiation  i** 

1487.  Pour  démonfrer  d'autant  plus  l'utilité  générale  de  ma 
méthode,  soit  z  =  180**  i2'.27',  85,  et  soit  demandé  de  trouver  x 
dans  l'orbite  de  la  comète  die  1769  «  en  disant  usage  des  éiémens» 
donnés  par  Be  la  Lande  (AsL  ^iSj). 


log.  (^  =  17,  49^^^)  =  ï>  24^8460 
compl.  log,  (a  z=m  td,  07576}  =  8^  74.29035 

log.  1^9^  9857495^ 
log.  R*  =  I,  7581226 

-    log.  eonsfant        t,  7458721^ 
Donc  -  X  R*  =  55*  environ*  Il  faut  trouver  le  sinus  d^nn  arc  jr^ 

a 

de  sorte  que  le  produit  de  ce  sinus  par  55*  soit  égal  à  z  —  x.  En? 
négligeant  pour  c^t^e  ^rpcherche  Jes  i8o^  dans  l'ane  et  daiw  Vautre^ 
anomalie  >  ce  produit  pris  avec  le  signe  positif  sera  a;  —  i5'r 
Après  quelques  épreuves  sur  les  tables  deS' sinus  j  je  trouve  que 
sîn.  5"  10^  ±2=  o,  09  peut  satisfaire  au  cas  proposé  >  puisque  55**  X 
•,  09^  5=s  4%  95  «  4-  5/  {—  5^  10^  ^  x.3\  Je  ÙLh  donc  «  5==  i85^  io\ 
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log.  constant      i,  745872 1 

log.  56oo  =    5, 5563025 

log*  sîn.  i85*  la'  =  —  8>  9544991 

(I440^  Somme      — •  4^  2546757 

Et  par  conséquent  -  x  R'   X  sin.  i85*  lO'  ==2  —  Ï7975',  ao 
Mais  «  — .  a;  =  i8o'  12'  37',  85  —  i85*  10'  =a  —  1785a',  tj 

Donc  Perrenr  ^z  t=i  laS'',  o3 

Ce  calcul  donne  la  valeur  de  z  trop  petite;  celle  de  ^x  sera  donc 
additive..  Pour  les  comètes /on  ne  peut  supposer  ^xz=s  ^z.  Ainsi^ 
dans  le  calcul  de  Téquation  ii*^  il  faut  employer^  pour  arriver  à 
«ne  première  approximation^  cos*  x  au  lieu  de  cos.  (x  *f- {^x)^ 


e 


log.  -  pris  cî-dessus  =r        9, 98575 
log»  COS.  (a;  =;  i85*  10')  ==  — -  9,99825 

Somtne       —  9, 98398 
Donc  -  X  COS.  :r  ==î  — .  o>  9658 


C1Dm]pL  log.  (ï  +  ^  COS.  J?  =S2  O,  o562j  =c:  Tt,  44 1^9^ 

log.  (â^=  "^^o3')  sa        2,09001 

ï^g»  â^  =        3,  55i3a 

On  a  donc  ^  pour  première  approximation  ^  ^  x  =  56^  39''.  Cette 
correction  étant  çonsidéra11>]e^  on  s*en  servira  pour  recommencer 
le  caleulj  si  Ton  veut  obtenir  un  résultat  très«exact.  On  aura  alors 

I  X  K*  X  sin.  i86»  6' 40'  =:  —  :î  1^49',  485 
«  — .  «  s»  iSo'  la'  37*,  85  —  i86«  6*  4o'  =  —  ai 25a',  170 

Donc  Terreur  S^z  z=.  2^687 

Donc  -  €os,  (x  =  i86*  &  4^^)  =  — ^  o,  96222,  en  faisant  usage  des 

logarithmes  à  six  décimales  jt  et  ^0?  =  S""S3^^^  *^  nVïa2.  Le 
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calcul  ajant  donné  z  trop  grande  cette  correction  ^x  doit  ici 
se  soustraire.  Pour  Tavoir  avec  encore  plus  de  précision ,  qu*on 
emploie  actuellement  cos.  (a?  —  ^^o;  =  i86'  6'  4')  au  lieu  de  cos.  a? 
dans  le  dernier  calcul^  comme  le  prescrit  Téquation  ii*^  et  Ton 
trouvera  ^a?  =  —  i'  ii%  iQ,  correction  absolument  exacte,  puis- 
que si  l'on  calcule  Téquation  i*  en  faisantes:  i86*  5'  :28%84i  on 
trouve  précisément  z  =  i8o*  13'  37%  83, 

Gomme  les  comètes  ne  sont  visibles  que  dans  le  voisinage  du 
périhélie  >  et  que  par  cette  raison  c'est  ordinairement  de  leur  péri* 
hélie  que  se  comptent  leurs  anomalies ,  il  faudra  réduire  ces  ano- 
malies comme  si  elles  étaient  comptées  de  Taphélie ,  lorsqu'on 
voudra  faire  usage  des  équations  (1480  à  i483)  qui  sont  construites 
dans  cette  hjpothèse.  Pour  cet  effet  on  ajoutera  180''  aux  anoma-* 
lies  données ,  après  le  passage  au  périhélie ,  et  avant  ce  passage 
on  prendra  leur  supplément  à  iSo"". 

1488.  Solution  II.  En  poussant  jusqu'à  la  neuvième  puissance 
de  l'excentricité  les  opérations  de  De  la  Lande  (  Astn  3482)  9  dans 
lesquelles  a  s=  i  j  on  trouve 

u  ^  ae  sin.  w  +  (f^+i^  +  ^^*+Tlâ^')  «în»  2  u 
+  (5^'+î^*  +  r5^'+Tlï^^)sin.5tt4-(/â^+^e^4-^^0"n.4" 
-bi-h^+iic^  +  h^')  8in.5  w  +  (^e«  4-  îlâ^*)  «û-6^ 
+  (t6  ^'  4-  xla  ^0  sin.  7  w  +  7^  a«  sin.  8  ^^  +  -^c^  sin.  ^u. 

1489.  Cette  série  y  convertie  par  la  méthode  que  j'ai  proposée 
^95i  à 967)^  me  donne  la  suivante  qui  résout  le  problème: 

;e_(atf  ~i^*  +  ^e»  +  ^e^  +  ^|^ j.  ^t )  sin. z  + • 

(K-  H^+i^^'4-r^f^O  8in.az-(|f  ^'-.^,^«+^'-,-fHô^O  sin.  3z 

H- (  Vs^  ^' -  in-î  O  «in.  6;^  -  (llllf  e' -  V^aVï^  ^')  s^^^ 

1490.  Les  deux  précédentes  équations  donnent  la  V9.leur  de  z  co  a 
en  parties  de  R  =;  i  ^  telles  que  sont  les  arcs  de  la  table  (AA).  Si  on 
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veut  la  valenr  àe  zl/^u  en  secondes ,  il  jfaut  multiplier  par  RT 
les  coefficiens  de  sinz^^  sin.:2z^^  etc.  et  de  sin.  ;c^  sin.azj  etc. 
M.  Jeaurat  (  Mémoires  présentés  à  VAcad.  Tom.  IV.  pag.  6o5) 
a  donné  une  série  poussée  jusqu'à  e^^  laquelle  sert  à  trouver  de 
même  le  rajon  vecteur  par  l'anomalie  moyenne. 

1491.  Solution  III.  Je  mets  dans  Péquation  !•  la  valeur  (^67) 
de  sin.  j:  ;  puis  je  convertis  (^58)  la  série  contenue  dans  le  second 
membre >  et  faisant  la  distance  aphélie  a^ez=zm,  j'obtiens 

iioaSe^  —  4i5i  e^  +  a45e*  — c        ^^     . 

362880  m«^  ^    •*"  ®^^* 

149a*  Ensuite  je  substitue  dans  l'équation  5*  la  valeur  (^81)  de 
iang.j;X,  puis  celle  des  puissances  de  x,  tirée  de  Téquation  ci-dessus, 
et  j*ai  tang.  j  u  exprimée  en  puissances  impaires  de  z.  De  cette 
valeur  de  tang.  jU,  \e  forme  les  puissances  impaires  ,  et  je  les  in- 
troduis ,  au  lieu  de  celles  de  tang.  A ,  dans  la  série  (aSa) ,  laquelle 
ainsi  réduite,  me  donne  la  valeur  de  ^  2^  ;  enfin ,  faisant  la  distance 
périhélie  (a  —  e)z=zn,  je  parviens  à  la  solution  suivante  du  pro- 
blème. 

U  =  (  z  +  ^—7  z^  H 2 — g—  z^  H g — ^^         z^  +  . . . . 

i8i44o//i»'  ^    ^  ®^^V  K      ^'' 

1495.  Cette  série  convertie  donne  encore  ,  si  Ton  veut ,  la  cor- 
respondante à  la  série  (146^)  ^  comme  il  suit  : 

•  «      a     .    8c»+c     ,  i3Se3  4.43c»4.«     ,     , 


Ï8T44?;? "    ""  ®^^-  >)  K    V' 

i494«  L^s  nouvelles  séries  que  je  donne  dans  cette  solution  ont 
leurs  avantages.  Elles  sont  surtout  supérieures  aux  anciennes  séries 
(1488 ,  1489) ,  en  deux  points,  i*.  Dans  les  coeflBciens  de  celles-ci , 
les  puissances  ultérieures  de  e  sont  négligées;  aucune  quantité  n'est 
omise  dans  les  miens.  2''.  Jusque  vers  4^'"  d'anomalie  moyenne ,  les 
anciennes  séries  sont  moins  convergentes  que  les  nouvelles. 

Je  crois  cependant  à  propos  d'ajouter  encore  la  série  suivante  ,  k 


«; 


'*« 
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laquelle  on  parvient ,  en  substituant  dans  la  a»  la  valeur  (^85)  de 
COS. a:,  puis  celle  des  puissances  de  x  tirée  de  la  série  (i490- 

f"  ^=  m  —  -jt;^^  ^4^^  720 ni»  "* 

iSySe^^  H07g^+  117e*  — 6  ^3  ^^^ 

4o32om" 

i4q5.  Trouver  une  méthode  expédiiwe  pour  calculer  les  tablée 
de  réquation  du  centre ,  et  du  rayon  vecteur  d'une  planète. 

On  peut  emplojer  lès  formules  (la*,  i4*)  pour  faire  ces  calculs 
avec  beaucoup  de  promptitude ,  et  d'ailleurs  avec  auiant  d'exac- 
titude qu^on  peut  le  désirer.  Nous  en  donnerons  un  exemple,  en 
cherchant  l'équation  du  centre  et  le  rajon  vecteur  de  Mercure 
pour  1*  d'anomalie  moyenne. 

Partons  de  ;c  =  o  -,  alors  r  ==  a  +  <? ,  et  ^  2  =  i*.  En  calculant 
réquation  i4*  avec  les  élémens  (i48i)>  et  employant  dans  le 
premier  calcul  r  au  lieu  de  (r  +  tâO^  P«<^<5  ^^^  â^  ^'««*  P^ 
encore  connu  |  on  a 

log.  (5i^  =  56oo')  =  5, 5565035 

log.a  =  4,587835a 

(60 1  log.  *  =  4, 5784535 

log.  constant    ,   3,7135782  i 

compl.  log.  rr  =  o,  6630100 

log.  ^  M  =  5,384588 

Et  par  conséquent  ^  «  =  4»'  ^4'»  à  très-peu-près. 

Nommant  a  l'équation  du  centre  ,  on  sait  que  z  —  «  =s^  i 
ce  qui  donne  ^z  -  B>^  =  8>9'  Do^c,  dans  notre  ««"?!«' 
S>q=z  60'  —  40'  34'  =  19'  56'.  C'est  la  difiFérence  de  l'équatioa 
du  centre  ,  de  «  =  o  à  z  =  i'.  Mais  (149^)  lorsque  z  =  o ,  on 
a  de  même  «  =  o ,  et  par  conséquent  9  !=  o.  Donc  lorsque  z  _  i% 
u  =  40'  a4' ,  et  y  s=  19'  56' }  ce  qui  est  précisément  l'équaUon 
du  centre  de  Mercure ,  à  l' d'anomalfe  moyenne ,  dans  les  Tables 
de  De  la  Lande. 

1496.  Pour  le  calcul  du  rajon  vecteur ,  il  est  à  propos  de  con- 
vertir l'équation  12%  de  manière  qu'elle  donne  les  différences  des 
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logarithmes,  parce  que  ce  sont  les  logarithmes  que  les  tables  ren- 
ferment. En  prenant  le  premier  terme  de  la  série  (^j5) ,  beaucoup 
plus  exact  que  le  premier  terme  de  la  série  (D) ,  on  a  ^  log.  r 


*r 


M  X  ^  .  j.  Qy.3  et,  en  substituant  la  valeur  (i485)  de  ^r^ 


8i  log-  ^ 


-^gr-    X 


équation  qui  se  calcule  comme  il  suit  : 

(593) ,  log.  M 
log.  a 

log,  e 

log.  S^z 

compl.  log.  b 

(63 1),  compl.  log.  R^ 

*  ■ 

log.  constant 
log.  sin.  («  4- 3  ^«  =3  o»  ao' la') 
-    compl.  log.  (r  =s  a  -f-  «)  : 


=  9, 6577845 
=  4, 5878a5a 

:  5,  9006620 

=  5, 5563oa5 
=  5,4315475 

=  4, 6855749 

:  5,  33ioo5 

I  "   <   I  I  w 

log.(— â  log.  r)^  4,  889774 


Ce  logarithme  donne  ^  log.  r  =: 

Mais  log.  r 


o,  0000078 
4,  6689950 


Somme        4>  668987 
Dans  les  tables  de  De  la  Lande ,  ce  log«  du  rayon  vecteur  de  Mer- 
(nire  >  à  i"*  d'anomalie  moyenne ,  se  termine  par  un  5  ^  à  cause 
de  quelque  légère  différence  ^  à  ce  qu'il  paraît^  dans  les  élémens 
(1481)  qu'il  a  employés. 

1497.  1^^  valeur  trouvée  de  ^  log.r  sert  à  corriger  les  deux 
calculs  précédens  où  on  aurait  dû  employer  log.  (r  —  7  â  ^)  *^  1^®" 
de  log.  r.  Cette  correction  se  réduit  à  ajouter  4  ^u  dernier  chiffre 
de  log.  (— ^  ^  log.  r)  ,  ce  qui  n'altère  point  dans  ce  cas  la  valeur 
d^  ^  log.  r 5  et  à  ajouter  8  au  dernier  chiffre  de  log.  ^u ,  ce 
qui  donne  plus  exactement  ^u=:4o'  24^,  55. 

1498,  En  faisant  z  =3  i*^  on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  u 
et  de  ç  correspondantes  à  ^  sss  2''  j  et  ou  procédera  de  la  mêm9 

54 
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manière^  de  degré  en  degré.  Pour  se  convaincre  de  la  promptitude 
de  ces  opérations,  il  suffit  d'observer  i**.  que  la  marche  des  valeurs 
successives  de  ^  log.  r  avertit  le  Calculateur  de  la  valeur  très- 
approchée  de  la  quantité  log.  (  r  —  \  ^r)  qu'il  doit  employer  dans 
chaque  calcul  ;  ce  qui  lui  épargne  le  travail  des  corrections  : 
a"",  qu'au  moyen  des  logarithmes  constans,  les  deux  calculs  de 
l'équation  du  centre  et  du  rajon  vecteur  n'exigent  d'autre  recherche 
que  celle  de  trois  logarithmes  pour  chaque  degré  d'anomalie 
moyenne. 

i499«  On  pourrait  craindre ,  en  se  servant  de  formules  dont 
l'exactitude  est  à  la  vérité  très-approchée ,  mais  non  pas  rigou- 
reuse, que  l'accumulation  des  erreurs  ne  devînt  telle  qu'elle  dût 
mériter  attention.  Mais  il  sera  facile  de  se  rassurer  en  faisant  de 
temps  en  temps  les  calculs  par  le  moyen  des  équations  (  i%  2%  5*)^ 
et  cherchant  x  par  la  méthode  (i4S5).  Je  suppose,  par  exemple , 
que  ces  calculs  plus  rigoureux  se  fassent  de  So""  en  So""  d'anomalie 
moyenne.  Ensuite  pour  faire  avec  plus  de  sûreté  les  calculs  inter- 
médiaires au  moyen  de  mes  formules  différentielles >  i\  on  tiendra 
compte  des  centièmes  de  seconde ,  dans  la  formation  des  valeurs 
successives  de  z^  et  de  ^;  â*".  on  formera  les  logarithmes  successifs 
du  rayon  vecteur  au  moins  avec  une  décimale  de  plus  que  ce  qu'on 
veut  en  donner  aux  logarithmes  de  la  table*,  S*",  on  partira  de  o'' 
d'anomalie  moyenne  pour  monter  jusqu'à  iS"" ,  et  de  3o*  pour  des- 
cendre jusqu'à  iS**  :  on  s'y  prendra  de  même  pour  les  autres  in- 
tervalles* 

i5oo.  Observons  que  les  équations  12%  i4%  et  au  lieu  de  celles-là, 
les  8*  et  10*  sont  singulièrement  propres  à  fournir  avec  une  grande 
précision  les  parties  proportionnelles  dans  les  tables  déjà  faites  } 
lorsque  par  la  règle  de  trois  qu'on  emploie  ordinairement  on  ne 
pourra  obtenir  toute  l'exactitude  désirée ,  à  cause  de  la  trop  grande 
inégalité  des  variations  de  l'équation  du  centre^  et  du  logarithme 
du  rayon»  vecteur. 

i5oï.  Troiwâr  là  plus  grande  équation  du  Centre  d^une  planète. 

Au  point  de  la  plus  grande  valeur  de  y,  on  a  ^^  =  0,  (^28); 
par  conséquent  l'équation  (i495),  ^^=^^— â^>  donne, 
dans  ce  cas,   ^z  =  ^«,  Donc  alors   ab  5=  /r,.  (i4^3)>  ou 
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r  =  ^ab  =  a—tco^\iL  *  (^480).  De  cette  dernière  éjuation  on 
tire 


COS.  2^ 


-*\/i 


e  ^ 

i5o3.  Cette  formule  est  simple  et  peut-être  neuve.  Mais  comme 
la  di£férence  entre  les  deux  termes  du  numérateur  se  trouve  ordi-* 
nairement  petite ,  ce  qui  peut  nuire  à  Texactitude  des  secondes 
dans  la  valeur  de  21^  je  transforme  cette  équation^  et  j*ai  (I.  4^*)  j 

i5o3.  Je  considère  alors  que  (a  — e)(a4-e)^£^,  (i4^)  ' 

bb 

prenant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  a  •+■€== et  de 

bb 

a  —  ez=,  —— ,  les  substituant  dans  l'équation  précédente ,  et 

divisant  la  firaotion  par  bl/^^ ,  j'obtiens  l'etpression  suivante 
qui  peut  être  plus  commode  pour  Tusage  des  logarithmes  : 


y        «  —  e 


tang. 


L'unie  ou  l'autre  de  ces  deiuz  dernières  formules  fera  connaître 
avec  précision  Tanomalie  vraie  correspondante  à  la  plus  granda 
équation  du  centre.  La  valeur  trouvée  de  tang.  \  u  sera  utile  pour 
le  calcul  de  l'équation  5*  (14^0) ,  qui  fera  connaître  Tanonoalie 
exce^trique  f  de  laquelle  on  dédnira  ensuite  l'anomalie  moyenne 
en  employait  l'équalion  i*  ;  et  en£n  Téquatioa  qz=^z^^  ^#^'49^  t 
donnera  la  plus  jgrande  valeur  cherchée» 

i5o4«  Trctwtr  une  méthode  expéditèue  y aur  calculer  la  table 
générale  du  mout^emeni  des  efmiêtes  dans  une  4nrbite  parabo^ 
tique. 

Nommons  t  le  temps  écoulé  depuis  le  passage  au  périhélie ,  da 
la  comète  de  1O9  )oars  :  (c'est  ainsi  qu'on  appelle  la  comète  dont 
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le  rajon  vecte pr  dans  le  périhélie  serait  égal  à  la  distance  moyenne 
du  Soleil  à  la  Terre ,  parce  que  cette  comète  ,  en  partant  du  péri- 
hélie, parcourrait  go*  d'anomalie  vraie  en  109  jours).  Nous  consi- 
dérons le  temps  /  comme  compté  en  jours  et  décimales  de  jours. 
On  a  (De  la  Lande,  Astr.  3ii5)  , 

(F)....:...  tai,g,»i«  +  5tang.i«=^^î 

Et  en  diffërentiant,  5^»/yi»      __3^  ^^^  ~,MîL, 

-  ,  .  3Cos.«Au     ^^  acos.'^u     .109,6154 — acos.»itt 

(i  +  tang*.  l  ")=àcoa.4iu*  Cli  19*)-  Je  mets,  pour  plus  d'exac- 
titude, (940*  co».  l(M  +  iâ«)  au  lieu  de  cos.{u,  ef  j'ai 

L,e  facteur  'R"  esl  nécessaire  pour  obtenir  ^  z^  en  secondes* 

i  . 

i5o5.  Il  est  évident  que  la  fraction  -^^     f^-    étant  une  quantité 

copstante  dans  le  calcul  d'une  table ,  ce  calcul  doit  se  faire  très- 
rapidement  en  employant  la  formule  que  je  viens  de  donner.  Il 
sera  aussi  très*exact,  (et  Itaême  plus  que  par  Ja  solution  directe 
de  la  formule  (F)  au  moyen  de  ma  table  Y),  lorsqu'on  tiendra 
compte  des  centièmes  de  secondes  dans  la  formation  des  valeurs 
successives  de  u,  comme  je  l'ai  dit  (i499)jt  et  lorsque  pour  obvier 
à  Taccunlulation  des  petites  erreurs  »  on  résoudra  par  intervalles 
Téquation  (F),  en  emplojcmt  la  valeur  de  u  trouvée  par  le  mojen 
de  l'équation  (G) ,  cherchant  celle  det,  et  faisant  lé  calcul  avec 
les  nombres  naturels.  L'erreur  dans  la  valeur  de  t  étant  connue; 
il  sera  facile  de  corriger  l'erreur  de  u,  en  employant  la  même 
formule  (G). 

La  table  générale  du  mouvement  des  comètes  a  été  recalculée 
avec  le  plus  grand  soin  et  augmentée  par  Delambre  (  Tables  de 
De  la  Lande ,  pag.  ao4).  Cependant  les  formules  (F)  ,  (G)  peuvent 
encore  avoir  leur  application^  soit  pour  la  vérification  de  cette 
table  ou  de  toute  autre  de  la  même  espèce  >  soit  pour  trouver  les 
quantités  intermédiaires  ou  les  partie^  proportionnelles  avec  la 
plus  grande  précision. 

« 

i5o6.  Déterminer  par  trois  ç^servaiions,  la  position  du  cours 
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iS^urïù  comète ,  supposé  uniforme  et  en  ligne  droite.  (  Newton  , 
Arith,  unîv.  Sect.  4,  Chap.  II.  Probl.  XXX). 

Soit  ^observateur  en  A',  la  comète ,  au  moment  de  la  première  ^îgaç. 
observation  ^  en  B  ;  au  moment  de  la  seconde  ^  en  C  ;  de  la  troi- 
sième, en  D.  On  connaît  le  rapport  BC  :  CD,  ou  BC  :  BD , 
puisqu'on  suppose  le  mouvement  proportionnel  aux  intervalles  de 
temps  eiltre  les  observations  respectives.  On  connaît  de  plus,  par 
les  observations,  les  angles  BÀC,  CAD.  L^angle  B  est  ce  qu'oft 
cherche. 

Or  (in.  iaO*  BC  = i._i_  ^R    ;RAr>  et  BD  = * 

^  ^'  C08.  B  +  sm.  B  cot.BAC.' 

-,  ^    ,^\   ^  ^.^.  On  a  donc  BC  :  BD  ::  cos.B  +  sin.  B 

C08.  B  +  sin.  D  cot.  dAD  ' 

cot.  BAD  :  COS.  B  +  sin.  B  cot.  BAC  5  et ,  en  divisant  le  second 
i^apport  par  cos.B,  BC  :  BD  ::  1  -f-  tang. B  côt. BAD  :  i  + 
tang.B  cot.  BAC;  D'où:  r on  déduit 

VI BD  -^  BC ^       55    ♦  . 

tang.  1>  —  BC  cot.  BAC  —  BD  cot.  BAD  ~  BC~7T7I        ~T~  * 

=rK  cot.  BAC  —  cot.  BAD 

1 507 .  Tromper  le  mouvement  horaire  d'une  planète  en  longitude i 
En  nommant ^z  le  mouvement  horaire  moyen  en  longitude,  ^u 
le  mouvement  horaire  vrai  sur  l*orbite ,  ces  mouvemens  et  ceux 
d'anomalie  correspondans  étant  sensiblement  égaux  pour  iin  femp9 
d'une  heure;  la  fori!nule  (i4S5,  14*)  donné  la  solution  de  ce-pro- 
blème avec  plus  d'exactitude  qu'on  n'en  peut  désirer  dans  un  pas- 
sage de  Mercure  ou  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil  :  la  10* 
suffira,  lorsque  le  problème  n'exigera  pas  autant  de  précision. 

i5o8.  Si  Pon  veut  avoir  le  mouvement  hor&ire  réduit  an  planFig.^,^ 
de  réel iptique, ^ qu'on  représente  ce  mouvement  par  AJE!,  et  le  mou* 
vement  correspondant  sur  l'orbite  par  CD.  Puisque  A  3=  90''  =  £, 
les  angles  A  et  B  sont  constans ,  et  changeant  C  en  A  et  A  en  C 
dans  l'analogie  infînitésiinale  (i355),  on  aura  ^A^^  :  ^BC  :: 
cos.B  :  cos/AC.  M^is  AC  est  la  latitude  héliocentrique  de  la 
planète  »  B  rinclinaison  de  l'orbite  ^  ^  BC  =:  CD  c=  ^  1/.  Donc 
en  faisant  A£  eu  ^  AB  =  ^  u\  et  ^mettapt  daps  Tanalogie  la  va-^ 
leur  (148^,  10*)  de  ^1/,  on  aura 

^u.  ^  ^z  X.  ^  ^     co^.Hat:  • 
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i5og.  Trouver  le  moui^ement  horaire  (Tune  planète  en  latitude. 

La  distance  à  une  planète  »  comptée  de  son  nœud  ascendant^ 
selon  l'ordre  des  signes  5  sur  l'orbite  ^  se  nomme  argument  de  lati* 
tude.  Comme  le  mouvement  du  nœud  est  insensible  dans  un  temps 
d'une  heure,  on  a  ^arg.  lat.  =  ^long.  plan.  =^  ^u,  (iSoy)*  Cela 
posé,  je  prends  l'équation  (De  la  Lande ^  yistr.  1139),  sin.  lat.^ssx 
sin.  incU  sin.  arg.  /u/.  =  sin.  incU  sin.  dist.  Q  ,  et  différentiant,  j'ai 
^  tat.  COS.  /a/.  =â  2/  cds.  dist.  Q  sin. incl.  ==  ^  z^  sin.  lat.  cot.  disU  Ql 
En  substituant  la  valeur  de  ^i/>  (148a  >  10*),  et  désignant  encoro 
par  ^z  le  mouvenient  horaire  mojen  en  Longitude^  j'obtiexu  U 
formule  suivante  ; 

â  /a/.  =  â^  X  77  X  *a°g'  ^^^-  cot.  AV/.  Q« 

1 5 1  o .  Trouver  le  mouvement  des  r^uds  des  orbites  des  planètes  i 
sur  récliptique,  produit  par  les  attractions  réciproques. 
Vig.  87.  Soit  AB  récliptique ,  et  supposons  que  les  signes  procèdent  de  B 
en  A;  soit  AC  l'orbite  d'une  planète  P^  et  BC  l'orbite  d'une  autre 
planète  p.  Je  considère  d'abord  l'effet  de  l'attraction  de  la  pla-* 
nète  p  f  en  raison  duquel  le  nœud  C  des  deux  orbites  rétrograde 
sur  l'orbite  BC ,  de  sorte  que  Torbite  troublée  AC  se  trouve,  par 
exemple ,  dans  la  situation  ac.  Il  est  visible  que  cette  perturbation 
n'altère  pas  l'angle  B  :  de  plus  Taltératioii  qu'éprouve  l'angle  C  de 
l'inclinaisoii  mutuelle  de»  deux  orbites  est  si  i^dble ,  d'après  les 
observations  >  que  reUtivemen^  ^  mouvement  des  nœuds  on  peut 
la  considérer  copmie  une  quimtité  à-peu-près  nulle  >  et  supposer 
saps  scrupule  que  Csçc  Doue  le  triangle  ABC,  en  se  c)iangeant 
en.aBc,  conserve  comme  constans  les  angLes  ^  et  Cj  on  a  par 
conséquent  (i55i)  : 

(H) •  âBC:  5iAB  ::  r  :  cos. B -H  sin.  B  cps.  AB  cof.  A. 

Or  ^  BC  est  le  mouvement  rétrograde  Ce  de  l'orbite  troublée ,  sur 
celle  de  la  planète  troublante^  et  la  quantité  de  ce  mouvement  est 
déterminée  par  la  théorie  de  l'attraction  ;^AB  est  le  mouvement 
cherché  du  nœud  A  de  l'orbite  troublée ,  sur  Véclîp tique  5  B  ou 
CBA  est  l'inclinaison  de  l'orbite  perturbatrice }  A  ou  BAC  est  le 
supplément  de  l'inclinaison  de  l'orbite  troublée  j  AB  est  la  distance 
entre  les  nœuds  des  deux  planètes  sur  Pécliptique.  Les  trois  der- 
nières quantités, spnt  toujours  copnuesî  et  par  conséquent  notre 
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formule  (H)  a  Tayantage  de  résoudre  immédiatement  le  problème^       ^ 
en  donnant  Tinconnue  sans  qu'on  soit  obligé  à  aucun  calcul  préli*? 
minaire  pour  déterminer  la  valeur  de  quelque  autre  partie  du 
triangle  ABC. 

i5ii.  Pour  trouver  maintenant  le  mouvement  du  nœud  de  la  pJa-  Fîg.  88. 
nète  p  f  produit  par  l'attraction  de  la  planète  P ,  oxi  appellera  BC 
l'orbite  de  celle-ci,  AC  l'orbite  de  p ,  transportée  en  ac  par  la 
perturbation;  et  l'analogie  (H)  résoudra  encore  ce  problème.  On 
observera  seulement  qu'ici  BAC  est  l'inclinaison  de  l'orbite  trou- 
blée, ètB  le  supplément  de  l'inclinaison  de  l'orbite  perturbatrice. 

Si  donc  Ton  nomme  PP  la  planète  troublante,  pp  la  planète 
troublée,  m  le  mouvement  de  l'ôrbile  troublée  sur  celle  de  la  planèle 
troublante,  et  qu'on  observe  qu'au  lieu  de  l'angle  d'inclinaison  de 
celle  deddeux  planètes  dont  le  nœud  est  plus* avancé  en  longitude, 
on  doit  emplojer  le  'supplément  de  ce  même  angle,  l'analogie  (H) 
donnera  généralement 

■ 

(K)...Mouv.  du  Dœud=m(co9.  iVic/.P/'+sîn.  incl.PP  cos.  dist,  nceuds  cot,  incLpp). 

i5i2.  La  fîg.  67  suppose  rétrograde  le  mouvement  Aa  du  nœud  A 
sur  l'écliptique  ;  la  fig.  88  le  suppose  direct.  Ce  serait  le  contraire, 
si  ca  coupait  CA  entre  les  points  A  et  C,  comme  cela  arrive  aussi. 
11  importe  donc  d'avoir  une  règle  générale  pour  déterminer' dans 
quel  cas  le  mouvement  chercbé  est  direct,  et  dans  quel  autre  il  est 
rétrograde.  Les  signes  que  j'ai  donnés  aux  difTérentielles  dans  la 
construction  de  mes  analogies  conduisent  à  cette  règle.  Puisque 
^BC  et  ^  AB  ont  le  même  signe  dans  l'analogie  (H),  il  s'ensuit 
que  ces  variations  se  font  dans  un  même  sens  lorsque  le  quatrième' 
terme  de  l'analogie  est  positif,  et  en  sens  contraires  lorsque  ce 
terme  est  négatif.  Or  dans  le  système  de  l'attraetion ,  le  mouve- 
ment Qc  est  toujours  rétrograde  ;  ensorte  que  BC  diminue ,  et 
que  ^BC  est  négatif.  De  plus^  la  diminution  de  AB  indique  le 
mouvement  rétrograde  dans  le  cas  de  la  fig.  87 ,  et  le  mouvement 
direct  dans  le  cas  d#  la  fig.  88.  Donc  le  mouvement  du  nœud 
ascendant  de  la  planète  troublée  est  ou  direct  ou  rétrograde ,  selon 
que  le  nœud  ascendant  de  la  planète  troublante  est  plus  aisance  ou  . 
moins  avancé  en  longitude  que  le  nœud  de  la  plajiète  troublée* 
jCette  règle  suppose  positif  le  facteur  binôme  de  m  dans  Téquation 
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(K)  :  lorsqu'il  sera  négatif,  on  mettra  dans  la  même  règle  moins 
au  lieu  de  plus ,  et  plus  au  lieu  de  moins.  De  cette  manière  on 
n'aura  pas  besoin  de  consulter  une  figure  pour  se  guider  dans  le 
calcul. 

i5i3.  Appliquons  notre  solution  et  nos  règles  à  un  exemple  dans 
lequel,  pour  abréger,  nous  ferons  abstraction  de  la  valeur  absolue 
de  ^BC  et  de  ^  AB.  La  longitude  du  nœud  de  Saturne  est  actuel-* 
lement  5^  22',  celle  du  nœud  de  Mars  1®  18*.  Donc  la  distance 
des  nœuds  est  de  2^  4''  =  ^4''*  L'inclinaison  de  l'orbite  de  Saturne 
est  de  2*  5o',  celle  de  l'orbite  de  Mars  de  i*  5i'.  Si  on  cherche 
Tefifet  de  l'attraction  de  Mars  sur  le  nœud  de  Saturne ,  on  a  log. 
COS.  incl.  PP  =  log.  COS.  i*  5i'  =  9, 99984  et  log.  (  sin.  incl.  PP 
cos^dist.  nœuds  cot,  incL  pp)=^\Qg.(fi\u.  V5i'  cos.  64^  cot.  ijf5o') 
-s:- — g,  5107,  logarithme  d'une  quantité  négative  (i440'  Comme 
ce  logaritWe  est  plus  petit  que  le  précédent,  il  s'ensuit  que  le 
facteur  binôme  de  m  est  une  quantité  positive  j  et  puisque  le  nœud 
de  Mars,  planète  troublante,  est  moins  avancé  en  longitude  que 
le  nœud  de  Saturne,  le  mouvement  du  nœud  de  Saturne ,'  en  vertu 
de  l'attraction  de  Mars,  sera  rétrograde. 

Si  l'on  cherche  l'effet  de  l'attraction  de  Saturne  sur  le  nœud  de 
Mars ,  on  a  log.  cos.  incl.  PP  =  log.  cos  177"  5o'  =  —  9,9996  j 
et  log.  (  sin.  incl.  PP  cos.  dist.  nœuds  cot.  incl.  pp)  =  log. 
(sin.  177^  5o'  cos.  64^  cot.  i'  5i')  =^9, 7733,  Le  facteur  de  m  est 
donc  négatif,  et  par  conséquent  on  doit  changer  moins  en  plus 
dans  la  règle ,  et  les  mots  plus  et  rétrograde  se  correspondront. 
Mais  le  nœud  de  Saturne,  ou  de  la  planète  troublante,  est  le  plus 
avancé  en  longitude;  donc  aussi  l'attraction  de  Saturne  ïuxirétro^ 
grader  le  nœud  de  Mars* 

i5i4.  Trouver  le  maximum  du  mowement  du  nœud  d'un  sa- 
tellite sur  r orbite  de  Jupiter,  causé  par  l'attraction  d'un  autre 
satellite. 

fig  87.  Soit  BA  l'orbite  de  Jupiter ,  BC  celle  du  salfcllite  troublant,  AC 
celle  du  satellite  troublé.  11  résulte  des  perturbations  continuelles, 
que  les  nœuds  A  et  C  rétrogradant  en  a  et  en  c,  et  successivement 
de  plus  en  plus,  se  confondent  enfin  avec  le  nœud  B  ;  puis  l'orbite 

Fjç,  se.  troublée  AC  passe  au-delà  et  s'avance  de  l'autre  côtddu  nœud  B| 
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jusqu^à  ce  que  le  nœud  A  arrive  à  la  plus  grande  distance  possible 
du  nœud'B.  Alors  Porbite  AC  se  rapproche  de  nouveau ,  les  nœuds 
A  et  G  reviennent  se  confondre  avec  le  nœud  B;  puis  le  nœud  A 
s'éloigne  de  B  jusqu'à  ce  que  la  distance  AB  soit  la  plus  grande  Fig.  S7. 
possible.  Le  nœud  A  du  satellite  troublé  va  et  vient  ainsi  pério- 
diquement de  chaque  côté  du  nœud  B  du  satellite  troublant.  Or  la 
plus  grande  valeur  de  AB  est  ce  qu'il  est  question  de  déterminer. 

i5x5.  Lorsqu'un  triangle  a  deux  parties  constantes,  les  questions 
de  maximis  et  de  minimis  des  parties  variables  se  résolvent  immé^ 
diatement  par  la  Trigonométrie^  (on  enverra  (i65^>  i656)  d'autres 
exemples) ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  recours  aux  opérations 
quelquefois  pénibles  du  calcul  différentiel  qu'exige  la  règle  (328). 

En  effet  dans  le  triangle  ABC  on  a  sin.  B  :  sin.  C  ::  sin.  AC  : 
sîn.  AB.  Mais  les  angles  B  et  G  sont  constans  (i  5 10)  :  il  est  donc 
évident^  par  les  tables  des  sinus ^  que  sin.  AB  sera  le  plus  grand 
qu'il  soit  possible  1  quand  ou  aura  AC  =  90"" ,  et  que  si  alors  AB 
est  <;  90* ,  ce  sera  aussi  le  moment  du  maximum  de  AB.  Mais 
lorsque  AC  =  go*^  en  premier  lien  AB  ne  peut  être  de  go"" ,  parce 
que  (1013)  B  serait  aussi  de  go*;  ce  qui  n'est  pas,  puisqu'il  s'en  faut 
qu'aucun  des  satellites  de  Jupiter  ait  son  orbite  perpendiculaire 
sur  l'orbite  de  cette  planète  ren  second  lieu  AB  ne  peut  être  plus 
grand  que  go*  ;  car  (VIL  i6*)  ,  comme  AC  =  go ,  cot^B  =  -^ 
ços.  AB  cot»  A,  ou  COS.  AB  =  —  tang.  A  cot.  B,  et  les  deux  angles 
A  et  B  du  triangle  ABC  étant  évidemment  et  nécessairement  d'es^ 
pèces  différentes  ,  il  s'ensuit  que  cos.  AB  est  toujours  positif.  Donc 
la  distance  qu'apporte  entre  les  ncvuds  de  deux  satellites  Tattrac- 
tlon  de  l'un  des  deux  (  abstraction  faite  de  la  réaction  du  satellite 
troublé  )  est  la  plus  grande  possible^  lorsque  Tintersection  corn* 
mune  de  leurs  orbites  est  à  go"*  du  nœud  du  satellite  troublé. 

La  dernière  équation,  cos»  AB  ==  — •  tang.  A  cot,  B ,  fpra  donc 
connaître  aisément  la  pins  grande  valeur  de  AB. 

i5i6.  Delà  Lande  a  le  premier  reconnu  que  les  perturbations 
doii^ent  altérer  t inclinaison  des  orbites  planétaires  sur  Véclip^ 
tique  i  découverte  très -importante,  surtout  par  son  application 
aux  çhangemens  d'inclinaison  des  orbites  des  satellites  sur  l'orbite 
de  Jupiter^  Comme  je  ne  crois  pas  que  pour  déterminer  ces  chans» 
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geniens  on  puisse  rien  ajouter  à  la  formule  et  à  la  règle  données 
par  ce  célèbre  Astronome  {Astr.  i5jj  à  i58i)j  je  me  contente 
de  les  indiquer  au  Lecteur. 

» 

i5i7t  Troui^er  le  changermnt  de  F  ascension  droite ,  de  la  longi^ 
1ude,de  la  latitude  et  de  l'angle  de  position  des  astres,  et  celui  de 
r obliquité  de  récliptique,  occasionnés  par  V attraction  des  planètes 
sur  la  Terre. 
Fig.87.  Soit  AG  Péclîptique,  l'ordre  des  signes  de  A  en  C^  AB  Péqaa- 
teur,  A  le  premier  point  du  bélier ,  BC  l'orbite  d'une  planète  dont 
l'attraction  sur  la  Terre  déplace  l'écliptique  de  AC  en  ac.  Les 
angles  Bj  C  étant  constans  (i5io)^  et  la  théorie  de  l'attraction 
donnant  la  quantité  Co  que  nous  avons  appelée  m ,  on  demande 
d'abord  la  valeur  de  Aa,  variation  de  AB ,  ou  de  l'ascension  droite 
des  astres  qui  se  compte  du  point  A  ^  et  la  valeur  de  (CAB  — -  caR), 
variation  de  l'angle  A  ^  ou  de  l'obliquité  de  Técliptique.  Or  (i549» 
i54o),  ^BC  :  ^AB  ::  sin.  A  :  sin. C  cos- AC , et  ^BC  :  ^A  :: 
I  :  sin.  AC  sin.C.  Donc^  nommant  PP  la  planète  troublante  > 
Q  la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  on  a 

f  K). . .  variât,  asc.  dr.  s=  m  cos.  u  x  — : — tt- — • 

(L)...  variât,  obliq.  =  m  sin.  Q  sin.  incl.  PP. 

Dans  le  calcul  de  ces  formules  la  valeur  de  m  doit  être  emplojée 
ziégativement  (i5i2)  \  ensorte  que  l'ascension  droite  et  l'obliquité 
diminuent,  lorsque  cos.  Q  et  sin.  Q  sont  respectivement  positifs  ^ 

(73). 

En  appliquant  ces  formules  à  chacune  des  planètes  successive- 
ment y  et  prenant  la  somme  des  résultats  de  chaque  formule  ^  oa  a 
l'effet  total  des  perturbations  planétaires  sur  l'ascension  droite  des 
astres  et  sur  l'obliquité  de  Técliptique* 

i5r8.  Soit  maintenant  Pie  pôle  du  Monde,  £  celui  de  l'écliptique^ 
ï^s  %•  S  le  lieu  d'un  astre ,  L  la  situation  nouvelle  du  pôle  de  TécUptique 
troublée  par  la  somme  des  attractions  des  planètes.  On  connaît  par 
les  formules  précédentes  le  petit  angle  EPL  qui  est  la  diminution 
de  l'ascension  droite,  commune  à  tous  les  astres,  et  (PEooPL) 
qui  est  la  diminution  de  l'obliquité  :  on  demande  la  "fariation  qui  a 
lieu,  à  raison  de  ces  diminutions^  sur  Tangle  E  ou  sur  les  longitude» 
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des  astres  >  sur  le  côté  ES  ou  sur  leurs  latitudes  ^  et  sur  l'angle  S  de 
position. 

iSig.  En  se  changeant  en  FLS>  le  triangle  PES  conserve  comme 
constant  le  seul  côté  PS  (d'où  il  suit^  pour  le  remarquer  en  passant^ 
que  les  déclinaisons  des  astres  ne  sont  point  altérées  par  les  pertur- 
bations planétaires).  J'emploierai  donc  la  méthode  que  j'ai  indiquée 
(687).  Je  suppose  d'abord  que  l'angle  EPS  est  de  même  constant; 
puis  faisant  P=:A>S=:B^E=C^  les  analogies  infinitésimales 
(laiSj 1^55,  i3i3)j  me  donnent 

—  ^E  :  âPE  ::  sin.E  :  tang-ES 
^ES  :  âPE  ::  cos.E  :  i 
^S  :  ^PE  ::  sin- E  :  sin.ES. 

Je  suppose  actuellement  qu'indépendanunent  de  PS  >  PE  soit  cons^ 
tant.  J'aurai  (i5i8^  i5o5^  i5io)  ^  en  changeant  les  signes  dans 
le  premier  rapport  ^ 

—  âE  :  âP  ••  <îos.  PE  —  sin.  PE  cos.  E  cet.  ES  :  i 
^ES  :  ^P  ::  sin.  PE  sin.E  :  i 

—  â^  -  ^P  :*  sin.  PE  COS.  £  :  sin.  ES. 

Prenant  les  sommes  des  deux  râleurs  partielles  de  ^E^  de  ^ ES 
et  de  ^  S  données  par  ces  six  analogies ,  je  trouve 

^  £=—  ^  PE  sin.E  cot.  ES — 51 P  (cos.PE— sin.PE  ces.  E  cot.  ES), 
^£S  =:  ^PE  COS.  E  -H  ^P  sin.  PE  sin.  E, 

,Qç  ^PE sin. E >^  ^P  sin. PE  cos. E 

^^  ~  sin.  ES  • 

i5ao.  La  variation  de  la  longitude ,  correspondante  à  la  quantité 
'^  P  COS.  PE ,  est  commune  à  tous  les  astres }  ensorte  qu'on  peut  la 
négliger  ici  et  la  laisser  confondue  tfvee  la  précession  des  équinoxes 
(iS^S)  ;  car  l'objet  des  formules  précédentes  est  de  connaître  et  de 
distinguer  des  variations  communes  à  tous  les  aitres  la  variatioa 
propre  et  particulière  que  les  perturbations  occasionnent  sur  la 
position  d'un  astre  donné.  Cela  posé^  rappelons*nous  que  l'on  « 
(1448),  E  =  90*  —  long.,  ES  =  90*  —  lat. ,  P  =  90* -f- ose.  dn, 
P£  =  obi.  *y  par  conséquent  ^  E  sa  — «  ^  long,  sss  -«  var.  long,  p 
âES= — â  to/.=— var.  lat.,  ^F  ^i  ^asc.  dr.ssyar.  ascs  dr.p 
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rig.89.et  ^PE  =  ^  obl.  c=  var,  obi.  Ces  dénominations  ou  valeurs  étant 
substituées  dans  les  équations  (i5i9) ,  nous  aurons  ,  pour  la  so* 
lution  du  problème ,  les  équations  qui  suivent  : 

var.  long. = tang.  lat.(vsiv.  obl*  cos.  long.'-^m.  ose,  dr.  sin«  obl.  'sin.  long.) 
var.  laL  =5  —  van  obl.  sin.  long.  —  var.  asc.  dr.  sin.  obl.  cos.  long. 

var,  ang^posit. = — 7-r  (var.  o  W.  cos.  /(?/7^.  —var.  asc.  dr.  sin.  o  W.  sin.  long.} 

i5:ti.  Dans  ces  formules,  on  doit  introduire  les  valeurs  de 
var.  obL  et  de  var.  asc.  dr.  f  avec  le  signe  et  la  quantité  qui  leur 
conviennent  suivant  les  équations  (K),  (L). 

Quand  on  â  en  nombres  les  coefficiens  de  sin.  long,  et  de  cos.  long.p 
le  second  membre  de  chacune  des  équations  (i5ao)  se  réduit  à  un 
seul  terme  par  la  méthode  C94^)« 

Si  la  latitude  est  australe ,  on  fera  positif  le  second  membre  de 
Favant-dernièrç  équation  ;  car  alors  4-  ^  ES  =  +  var.  lat. 

Si  l*astre  est  dans  le  second  ou  dans  le  troisième  quart  de 
Pécliptique ,  on  changera  les  signes  du  second  membre  de  la  der- 
nière équation  (i5ao)}  car  Tangle  de  position  passant  par  séro  à  90^ 
de  longitude  de  l'astre ,  devient  ensuite  négatif,  (70).  Cette  règle  est 

confirmée  dans  le  cas  présent  par  Téquation  cot.^S  =  ^  ^'  ^  :  ^    — 2i 

—  sin.  lat.  tang«  long.,  (VU.  i5*).  On  peut  s'en  assurer  en  l'appli- 
quant à  des  exemples^ 

x5:23.  Tromper  la  correction  de  Fascension  droite  et  de  la 
déclinaison  d*un  point  quelconque  de  Pécliptique ,  relatii^ement 
à  ta  variation  de  Vobliquité.  ' 

rîg.6f.  Soit  BC  un  arc  de  l^écliptique ,  auquel  corresponde  Parc  ABde 
réquateur  quand  Tobliquité  est  ABC ,  et  l'arc  BD  de  Téquateur  si 
l'obliquité  devient  CED.  Le  côté  BC  et  l'angle  droit  opposé  étant 
consUns^,  on  a  (ia84,  1167),  ^AB  :  —  ^B  ::  sin.:iAB  :  scot.B> 
et  ^AC  ;  ^B  u  tang.AC  ;  tang.B.  Donc. 

correct,  asc.  d5r,  =s  — .  f  ^ar.  obl.  tapg.  obl.  sîn.  a  asc.  drm     * 
correct.  décL  =  var.  obl.  couôbl.  tang.  décL 

i5a5.  Troui^er  les  changemens  de  F  ascension  droite  i  de  la^ 
déclinaison^  et  de  Pangle  de  position  des  astres,  causés  par  la 
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précessîon  des  équinoxes ,  ou  par  les  attractions  qu'exercent  le 
soleil  et  la  lune  sur  le  sphéroïde  terrestre. 

Soit  S  un  astre,  E  le  pôle  de  Técliptiquê,  P  le  pôle  de  l*équafeur,  Fig.  ^ 
lequel,  à  cause  des  attractions  solaire  et  lunaire,  change  de  po- 
sition, passe  en  L,  et  continue  de  se  déplacer  successivement^ 
en  accomplissant  sa  révolution  autour  du  pôle  £  dans  l'intervalle 
de  :2575o  années  environ.  Il  est  visible  que  le  côté  ES,  et  par  con- 
séquent la  latitude  de  Tastre,  ne  souffre  point  d'altération.  Mais 
dans  ce  problème  on  regarde  encore  le  côté  PE  comme  constant^' 
ou  comme  égal  à  LE ,  parce  que  l'altération  qu'éprouve  l'obliquité 
PE  de  l'écliptiqne  dépend  uniquement  des  inégalités  périodiques  de 
l'attraction  lunaire,  et  se  considère  séparément  dans  le  problème 
suivant.  Ainsi  dans  le  triangle  P£S  qui  se  convertit  en  ELS  et  con- 
serve comme  constans  les  côtés  EL ,  ES ,  étant  donné  PEL  ou  la 
précession  en  longitude ,  on  demande  la  variation  correspondante 
des  angles  P,  S ,  et  du  côté  PS.  Faisant  Es=:A,S=;B^P  =  C, 
on  a  (i5i8,  i5o5,  i5io), 

45iP  :  —  ^E  ::  cos.PE  ~  sîn.PE  cosP  cot.PS  ;  i., 

—  àPS  :  ^  ^E  ::  sin.  PE  sin.P  :  i, 
âS  :  —  ^E  ::  sin.  PE  cos.  P  :  sin.  PS. 

Or  comme  nous  l'avons  vu  (i44®)  >  E  =  90*  —  long.^  P  ;=gor 
4-  asc.dr.^  PS  =  90*  —  décL  ;  par  conséquent  —  ^E  =s  -f- 
^  long.  =  -f-  précess.  long. ,  ^  P  ;=  -f-  préc.  asc.  dr. ,  cos.  P  = 

—  sin.  €Lsc.  dr. ,  et  -—  ^  PS  s=b  -f-  précess.  décl.  De  plus  eu  em- 
ployant la  méthode  (14^2),  on  trouve  que  pour  avoir  les  préces- 
sions avec  une  grande  exactitude ,  il  faut  écrire  dans  le  second 
rapport  des  analogies  précédentes  >  P  +  î  ^  P  au  lieu  de  P ,  et 
PS  +  i  5i  PS  au  lieu  de  PS  j  ce  qui  importe  surtout  lorsqu'on 
cherche  le  mouvement  de  précession  pour  un  intervalle  de  plu- 
sieurs années.  Appelant  donc  asc.  dr.  intermédiaire,  décl.  intermé^ 
diaïre  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  l'astre  dans  l'année 
qui  tient  le  milieu  entre  la  première  et  la  dernière  des  années 
qu'embrasse  le  calcul ,  on  a 

préc.  asc.  dr.=zpvéc.long.{co$.  oil.+sin.  obi.  sin.  asc.  dr.int.taug.  décUnt.) 
préc.  décl.  =  préc.  long.  sin.  obi.  cos.  asc.  dr.  interm. 

préc.  ang.  posit.  ss  —  préc.  long,  sin,  obi,  x  '^°' ^'f :  f/"^^"^-: 

«  o  C09,  decl.  int€rm. 
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rîg.90.     Lorsque  la  déclinaison  sera  australe ,  on  fera  négatif  le  second 
membre  de  la  seconde  équation  j  car  alors  —  âPS= — préc.  décl. 
Si  Tastre  est  dans  les  signes  descendans  ^  on  fera  positif  le  se- 
cond membre  de  la  troisième  équation  j  car  alors  —  ^E  =  — 
préc.  long. 

i5a4.  Pour  les  étoiles  circompolaires  ^  il  ne  suffit  pas^  attendu 
les  inégalités  rapides  dans  la  valeur  de  tang.  décl. ,  d'emplojer 
la  déclinaison  intermédiaire  pour  avoir  exactement  la  valeur  de 
la  précession  en  ascension  droite ,  quand  il  s*agit  d'un  intervalle 
de  plusieurs  années.  On  pourrait  remédier  à  cette  difficulté^  en 
partageant  Tintervalle  en  intervalles  plus  courts  ^  et  multipliant 
les  calculs.  Mais  au  surplus  je  propose  la  formule  suivante^  qui  est 
rigoureuse^  et  tirée  de  la  première  analogie >  (i3i4)« 

$ifl. préc. asc. dr.  =: a sin. i prec. longitude x  co.. (/a«g.+ préc. fong) 

X(co8.o6/.  co8.fo/ig.4- Jpréc./ong.  co8.a5c.cIr.+8in./ojig.+  ^préc./ong. sin.cuc.drO  , 
Au  heu  de  -  i:(/ong,  +  préc,  tongO      '    ^^  P^^'  °^^""  '  "  ^"  ^^ 

''''''^^  co..idécT+t^c.àéciy  CVii.  &). 

Mon  illustre  ami  Delambre  préfère  (Connaiss.  des  Temps  pour 
1793,  pag.  ao6),  la  formule  (i5i5),  plus  chargée  d'élémens  que 
la  formule  (i3i4)  >  mais  qui  ne  contient  pas  dans  le  second  membre 
la  quantité  cherchée. 

Quant  à  la  précession  en  déclinaison ,  si  on  voulait  une  formule 
rigoureuse^  on  emploierait  la  formule  (i5o5}. 

i525.  Trouver  les  changemens  de  V ascension  droite  et  de  la 
déclinaison  d'un  astre ,  produits  par  la  nutation  de  Paxe  de  la 
Terre. 

Dans  le  problème  précédent  nous  avons  supposé  constante 
robliquité  de  Pécliptîque  i  ce  qui  n'est  pas  rigoureusement  vrai , 
puisque  les  observations  ont  appris  au  célèlwre  Bradley  »  que  les 
changemens  considérables  de  Tinclinaison  de  Vorbite  de  la  lune 
relativement  à  Téquateur  1  causés  par  la  rapidité  du  mouvement  de 
son  nœud  sur  Técliptique ,  rendent  les  effets  de  son  attraction  pé* 
Fiodiquement  inégaux ,  ainsi  que  Tezigeait  la  théorie  de  Newton. 
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Voici  en  quoi  consiste  l'inégalité  :  le  pôle  P ,  au  lieu  de  rester  tou- 
jours à  égale  distance  du  pôle  E^  décrit  >  à-peu-près  en  i8  ans  et 
demi^  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  de  i8'^  et  le  petit  axe  de 
iS'',  4  •  1^  direction  du  grand  axe  est  vers  le  pôle^de  Pécliptique  ^ 
et  par  conséquent  la  plus  grande  variation  que  subit  l'obliquité  à 
raison  de  ce  mouvement  du  pôle  P ,  mouvement  qu'on  nomme 
nutation ,  s'étend  à  9'  en  plus  et  à  g^  en  moins.  Les  variations 
intermédiaires  sont  proportionnelles  au  cosinus  de  la  longitude  du 
sœud  de  la  lune.  Et  en  général  la  formule  suivante 

nut,  obi.  =  9^^  COS.  Q 

donne  la  correction  de  l'obliquité  mojenne  ou  uniformément  dé^ 
croissante  (iSi'j),  pour  avoir  l'obliquité  apparente  dans  un  temps 
domié* 

i526.  Je  suppose  que  la  nutation  transporte  le  pôle  de  L  en  F  ,  et 
qu'on  ait  P£S  >  LES  et  PE  >  EL  ^  ainsi  qull  arrive  dans  le 
premier  quart  de  la  longitude  du  nœud.  Le  triangle  ELS>  en  se 
changeant  en  PES  ^  ne  conserve  comme  constant  que  le  côté  ES  ; 
la  formule  précédente  donne  la  variation  du  côté  PE  ;  on  a  celle 
de  l'angle  E  par  celle  qui  suit,  (  De  la  Lande,  Astr.  2897,  2910)^ 

nut.  long.  =  —  -^^^  X  sin.  Si  s=  —  16',  8  sin.  Çl. 

15:27*  Or  ayant  deux  variations,  je  trouve  les  autres  facilement 
par  la  méthode  (687).  Je  suppose  d'abord  constant,  outre  le  côté 
ES,  l'angle  E,  et  j'ai  (1218,  ia53),  en  faisant  A==E,  B  =  S, 
C  =  L, 

—  ^L  :  ^EL  ::  sin.  L  :  tang.  SLj 

^SL  :  ^EL  ::  cos.  L  ;  i. 

Faisant  ensuite  constant,  outre  le  côté  ES ,  le  côté  EL,  je  trpuve 
(i5i8,  i5o5), 

^L  :  —  ^E  ::  cos. EL  —  sin.  EL  cos.L  cot.  SL  :  x, 
^SL  :  ^E  ::  sin.  EL  sin.  L  :  i  j 

puis,  en  prenant  les  sommes  des  deux  valeurs  de  ^L  et  de  ^SL; 

^  L = —  ^  EL  sin.L  cot.SL—  ^  E  (cos.EL —  sin.EL  coSt L  cot»  SL)  } 
^SL  s=  â£L  cos.  L  +,  â£  sin,  EL  sla.  U 
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F«6-  90-  Or  L  =  90*  +  ose.  dr.  ,  SL  =  90'  —  déal. ,  E  =  90*  —  long.  ; 
par  conséquent  ^  L  ==  ^  asc.  dn  =  nut.  asc.  dr.  y  ^  SL  =3  — 

^^décL^--  nuLdécL,  ^ELssnut.  obL  ==  9'  cos.fi,  et  âE=~ 

g//  — 

^â  ^^^5'»  =^  —  ""*•  ^^'^^  ^^  gin.  o&/  ^  ^"^*  ^*  Substituant  ces  valeurs 
dans  les  deux  équations  précédentes ,  observant  que  ^  E  cos.  EL 
=  6^  7  cot.  25*  28'  sin,  Q  =  i5%  4^in.  Q  ,  et  nous  rappelant  que 
COS.  L  =  -—  sin.  asc.  dr. ,  nous  aurons  par  la  première  des  deux 
équations,  nut.  asc*  dr*  ;;;=  -^  t^ng.d^cl.  {^^  cos.  Q  cos.  asc.  dr.  -f« 
6*,  7  sin.  Q  sin.  a^c.  dr.)  —  i5^^  4  ^in.  Çl.  Mais  (II.  18%  i7*) ,  9* 
COS.  Ci  cos.  asc»  dr.  +  6',  7  sin.  Q  sin.  o^c.  </r.  =  4%  ^  cos.  (Q  + 
asc.  dr.)  +  4%  ^  <^^*  C  Q  ^ ^^^*  ^'"^ )  —  5',  55  cos.  (  Q  +  asc.  dr.) 
•+•  5',  55  COS.  (Q  00  aM.  ^/r.).  Donc 

nut.  asc.  dr.  =  —   i5'j  4  ^^^*  A  **  tang.  déclinaison   x 
(  7%  85  COS.  asc.  ^r»  to  Q  -4-  i^  i5  cos,  asc.  dr.  +  R)« 
iSsS.  £n  traitant  de  même  la  seconde  équation  >  elle  donnera 
nut.  décl.  =  7*^,  85  sin.  (<wc.  dr.  —  ft)  +  i%  i5  sin.  (a^yc.  rfr.  •+-  R  ). 

Lorsque  la  déclinaison  sera  australe^  on  fera  négatif  le  second 
membre  de  cette  formule  ;  car  alors  +  ^  SL  =  H-  nut.  décl. 

Les  tables  très  -  commodes  de  Lambert^  (JEphem.  Mediolan. 
an.  1800 ,  pag.  4^  )#  P^^^  lanutation  en  ascension  droite  et  en  dé- 
elinaison^  paraissent  avoir  été  construites  d*après  les  deux  formules 
que  nous  venons  de  donner* 

Ces  mêmes  formules  et  celle  de  la  nutation  en  longitude  servent 
à  convertir  en  position  apparente  la  position  moyenne  de  Tastre* 

1539.  Trouuer  V effet  de  P aberration  de  la  lumière  sur  Pascen^ 
sîon  droite  et  la  déclinaison  des  étoiles  fixes. 

Soit  <l  \Bf  longitude  d'une  étoile^  Ç)  la  longitude  du  soIeiU 
De  la  Lande  {Astr.  lAl^^  ^855)  démontre  avec  autant  de  facilité 
que  de  clarté  }ps  deux  écjuatiQg»  suivantes  : 

aber.  long.  «  -  «o'^co3(»-^e) 

^  COS.  lot.  ' 

aber.  lat.  sr  rio'  sin.  (<|  —  O)  sin.  lat. 

La  dernière  de  ces  formules  exige  cjue  dans  tous  les  cm  sin*  lat^ 
9pit  pris  9vec  le  sigflu  positii^  ^       ^ 
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i5So.  Connaissant  par  ces  équations  les  changemens  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude  d'une  étoile ,  produits  par  raberratîon  , 
nous  trouverons  facilement  par  la  méthode  (687)  les  changémens 
de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison. 

Soit  P  le  pôle  du  monde  ^  E  celui' de  Técliptique,  S  un  asfrc^'s-^* 
vu  en  T  par  l'effet  de  Taberration  de  la  lumière.  Les  formules 
précédentes  donnent  la  variation  de  l'angle  £  et  celle  du  côté  ES; 
on  cherche  la  variation  de  Pangle  P  et  celle  du  côté  PS.  Le  triangle 
PES ,  en  se  changeant  en  PTE ,  conserve  comme  constant  le  seul 
côté  PE.  Donc  si  on  suppose  encore  que  le  côté  ES  soit  constant^ 
on  aura  (i5io ,  i5o5) ,  en  faisant  A=:E,  B=tP,  C=:S, 

^P  ;  —  ^E  ::  sin.  ES  cos.S  :  sin.  PS, 
^PS  :  ^E  ::  sin.  ES  sin.  S  :  u 

En  sopposant  constant ,  ontre  le  côté  P£^  Pangle  £>  on  a^  C  ^^^^y 
i:i55) 

âP  V  5IES  ::  sin.  S  :  sin.  PS^ 

^PS  :  ^ES  ::  cos.  S  :  i. 

Puis,  en  prenant  les  sonomies  des  deux  valeurs  partielles  de  ^P  et 
de  ^PS, 

^PS  =  âE  sin.  ES  sin, S  4-  ^ES  cos.S. 
1 55 1  •  Mais  ^  P=  ^  asc.  dr.:=^  aber.  asc.  dr.  j  ^  PS=>—  aber.  déel^  p 

^E=:  —  aber.  long.  =  """^  """"cos,^?"  ^^^^*  ^ESœ-  abcr.&^. 
==  — i  âo^  sin.  (O  —  O)  sin.  lat.  Substituant  ces  valeurs  dans  les 
équations  précédentes  ^  et  appelant  ;;  Tangle  de  position  >  1/  la 
déclinaison  et  /  la  latitude  de  Pastre^  on  a>  pour  la  solution  du 
problème  ^ 

(N)...aber.  décl.  =— ao'co8.(-)(^— O)  8m.;»+3o'am.(*— O)co8./»«în./; 

i53a.  Lorsque  la  déclinaison  sera  australe»  on  changera  les 

siXQCS  des  deox  termes  du  second  membre  de  l'ëquation  (N);  car  alors 

S^  PS  =s  -f-  aber.  décl.  Ou  reste  on  observera  dans  le  calcul  des 

deox  formules  (M)  ,  (N)  les  règles  (7S1  i45i)  des  signes.  M«if 
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rig.91.  de  plus  on  fera  âtteatioii  que  ^m.p  est  négatif  (75)  dans  le  second 
et  dans  le  troisième  quart  de  Tàscension  droite,  (i5ai). 

i555.  Les  formules  (M)  (N)  qui  servent  à  convertir  en  position 
apparente  la  position  moyenne  d*nne  étoile ,  ne  sont  ni  les  plus 
commodes  pour  le  calcul»  ni  les  plus  usitées.  £n  effet,  il  est  mieux, 
quand  on  recherche  les  corrections,  de  pouvoir  les  obtenir  avec  les 
seules  données  auxquelles  elles  doivent  s*appliquer.  Ponr  y  par- 
venir, il  est  nécessaires  d'introduire  dons  lesdites  formules  Pascen- 
sien  droite  et  la  déclinaison  de  l'étoile ,  et  d'en  chasser  la  longi- 
tude, la  latitude  et  Tangle  de  position,  trois  élémens  qui  d'ailleurs 
ne  se  trouvent  pas  toujours  dans  les  catalogues  d'étoiles ,  où  les 
deux  premiers  au  contraire  se  trouvent  toujours.  Je  vais  atteindre 
ce  but  par  une  marche  tràs-couf te ,  qui  dispense  de  passer  labo- 
rieusement par  les. formules  exprimant  les  plus  grandes  aberrations 
et  les  longitudes  du  Soleil  au  temps  de  ces  plus  grandes  aberrations. 


1 
i534«  Dans  la  formule  (M)  je  prends  le  binéme  multiplicateur 

de  — ^ T^^  ^'  j*aicos.{<»*— 0)cos./7-f-sic.(©— 0)sîn./?8În./, 

ou  (II.  4%  3*)>  c^**  0  (cos.  9  cos./7-f-sin.  0  siD.p  sîn./)4-sin.  0 
(sin.  O  COS.  p  -^C0S.  9  slp.jf)  sîn.  /).  Or  (Vil.  ag*),  cos.  AB  sin.  B 

_co5.C+covAcoii.B^  le  substitue  la  valeur  (VÏI.  lo-)  de  cos.  B, 

puis  celle  (I.  16*)  de  cos.*A  ;  j'exécute  ensuite  la  division  par 
sin.  A  >  et  je' trouve  ces.  AÈ  sin.  B  =  siii.  A  pos%  C  +  008*  A  sin.  C 
cos.AC»  ou  (i55o)  avec  les  lettres  E,  P^  S,  cos.  PE  sin.P  =; 
sin.  E  COS.  S  4~  COS.  E  sin.  S  cos.  ES ,  ou  bien ,  avec  les  dénoml* 
nations  (144^)»  cos.  ohliq.  x  cos,  asù.  dr.  =:  cos.  0  cos.  /7-f-  sin.  ^ 
ûn.p  sin.  /*,  ce  qui  elst  précisément  le  facteur  ci-dessus  de  cos.  O*^ 
Celui  de  sîn.  O  équivaut  à  sin.  asc*  dr^ ,  comme  on  le  voit  en  intro- 
duisant danB  kl  fbrmHle  (VII.  lo*),  d'abord  les tetft^S  E,  9-,  S ,  leii- 
suite  les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus.  La  formule  (M)  devient 

donc  aber.  asc.  dr.  = î^r— 7-  x  (20^  cos.  oblig.  cos,  asc.  dr. 

oosy  1O.4-  iàù"  siHk^^se.  dn  sin»  0)i  Maïs  oc''  cosi.  ^èiiçè  si»  16% ^4^* 
Bond  ,  ^ù  procédality  ^eommë  j'»i  fa'îè  (i5ft^).  pôiar  acrivel*  à  la  fèr'«- 
de  la  autattot)  ^  èl  aj^lan^  A  TaicéiEfsloA*  dlr^ile  «k  VéiailCf, 
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)*aiirai 

aber.  asc.  ar.  —  cos.  decL  '• 

i555.  Opérons  de  \à,  même  manière  sur  la  formule  (N).  Le 
facteur  de  —  ixsf  est  (IL  4%  ^Oi  ^P^  Q  (cos.  ^  5Îa.  i^  ~8in.  ô 
COS.;?  sMi.  ^)  H-  Çiiï-s  0  (sin,  O  sin.;?  -f-cps.  <>  cos./?  sin.  /). 

Or  le  facteur  de  cos,  Q  est  sin.  £  sûi.  S  - — cps.  Ç  cps.  S  cos.  iES^ 
ce  cjui  équivaut  (i  iSg)  à  sin.  PS  sii^.  PE  -f-  ços.  PS  cqs.  PE  cos.P^ 
ou  bien  |l  cos.  â?/c/.  sia.  obliq.  —  sin.  â^i^/?/.  co^«  obliq.  sjgn,  a^c.  ^r. 

Quant  au  facteur  de  sin.  O  >  ayant  (VIL  :i5*)  ^  eo;,.  BÇsin.B 
^_cos^ — +C08.     COS.    ^  j^i^troduw  la  Vfijear  (VIL  ^Q^)  ^e  ç;g|S.B^ 

puis  celle  (L  i8*)  de  cos.*C  ;  j'exécute  ensuite  la  (division  par  sÂiu  Ù. 
Le  résultat  est  eos.  BC  sin.  B  =3  cos.  A  sin.  C  4"  ^^^  A  cos.  C 
cos.  AC.  Ce  dernier  membre  ^st  équircdent  au  facteur  dpnt  il 
s'agit ,  au  lieu  duquel  on  peut  par  conséquent  écrire  le  premier 
membre^  c'est-à-dire  cos.  PS  sin.  P  ^  on  sia.  déeL  cos.  asc.  dr^ 
La  formule  (N)  devient  donc  aber.  rf<^t?/.  c=b -?*  ao^  sin,  obJùjf.  cos  Q 
COS.  dffcl.  +sin.  décL{a{/to%.  obliq.  rin.  A  cos.  O— acTcos.A  Ain.0) 
=  —  7**  9^  COS.  0  cos.  décL  +  sin.  déeL  (  i8%  546  sin.  A  coa.  O  ?-t 
^o"  cos.  A  sin.  0  )•  Cette  valeur  >  au  moyen  des  fornuxles  (IL  i8^> 
i5%  i6*)  ^  se  réduit  à  ce  qui  suit ,  en  appelai^  $)'  la  dédâ^uson 
de  l'étoile  ; 


aber.  décL  =  sin.  D(i9%  17  sin.  A—  0  —  o',85  sin.  A-f-  O)  —  5»%  98 

X  (cos.  0  +  D  -f-  COS.  0  00  D}. 

i556.  Lorsque  la  déclinaison  ,^  australe ,  il  faut  ^ndre  positif 
la  facteur  V^  98  par  le  motif  indiqué  (i53:i)^  motif  qui  n'influe 
pas  sur  le  facteur  binôme  de  sin.  D^  pourvu  ^on  Da/Ssevù.  D 
toujours  positif. 

C'est  sur  cette  forjnule  et  sur  la  précédente  que  -sont  oons«» 
truites  les  Tables  de  Delambre  (  Conn.  des  temps  pour  17881 
pag*:k!kS  )•  S'il  s*agissait,  non  de^ construire  des  tables  j  mais  seukir 
ment  de  calculer  l'aberration  pour  un  temps  donnée  alors,  au  lieu 
du  dernier  terme  —  3%  98  ,  etc.  de  la  formule  ci-dessus ,  il  serait 
plus  commode  d'eaplojer  — *  7%  96  cos.  0  coft.D« 

Lliabile  Astroaeow  que  nous  venons  de  citer  j,  9  a^ssi  ^ojofié^ 
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dans  le  tom.  VIII  de«  Éphémérides  de  Paris  ,  de  nouvelles  Tables 
très- exactes  de  Yaberralion  des  planètes  en  longitude. 

i55j.  Nous  avons  déterminé  les  effets  de  la  nutation  et  de  l'aber- 
ration sur  Tascension  droite  et  sur  la  déclinaison  :  la  même  marche 
BOUS  conduirait  à  la  détermination  des  changemens  de  l'angle  de 
'^  ^'position ,  produits  par  les  mêmes  causes.  Nous  avons  omis  cette 
recherche ,  parce  qu'il  nous  a  paru  qu'on  n'avait  jamais  besoin 
d'emplojer  l'angle  de  position  apparent ,  c'est-à-dire  corrigé  des 
petites  variations  périodiques  dépendantes  de  la  nutation  et  de 
il'aberration. 

i558.  Déterminer  le^  dimensions  de  la  Terre  en  la  supposant 
'  dejîgure  elliptique. 

Fig.  93.  Soit  NS  =  a  6  l'axe  terrestre ,  AD  :=  ;i  a  le  diatnètre  de  l'équa- 
teur  y  A]>^DS  le  méridien  elliptique  d'un  lieu  quelconque  B.  La 
tangente  BT  est  l'horizon  sensible  de  ce  lieu  y  BC  le  rajon  qui  se 
rapporte  à  ce  même  lieu^  ou  la  distance  du  centre  *,  YBR  perpendicu- 
laire à  BT  9  est  la  ligne  verticale  ;  CBL  =  1;  l'angle  de  la  verti- 
cale avec  le  rajon  BC  ^  BQ  =  C£  le  rayon  du  parallèle ,  BCA 
l'angle  au  centre^  BLA=:L  la  latitude;  et  décrivant  le  demi^ 
cercle  AFD,  nommons  x  l'angle  FC£^  comme  dans  la  théorie 
des  planètes  (1480). 

iSSg.  Dans  les  sections  coniques  on  démontre  que  CE  :  LE 
::  ô*  :  i*.  Mais  les  triangles  rectangles  BEC,  BEL,  qui  ont  le 
côté  commun  BE^  donnent  (io53^  xoai),  CE  :  LE  ::  tang«BLE 
:  tang.  BCE.  Donc 

tan  g.  angle  au  centre  =  —  x  tang,  L# 

i54o.  Nous  avons.aussi,  par  les  sections  coniques,  BE  :  F£  :: 
h  :  a.  Mais  en  vertu  du  côté  commun  CE,  nous  avons  (io5a^  ^^^^Ot 
BE  :,FE  ::  tang.  BCE  :  tang^FCE.  Donc  b  :a  ::  tang.  angle  au 
centre  :  tang/j:..  Introduisons  dans  le  troisième  terme  la  valeur 
^1539),  nous  aurons 

tang.  ;r'  =  -  X  tang.  L* 

,•■.'■  •  • 

i54i*  La  conna-issance  de  l'angle  x  met  en  état  de  résoudra 
promptement  les  équations  suivantes,  dont  la  déoion^ratioa sWre 
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d'elle-même  : 

Rayon  du  parallèle  =  a  cos.  x  =:  CE« 

Rayon  de  la  Terre  =5  - — L^?if —     -j.  gçj 

•^  C08.  ang/6  au  centre 

Tangente  =  ^^  =  JBT. 

i54^.  Puisque  (gâS)  les  arcs  d'un  degré ,  dans  un  grand  cerclé 
et  dans  un  parallèle ,  sont  proportionnels  aux  rayons  respectifs , 

c*est-à-'dire  (65o) ^  puisque^-  i  i  ::  le  degré  de  longitude  en  B 
:  BQ,  il  en  résulte 

degré  de  longitude  =  — g^ 

i54?*  Les  degrés  de  latitude  sont  encore  différens  entre  eux 
dans  la  Terre  elliptique.  Car  dans  Pellipse  la  courbure  varie  d'un 
lieu  à  un  autre,  à  cause  des. différences. des  rajons  osculateurs', 
c'est-à-dire  des  rajons  des  cercles  qui  se  confondent  en  divers  points 
avec  la  courbe»  Je  représente  ces  rajons, par  la  variable  z,  et  j'ai 


CL   Cos..  X 


'9  • 


s       » 


par  les  sections  coniques  z  =  (BL)^x  tj.  Il  s'agît  de  faire  entrer 
la  latitude  dans  l'expression  de  BL.  Je  prends  la  proportion  BL 
:  LE   ::   I   :  cos.L  j  et  parce  que  (iSSg),  LE  =3  CE  x  ^  =à 

i*  COS.  X     ^   f  /   \     ••••oT  b^cos.x    •-  •  1 

,  Ci54i)>  J  ai  BL  = =-•  Mais  cos.  00  =  --77 — —^ r-r 

-,     y^  ^b^^  -,(1540).  Donc SL  =      ^^^^ ,^^     ^,  , 

(26),  Par  conséquent  z  = j.  Nommons  G  la  Ion- 

gueur  du  degré  dont  le  point-milieu  est  à  la  latitude  L^  nous  avons 
dès;-lors>  C65o),  i  :  -5  ::  z  :  G.'  Donc  Texpressian  généirale  des 
degrés  de  latitude  est 

r>    _, c       . 

R^  (  a»  co8.»L  +  i*  sin>L  )•    ' 

i544»  Si  l'on  apf^elle  g,  la  longueur  du  de^é^  pour  une  autre 
latitude  />  on  aura  donc 

:  G  :  ^  ::  (a*  cos.V+  b^  sln. V)*  :  (a*  cq$»*L  4-  ^*  sjh.'L/* 


.a^a 
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i545.  D'où  il  suit  qu'ajant  mesuré  deux  degrés,  on  peut,  de 
cette  proportion  et  de  Téqji^atio.n.  préccdeate  >  déduire  la  grandeur 
des  axes.  Mais  il  faut  observer  (670)  que  chaque  erreur  sur  le  degré 
devient  §7  foi?  plus  consicléx:ablê  dans  les  diemi-dxes.  Je  vais  dé- 
tailler l'opération  ,  attemdu  que  le  seul  exemple  que  j'en  aie  vu 
fusqu'à  présent  (  Lorgna  ,  Principes  de  Géographie ,  5-  XLIII) 
ie6t  exfrême^iwt  embrouilla 

J'élève  à  la  puisa^ce  |  çh;9Çua  des  ternjes  d^  U  propprtion  j 

et.faistot^i=±:K,  G^5=A,r»i:- /.-...... 

A(a*cos.»L  +  ^'  sin-^L)  =  K(a*cos.»/  +  Ô^sin.*/); 
d'où    a*  (  h  COS.* L  ~  K  cos^V)  =  A*  ( K  nn.*/  ~  h  sin.^L  > 

Je  fois  ,  pour  abréger , 

K  sîû.*  /  — *  A  w/  L  ss  /?  ^ 

«l  faî  (I.  tS") ,  ai'  (A  —  K  +  ^)  5=  i^^î  par  èonséquent  a^'b^ 
(/j;—  K-(-;?)  =  **/^.  De  cette  équatioâ*>  je  tire  là  valeur  de  a*t% 
que  fe  substitue  dans  la  dernière  éqnation  (i543)}  et  en  intro- 
duisant d^ns  le  déQOiminateur  de  coUe-ci  la  valeur  de  a*  tirée  de 
l'équation  a^{h  —  K+/7)  =  ^*/7,  qu'on  vient  de  lire  ci-dessus  j 

j'obtiens  G  =  — ^- ^ 5  ; 

a, tpt/çt-K+p) 

OU  V7  ;=:  ■     j^* 

1546.  De  cette  équation  ^  en  y  substituant  x  — -  sin/L  au  lien 
de  cos/L  >  je  déduis 

1547.  Si  je  substitue  le  quarré  du  second  membre  dans  l'éqna* 
tion  a'  (  A  —  K  +;?)  =  A*;; ,  je  parviendrai  à  Téquatioa 


iS/fi.  On  a  doiic ,  pour  le  rapport  entra  les  deux  axes ,  a  \  b 

;;  1/;^:  \/(h^K^p). 

i54^  Le  rapport  çntre  hwê  quarrés  étant  par  conséquent  a*  ;  b\ 
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::  ;»  :  ?i -*  K 4-p>  il  s'cûstiît  que  tf»  :  a^^^l^  î:  p  :  K  —  /r.  Non» 
aurons  doûd  l'excentricité  du  Globe  terréstrA  (  1480  )  pair  cette 
équation,  — 

i55o.  Maintenant  nommons  c  l'aplatissement  de  la  Terre,  eft 
la  difiérence  des  demi-axes*,  on  aura  ôpca  —  ^,  **s=a*  —  2ac  •+; 
c*,  et  i^^ssKa*  — 3*)  =  ac  —  iç*s=:c<a -*- ic).  Doue 

1551.  La  petitesse  dé  là  quantité  c,  et  le  peu  d*aocôrd  enfri 
les  mesures  des  degrés ,  nous  permettent  de  regarder  le  facteur 
(a  —  ^c)  comme  égal  à  a.  Faisons  a  si  i ,  et  notts  aurons  pouv 
valeur  très-appro6bée  ^ 


* 

i55a.  Si  g  est  nn  àtgeé  dkisé  iknS  son  milieu  p^t  réquateur, 
ensorte  qu'on  ait  /  =  o ,  alors  sin.  lt:xo,  et  par  conséquent ,  6t( 

divisant  le  nutnératebr  et  le  dénominàteufr  par  — *  G^, 


1 


,   ,-0). 

a  sin.'L 

r 

i555.  Au  lieu  de  Cette  équsltion,  oti  ^  adopté  là  sûivaYife  qtit 
est  plus  commode,  mais  un  peu  moins  exacte,  cenime  nous  le 
verrons  bientôt  i  '  ''  '  ^ 

-     oc  fi  — i'    ^T'i   \  ' 


d*où  l'on  a  conclu  que  les  acci'oissemens  des  degrés  ^  représentés  par 
G — g,  sont  à  très-peu-près  proportionnels  aux  qiiârrés  des  sinus 
des  latitude».  •         / 


»■  •  » 


iâ54-  Lolsqif  après  avoir  comparé  deux  -^  d^px  plusieurs  degrés 
meSufés,  on  à  déterminé  la  vafeur.de  c  au  .mojen  des  formules 
qui  ptéeèflent.,  ou,  si  Ton  veut,  de  la  formule  plus  exacte  (i55o), 
il  eii  eôûte  peu  pour  former  avec  exactitude  une  table  des  degrés 
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de  latitude  exprimés  »  par  exemple ,  en  toises.  Soit  >  pour  abréger; 
c(i— -ic);=/7};  l'équation  (i55a)  donne  ,  en  écrivant  m  au  lieu 

3 

à6  c  ,  G=ig(i  — 2  7»  sin.*L)  *  =  ^(i  -f-3m  8in,*L  +  ^m* 
sin/L  4- etc.).  Les  te;*mes  ultérieurs  de  cette  série  peuvent  se 
négliger  sans  qu*il  en  résulte  une  erreur  d'un  demi-pied ,  et  l'on 
aura 

G  — ér=  5  mg  sin'L  +  ^m^g  sin.^L^ 

i555.  Si  dans  le  second  membre  on  néglige  le  second  ternie^ 
et  qu'on  écrive  c  au  lieu  de  m,  on  retrouve  Téquation  (i555)  ^ 
dont  la  plus  grande  erreur,  qui  a  lieu  lorsque  Lsgo'',  n'arrive 
pas  à  4  toises.  En  effet. soit  gz=z  SGySô  loisesr,  valeur  que  j'ai  dé- 
duite des  dix  mesure»  de  divers  degrés  les  plus  accréditées  (  Notiziô 
Astronomiche  ,80  à  86)  ;  et  soit  c  =  -^ ,  valeur  la  plus  commu- 
nément adoptée.  En  calculant  l'équation  (i554)>  on  a  d'abord 
m  =  c(i  —  •ïC)  =  TH^^y  ^'^^  il  ^°i*  V^^  1*  quantité  constante 
Zmg  =  566,6 1 ,  et  que  l'autre  quantité  constante  ^  m*g  5=s  4#  71. 
Donc  le  degré  de  latitude  sous  le  pôle  est  plus  long  de  571 1^  toises 
que  le.  degré  sous  Téquateur.  Or  la  formulé  (i555)  donna  dans  ce 
cas  G  -—  gj=s  5cgssi  56y  ^  toises. 

i556.  Supposons  toujours  ^s=:  56756}  si  Ton  emploie  aussi  le 
troisième  terme  ^m*g  sin.^L  de  la  série  (i554)^  on  aura  G  = 
573:17,35}  et  dans  le  cas  où  on  a  sin.  /=:o  et  sin*  L  =;  i  ^  il  est 
facile  de  calculer  la  longueur  des  axes»  Lies  formules  (i547>  ^^4^) 

se  réduisent  alors  aux  expressions  très«simples  a  s;  GR""  l/^^p 

h  s=  ^R""  1/^  — .  En  effectuant  le  calcul ,  on  trouve  log.  a  ss 
6^5i5o345}  log.  b  c=  6^5i35845 ;  donc  a  =:  3:173667,  b  =  iaSaySS, 
leur  différence  c  =:  1091a  toises  =  g^,  telle  précisément  que  nous 
l'avons  employée. 

1557.  U°^  chose  qu'il  importe  de  connaître  est  Vangic  r  de 
fi$,  ga.  '^  y^rz/tfo/^  ^i  538).  Or  CBL  =  BLE — BCE  =5  latitude  —  Pangla 
au  centre.  Qu'on  ait  donc  calculé  Tangle  au  centre  par^  la  for- 
mule (1539)}  et  la  difi'érence  entre  cet  angle  et  la  latitude  donnera 
immédiatement  l'angle  de  la  verticale.  Mais  pour  l'obtenir  plua 
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directement ,  j'observe  que  la  même  formule  me  donne ^  en  faisant 
iz  =  I ,  I  :  ^*  ::  tang.  L  :  tang,(L  —  v),  et  que  par  conséquent 
I  :  1  —  **  ::  tang,  L  :  tang,  L  —  tang.  (L  —  p)  ::  tang.  L  : 

r^^ r,  (IL  25').  Mais  i  —  i»  =  e\  Donc  sin  v  =  e^^ 

COS.  L  COS.  (L  —  v)'   ^  ' 

sin.  L  COS.  (  L  —  î^) ,  ou  a77g/e  de  la  verticale  =  R*  x  excentr.^ 
sin.  lat.  COS.  (Az/,  —  angle  de  la  verticale).  C'est  avec  cette  for- 
mule, plus  exacte  que  la  formule  ordinaire  v  =  cR''  sin.  2  L,  que  j'aî 
calculé  les  angles  de  la  vertics^lè  de  la  table  (CC)  rnlse  à  la'  fia 
de  cet  Ouvrage. 

i558.  La  valeur  du  rajon  BC  de  la  Terre  peut  s'obtenir  avea 
im  plus  grand  nombre  de  décimales  exactes,  que  ce  qu'en  peuvent 
donner,  par  le  seul  moyen  de  la  seconde  formule  (i54i),  les  tables 
ordinaires  de  logarithmes.  Si  Ton  fait  a=  i ,  cette  formule  donne' 

"ÎC  =  ;;;i~  =  l/i±!^^f=^.  (I.  .9-)-,  ou ,  en  s„b,a. 

taaatles  valeurs  (iSSg,  i54o)  de  tang.  (L-— y}  et  de  tang.  x , 
BC  =  \^\XVx^^n. »  ( équation  qui  fait  reconnaître  l'inexac-, 

titude  de  l'équation  (i)  de  Du  Séjour,'  {Mém.  de  VAçad.  des 
Se.  ijSa,  pag.  158):  Mais  /&•  ==T[  -^e';  et  6^=^  i  —  ad*  +  ^. 
Substituons  ces  valeurs  ^  multiplions  la  fraction  par  cos.^L  ;  et 
nous  trouverons 

p.|^ I     yi  —  e*flîn.*L  —  e^sîa.^LÇi — è*-) -    //  e^^'sîn.'L  \ 

En  réduisant  ce  binônje.  en  série ,  négligeant  les  puissances  de . 
Texcentricité  au-delà  de  la  quatriWe,  et  faisant  les  divisions  ^ 
nous  am'ons 

BC  =3  I  —  i  c*i»  8in.*L  ~  f  c<  sitt.'^L. 

iSSg.  Le  calcul  des  deux  derniers  termes  donnera  promptémenfr. 
la  diflFérence  du  rajron  de  ré(][uateur  à  celui  d'une  latitude  quel* 
conque.  Si  on  veut  cette  dilfêrence  en  toises,  iTsufKt  de  la  mul-. 
tiplier  par  le  rayon  de  Péquat^ur  exprimé  en^toises.  On  la  trouvera 
de  5433  i  toises,  quand  L  =45^.  D'où  Jl  suit'que  le  rajon  mojeu 
de  la  Terre  est,  en  toises,  5268233  ^.  èi  Ton  veut  avoir  la  diffé*- 
rence  des  logarithmes  ;  on  multipliera  la  somme  des  deux  termes 
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ï^'g-s»- ci -dessus  par  "^qJTTTbc^  comme  le  prescrit  le  premier  terme  de 

la  série  (SyS)  ;  c'est  cette  marche  que  j'ai  adoptée,  comme  la  plus 
prompte  et  la  plussûre^  pour  calculer  les  logarithmes  de  la  table  (CC). 

i56o.  En  négligeant,  comme  très*petit,  le  dernier  terme  du 
second  membre  de  l'équation  (i558),  on  voit  que  les  diminutions 
des  rajon8.de  la  Terre  sont  à-peu-près  proportionnelles  aux  quarrés 
des  sinus  des  latitudes  »  et  par  conséquent  aux  accroissemens  en 
longueur  des  degrés  de  latitude  (i553)« 

i56i.  Puisque  nous  avons  une  méthode  de  calculer  le  rayon 
de  la  Terre  et  le  degré  de  latitude  au  mojen  du  sinus  de  cette 
latitude  (  i554^  i558  )  ,  il  est  à  propos  d'introduire  aussi  ce 
sinus   dans  l'expression    (i543)  du   degré  de  longitude^   que  }e 

^r^       /  T  «  \       Q  COS.  X  G 

nomme  y.  Or  ^I.  iq*),  — k —  =  = r  = 

-7-; t; T  9  (i54o).   De  plus,  en  faisant  a  =:  i  > 

y(i  +iMang*L)  =:  \/(i  +tang/L  —  ^»  tang.'L)  = 

(i  —  e^  sin.*L)~'\  Donc  aussi 

y  =  ^^  (  1  +  î  e*  sin-*L  + 1 6*  sin/L  +  etc.  ). 

Pour  avoir  le  degré  en  toises ,  mètres  ou  autres  mesures ,  il  faut 
multiplier  le  second  membre  par  le  plus  grand  demi-axe  exprimé 
en  la  même  mesure. 

i563.  Au  mojen  de  cette  forrnule  et  de  celle  que  l'on  a  vue 
(i554),  j'ai  calculé,  avec  les  données  (i556)  ,  la  Table  (DD) 
qu*on  trouvera  à  la  fin  de  ce  volume. 

i565.  La  détermination  des  dimensions  de  la  Terre  elliptique 
nous  conduit  h  l'expôsîtiop  de  la  solution  du  problème  suivant  : 
Étant  données  la  perpendiculaire  à  la  méridienne ,  et  la  distance 
à  la  perpendiculaire  (800),  en  conclure  les  différences  de  lon- 
gitude et  de  latitude^ 
jFig93.     Soit  PÇE  une  quart  d'ellipse,  CP  le  petit  demi-axe,  CE  le 


i/( 


C03.  L. 
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jgrand  demi-axe,  PTA  le  quart  dé  cercle  inscrit  du  rayon  CP, 
DL  une  ordonnée  à  l'ellipse  ,  à  laquelle  ordonnée  correH|:ond 
l'ordonnée  au  cercle  TL  ;  soit  CL  Tabacisse  ou  la  coordonnée 
commune  aux  deux  courbes  ;  enfin  soient  PD  =  k ,  PT  =  z  p 
DL=y,  TL  =  <p,  CL  =  a:,  CE  =  a,CP=i;  ef  observons 
que  de  la  variation  ^^  =  HO  =  GF  naissent  TO  =  — -  ^z  ^ 
TH  =  -  â^,  DF=;-  51A:,  DG  =  ~  ^^. 

i564.  Nous  avons  (53i),  (â^*)-;=  (â-^)*  +  C^j)'  =  CâO* 
"^  (^^)*  "H  (â/)*-  Mais  on  démontre  dans  les  sections  coniques 
que  DL  :  TL  ::  CE  :  CP.  Donc  y  =  a(p,  et  S^y=a^(p.  Par 
conséquent  (^ky  =  (^zy  +  (â^P)"  (a*  —  i)  =  (S^zy  + 

^-  (â^)S  (^48o)  ;  ou  â  A  =  â^  1/^0  +  7^>  O"  a  ^^^^ 
TO  :  TH  ::  1  :  cos.  T;  et  T  =  PT>  par  la  Géométrie.  Donc 
â^  *  â?  ••  <  •  cos.z.  Etparconséquent 

^A  =  ^z  v^Ci  H-  tf*  cos.^z). 

i565«  Je  remarque ,  en  passant^  qu'en  élevant  le  dernier  binôme 
à  la  puissance  ~  p  puis  substituant  aux  puissances  de  cos.  z  leurs 
valeurs  (5io),  et  intégrant  ,  on  obtient  Texpression  d'un  arc 
elliptique  >  comme  PD  ,  au  moyen  des  sinus  des  multiples  de  i*arc 
circulaire  correspondant  PT.  Ce  qui  du  reste  est  inutile  pour  ce 
qui  nous  occupe  en  ce  moment. 


i566.  Soit  maintenant  MN  la  perpendiculaire  au  méridien  PE,Fig.9{. 
laquelle  se  termine  en  N  à  un  autre  méridien  PQ  ;  ensorte  que 
NS  est ,  en  ce  point ,  l'ordonnée  à  ce  dernier  méridien.  Soit  de 
plus  NO  un  prolongement  infiniment  petit  de  la  perpendiculaire^ 
et  PU  un  méridien  infiniment  près  du  méridien  PQ;  et  soit  dé- 
crit du  rayon  SN  le  petit  arc  ND  ,  d'où  résulte  PD  =  PN.  Faisons 
ensuite  PN  ;=  A,  NS  =zy ,  MK  :=  h,  MN  =i  p,  MPN  =  u  ; 
nous  aurons  DO=  ^k,  NO==  ^p,  NPD  =  ^u.  Imaginons 
une  droite  DS ,  égale  par  construction  à  NS ,  et  nous  aurons  le 
petit  angle  NSD  =  NPD ,  ce  dernier  angle  étant  égal  à  l'angle 
en  P  compris  entre  les  tangentes  des  arcs  elliptiques  PN,  PD> 
qui  en  ce  point  sont  perpendiculaires  au  demi -axe  CP  ,  et  par 
conséquent  respectivement  parallèles  aux  ordonnées  NS  j  DS,  Or 


j 
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ï'ig94  le  petit  arc  ND  peut  être  pris  pour  le  sinus  ^  On  a  donc  (53o)^ 

ND  =jâ"- 
1567.  Rappelonp  à  présent  que  Clairaut  et  Du  Séjour  ont  dé- 
montré (JMiém.d^  V Académie  des  Sciences  ,  Paris,  lySS,  1778)  , 
que  la  perpendiculaire  à  la  méridienne  est  la  ligne  la  plus  courte 
qu*on  puisse  mener  entre  ses  extrémités  sur  la  surface  du  sphéroïde 
terrestre;  et  ensuite,  que  les  sinus  des  angles  formés  par  la  per* 
pendiculaire  açec  les^  divers  méridiens  sont  en  raison  inçerse  des 
ordonnées  aux  points  de  concoifrs*    ' 

i568.  On  a  donc  sîn!  PMN  :  sin.  PNM  ::  NS  :  MR.  Et  comme 
PMN  =  90"  ^  il  en  résulte  sin.  N  =:  -•  Mais  j^  =s=:  sin*  O  = 

«in.(N+âN)=sin.N,  (igS).  Donc*=-2^,  ou 

iSGg.  On  a  encore  NO  :  DO  ::  i  :  cos  O.  Par  conséquent 

^Ài=cos.N^;;. 

|-,  3  1570.  Maintenant  du  point  m  déterminé  par  Pordonnée  MR 
sur, la  surface  de  la  sphère  inscrite,  supposons  élevé  l'arc  m^z ,' 
de  sorte  qii'il  fornie  angle  droit  avec  Tare  de  ^C  P A ,  et  qtf  il 
concoure  eh  n  avec  la  projection  du  parallèle  qui  passe  par  N. 
J'appelle  projection  d'un  parallèle  la  circonférence  décrite  sûr  la 
surface  de  la  sphère  par  la  révolution  du  rajon  du  parallèle  (de 
NS  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons) ,  autour  de  Taxe  CP«  Le 
point  n  n'est  pas  la  projection  du  point  N,  puisque  nous  trouve- 
rons par  la  suite  (1578) ,  mVn  >  MPN  j  mais  du  passage  p^r  n 
de  la  projection  du  parallèle  qui  passe  par  N ,  nous  devons  conclure 
qu'en  menant  par  n  le  quart  de  cercle  PB ,  Vn  sera  égal  à  Ja  pro- 
jection de  PN ,  c'est-à-dire  à  l'arc  formé  sur  la  surface  spliérique 
par  les  ordonnées  NS  cpuduites  de  chacun  des  points  de  l'arc  PN^ 
sens  dans  lequel  Pm  est  la  projection  de  PM.  Nous  avons. supposé 
PN=i;A,  nous  ferons  P/zssz,  et  par  la.  propriété  des  sections 
coniques  (i564),  nous  aurons  NS  :=  a  sin.  P/i;  ou 

y  :ss  a  sin.  z» 

1571.  Dans  le  triangle  sphérique-  P/n»  rectangle  cnw  ;.  ou  0t 
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(VI.  i5*) ,  COS.  P/t  =  COS.  Vm  cos,  mn.  Faisons  mn  =  tt,  P/w  =  j8, 
nous  aurons 

COS.  Z  =  COS.  jS   COS.  'TT, 

V 

iSys.  Le  point  M>  où  tombe  la  perpendiculaire  ,  est  donné , 
et  par  conséquent  le  point  m'^  ^  est  donc  constant  ;  donc ,  en 
différentiant  ^  on  aura  sin.  z^^  =  cos./3  sin.^^^j  ou^  (i56i), 
^z  =  tang, 'TT  cot.  «â'Tr  =  cos.  tz^tt,  (VI.  5*).  Mais  ns=N, 

puisque  (i 568),  sin.  N  =  -j^  =  (  1570)  j4^=:sin.72,(VI.6*), 
Donc  ^z  =  COS.  N^'Tf  =  ^  J"^ >  (iSôg);  et  par  conséquent  ^ 

=  -5^  3=  y^(i  +e*  cos*z ) ,  (  i564).  Donc  aussi  (i5ji),   ^p  = 

^"TC  {/(i  +d*  cos.*/3  cos.^'TT).  Et  comme  ^tc  est  toujours  une  petite 
quantité  de  l'ordre  de  ^>  dont  la  quatrième  puissance,  telle  que 
peut  être  considéré  e*7r*,  (aSS),  est  insensible  dans  la  recherche 
dont  il  s*agit,  je  fais  cos.  'tt  =  i ,  et  j'ai 

iSyS.  D'où,  en  intégrant,  ^ 

p  Z=i  'X  {/(  1  +  ^^  co8.*/3). 

1574.  Or  nous  avons  >  par  les  sections  coniques  i 

tang.  /S  =  a  cot.  latît.  en  M. 

1575.  Donc,  connaissant  la  latitude  du  point  M,  on  obtient 
par  cette  équation  la  valeur  de  /3.  Avec  cette  valeur  et  la  perpen- 
diculaire donnée  p ,  on  trouve  ensuite  ^x  par  la  formule  précé- 
dente. Puis,  ajant  jS  et  «tt,  on  détermine  z  par  l'équation  (1571). 
Enfin  ayant,  par  une  expression  semblable  à  l'équation  (1574) # 

tapg.  latit.  en  N  =  û  cot.  z , 

on  arrive  ,  par  cette'  dernière  équation ,  à  la  latitude  cherchée. 

•    •  • 

1576.  Four  trouver  la  longitude  >  ou  l'angle  JD^N  =  Uf  )e  fais 
7nP«==v;  etj'aici'abord  (VI.  i4')/  ,    .  '  . 

'  i.        . 

'  cot.  V  =  cot.  "TC  sin.  /3. 

.ï577.  En  .dlïBKrentiaAt ,  il  résulte  M-  =5 '^^^,  M^is  ÇVT,i% 


;454  CHAP.  XXIII.  DÉTERMINER  LES  DIMENSIOTÎ» 

sin.*^  =  sin.*z  sin.*i^.  Donc 

i5yS.  Je  substitue  la  valeur  (iSja)  de  ^^,  et  je  trouve  sîn.'z 
y/^i  +e»  cos.*2)â  J^=8in,  l^^p»  Et  parce  que  (iSyo),  jK=a  sin.^, 
et  que  par  la  même  raison ,  h=z  a  sin.  /3^  l'équation  (i568)  de- 
vient sin.  jS^/?  =  ^  sin^z^u*  De  cette  équation  et  de  la  première 
du   présent  article,  je   déduis    ^w  =  ^(^  ^  ^cos^z)  B,^  _ 

a>l/^"^''7--'°-=  a-|X(--^)  = 

^  j;  r  I  •—  LfïïLi  —  etc.  j  ,  négligeant  toujours  la  4*  puissance  de  c. 
J'introduis  la  valeur  (1577)  de  sin.'z^^^  et  j'obtiens  ^u=i  ^v 
_!l!Î^^.  D'où  résulte,  en  intégrant, 

e^T  sin.  fi 


U  z=z  V 


Aa' 


Le  fond  de  la  solution  que  ye  viens  de  terminer  est  de  Du  Séjour  ^ 
Qoc.  cit.) 'y  mais  j'ai  suivi  une  route  bien  plus  abrégée.  L'artifice 
coiisiste  à  réduire  à  une  surface  sphérique  les  points  de  la  sur&ce 
du  sphéroïde ,  pour  j  appliquer  les  formules  trigonométriques. 

1579.  En  se  servant  de  cette  méthode,  il  est  nécessaire  d'éva- 
luer ^  en  secondes  par  Téquation  (157 3).  Nous  ferons  voir  com- 
ment on  y  parvient,  dans  l'exemple  suivant  qui  servira  de  guide 
pour  le  calcul  entier. 
j.  3  Soit  le  point  N  l'Observatoire  de  Marseille,  le  point  D  celui 
de  Paris.  Soient  encore 

NM  s=  ^  ;=  126210  toises  , 
DM  =  5i4i3i. 

^     Et  la  latitude  en  D  =  48*  5o'  \/f. 

Avec  ces  dounéea ,  il  s*agit  de  trouver  la  latitude  et  la  longitude 
du  point  N.  C'est  l'exemple  que  nous  avons  résolu  (laoo) ,  dans 
l'hypothèse  de  la  Terre  sphérique. 

i58o.  Ce  qu'on  doit  faire  d'abord,  c'est  de  déterminer  la  latitude 
du  point  M.  La  fable  (DD)  j  conduit  promptement.  Je  prends  le 
Itlers ,  19027 ,  correspondant  à  20',  du  degré  à  la  latitude  de  la  49^  # 
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qui  ett  dans  la  table  le  point  le  plus  proche  de  la  latitude  donnée  D  ; 
et  je  dis  3i4i3i  —  19027  =  295104  =  la  distance  à  la  perpendi- 
culaire, du  point  de  latitude  48"  5o'  14'.  La  raison  de  procéder 
ainsi  ^  c'est  que  les  SyoSo  toises  données  par  la  table  s'étendent 
de  43**  3o'  à  49''  ^o' ,  chaque  calcul  étant  fait  pour  le  point-milieu^ 
(i543).  D'après  le  même  principe,  je  retranche  ensuite,  de  la 
distance  295 1 04 >  la  valeur  d'autant  de  degrés  consécutifs  de  lati- 
tude que  cette  distance  en  contient,  c'est-à-dire  des48',  4?*^  4^% 
45*  ,  44^  >  ^'  il  ^^^^^  93^4  toises  pour  la  distance  à  la  perpen- 
diculaire, du  point  de  latitude  4^**  5o'  i4'.  Le  degré,  ou  36oo', 
à  la  latitude  de  4^*,  est  de  57021  toises  ;  d'où  il  suit,  par  la  règle 
de  trois ,  qu'à  ce  point,  9854  toises  répondent  à  10'  22^  Donc 
la  distance  entière,  3i4i3i  ,  à  la  perpendiculaire  vaut  5**  3o'  22'; 
et  par  conséquent  48*»  5o'  14'  —  5*  3o'  22^"  =  43*»  19'  52'  =  la 
latitude  en  M. 

Nous  aurons  donc,  (1574) >  log.  cot.  45*  19'  52*  =  o,  0253i43 
et,  supposant  ^s=:  i ,  et  log.  a  =  log.  3oo— -  log.  299  =  o,  ooi45oi 

log.  tang.  j8  =  log.  tang.  4G**  45'  5i',  8  =  o,  0267644 

i58i.  Vo/ons  maintenant  à  exprimer;?  en  secondes.  Nommante 
le  nombre  de  toises  d'un  degré  de  la  sphère  inscrite,  je  fais  d'abord 
la  proportion^  le  rayon  i  de  la  table  (AA)  est  à  l'arc  d'un  degré 
de  la  même  table ,  comme  le  rajon  ^ ,  en  toises ,  de  la  sphère 
inscrite  est  à  l'arc  d'un  degré,  en  toises ,  do  la  même  sphère  ;  et 

j'ai  (63o),  ^  s?;  ^.  Or 


(i556),  log.  ô  =  6,5i35845 
(63  0 ,  compL  log.  R*  =s  8,  2418774 

d*oii  lôg.  s  is=i  4,  7554619; 

ce  qui  doit  guider  pouf  fout  autre  exemple.  Puis  je  dis  s  l  p  11 
36oo'  ;  p".  Et  par  conséquent 

compl.  log.  s  z=i  5f  2445381 
log.  ^  =  log.  126210  =£  5,  ioiog38 

log.  36oo  =  3,  5563o25 

log./  =  3,9019344 
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i58^.  Maintenant  il  faut  déduire  V  de  la  formule  (i575). 
Nous  avons  (1480),  e»  =  a*  —  i  =  ~^~  —  1  =  -âL.  Donc 

log.  599  =  a,  'jj'j^^lGS 

moitié  ou  log.  j/Sgg  =  1,5887154 
compl.  log.  299  =  j,  5^245288 

log.  e ,  qui  s'emploie  pour  tout  autre  exemple ,  =  8, 9150422 

(i58o),  log.  COS.  /3  =  9,8556906 

(458) ,  log.  tang.  A  =  8,  7487528 

Jog.  COS.  A  =  9, 9995184 
log.  p'  =  5,9019544 

log.  ^'  ==  log.  2*  la'  ^6%  2  s=:  5, 9012528 

i585.  Enfin  >  (1576,  1571), 

log.  tang.  /3  (i58o)  s=;  0,0267644 

Ipg.  COS.  i8  (i582)  =  9, 8556go6 9, 8556906 

log.  sin.  /3  =  9,  8624550 

log.  cot.  'Tf  ==5  1, 4^29579 log.  COS.  'TT  =  9,  9996760 

log.  cot.  1;  s:^  1, 27541^9.  • .  •  •  log.  COS.  X  =:  9, 8555666 

D*où  i;  ;=3  5**  2'  9%  4  ;  et  log.  cot.  z  z=z  g,  9726254 

.** 

log.  a$  (i5do) ,  zs=i  o,  0014501 

log.  tang.  latitude  en  N  =5  9, 9740755 

Il  en  résulte,  pour  la  latitude  de  l'Observatoire  de  Marseille, 
45*  Î7'  27*^ }  la  méthode  (1200)  la  donne  de  45«  17'  25' ^  ;  mais 
les  observations  astronomiques  la  portent  à  45*  17'  45' >  {Conn.  des 
Temps ,  1789  et  suit^.'). 

i584.  Actuellement,  (1578),  ~s=^  :  ^SS!  — |â9  .  ou  ^ 

'  \       /    J9  «•         2QQ*       aqq»         000*' 


5^ ,  et  par  conséquent 


^93*  '  ^BS""       2^^  ^^"^ 
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log.  599,  (1582),   :=  3,77745 

compl.  log.  180000  =  4f  74475 

log,  -TT*,  (1582)  ,  =  5, 90125 

log.  8în,  /3 ,  (i583) ,  =  9,  86245 

log,  19%  5  =5  I,  28586 

D'où«=:y-2l^^=5«2'9%4  -  I9^5  =5M'5o'=Ia 

dififérence  de  longitude  entre  Paris  et  Marseille.  Mais  les  observa- 
tions astronomiques  donnent  S""  3'  5o%  (Conn.  des  Temps,  1789  e^ 
suw.)\  ou  3*»  3'  i5%  (Società  Italiana,  Tom.  V,  pag.  83). 

i585.  En  ce  point,  les  calculs  dans  Phjpothëse  de  la  Terre 
sphérique  s'approchent  véritablement  davantage  des  observations  , 
puisqu'ils  donnent  5'  2'  25',  (1200).  Je  n*ai  pas  cru  pour  cela  de- 
voir omettre  cet  exemple.  Et  comme  il  ne  me  parai!  pas  qu'on  puisse 
taxer  d'erreur  la  solution ,  on  doit  attribuer  les  incertitudes  soit 
aux  élëmens  que  nous  avons  adoptés  (i555) ,  soit  plus  spéciale- 
ment  encore  aux  données  indiquées  (1579).  Du  reste ,  Cassini  a 
donné  (Description  géométrique  de  la  France ,  1783,  pag.  173) 
la  longitude  de  douze  villes  de  la  France,  déterminée ,  presque  sans 
différence,  par  lui,  au  mojen  de  la  méthode  de  Du  Séjour  (1578)  , 
et  par  Du  Séjour,  sept  ans  avant  qu'il  eût  publié  celte  méthode^ 
au  mojen  de  deux  éclipses  de  Soleil. 

x586.  Notions  préliminaires  pour  le  calcul  des  parallaxes  et 
des  éclipses. 

Soit  la  fîg.  95  une  partie  de  la  fig.  93  ,  dans  laquelle  P^i^tî^fig.^ 
subsistent  les  dénominations  (i538.)  Soit  BZ  le  prolongement  du 
rayon  CB-,  C  un  astre  dont  la  position  est  donnée  par  les  Tables 
astronomiques,  comme  8*il  était  vu  du  centre  C  de  la  Terre > 
c*est-à-dire  suivant  la  direction  CC*  Mais  l'Observateur  voit  l'astre 
du  point  B  suivant  la  ligne  droite  BC«  L'angle  BCC  est  donc 
la  différence  de  la  position  observée  à  la  position  calculée,  diffé- 
rence qu'on  nomme  parallaxe.  Pour  comparer  le  calcul  avec  l'ob* 
servation ,  il  faut  corriger  l'un  ou  l'autre ,  de  la  valeur  de  la 
parallaxe.  Si  du  ra/on  CB  on  décrit  la  circonférence  MBH,  on 
peut  «upposer  que  ce  cercle  appartient  à  la  surface  de  la  Terres 
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Fifi. 95. considérée  comme  sphérique  ,  sans  que  cette  supposition  ahère  en 
aucune  manière  la  dislance  vraie  NCC  de  l'astre  au  pôle.  Mais, 
dans  cette  hypothèse  ,  Z  devient  le  zénith,  CBZ  la'ligne  verticale , 
et  BCA  la  latitude  du  point  B  de  la  Terre.  Qu'on  emploie  cette 
latitude  dans  les  calculs,  c'est-à-dire,  qu*on  retranche  de  la  la-* 
tltude  V angle  de  la  verticale  ^  et  qu'on  emploie  pour  latitude  l'angle 
au  centre  (iSSy);  ZCC  sera  alors  la  distance  vraie  au  zénith  Z,  à  la 
connaissance  de  laquelle  on  parviendra  par  le  moyen  des  élémens 
donnés  par  les  tables.  Si  donc,  par  le  moyen  ordinaire  de  la  paral- 
laxe de  hauteur,  ayant  d'abord  déduit  (iSSy)  du  rayon  particulier 
CB  la  parallaxe  horizontale,  on  réduit  l'angle  ZCC  à  Sangle  ZB(C  ; 
ce  dernier  fera  connaître  le  point  cherché,  c'est-à-dire  le  point  du 
ciel. auquel  correspond  la  position  apparente  de  l'astre  sur  la  ligne 
Se*  Ces  règles  si  faciles  n'ayant  pas  été  démontrées  avant  la 
première  édition  de  ce  Traité,  on  ne  les  observait  pas-,  souvent 
on  enseignait  et  plus  souvent  on  suivait,  au  lieu  de  ces  règles  > 
une  route  tortueuse  pour  arriver  au  but.  C'est  pour  rendre  leur 
usage  conimode  que  j*ai  calculé  avec  soin  la  table  (CC)«  Nous 
allo/is  voir  combien  ,  de  cette  manière  ,  deviennent  expëditifs  les 
calculs  des  parallaxes  et  des  éclipses» 

Il  n'est  pas  inutile  d*observet  ici  ,que  dans  le  Tom.  YI  des 
Mémoires  de  la  Société  Italienne ,  j'ai  fait  voir  que  les  occulta- 
tions d'iétoiles,  quand  elles  sont  de  courte  dur.ée,  petivent  servir 
très- avantageusement  pour  déterminer  le  rayon  particulier  de  tous 
les  lieux  d'où  elles  sont  observées ,  et  qu'il  n'y  a  pas  de  moyen 
plus  sûr  et  à-la-fois  plus  facile  de  bien  connaître  la  vraie  figure 
de  la  Terre. 

1587.  Trouver  les  parallaxes  de  longitude,  de  latitude ,  d*€iS' 
cension  droite  et  de  déclinaison^ 

Toutes  ces  pari^llaxes  dépendent  de  la  parallaxe  de  hauteur,  qui 
elle-même  dépend  d^  la  parallaxe  horizontale*  Or  ÇAstron.  de 
De  la  X^ande,  i6a4)  # 

t.      •  ray/>B  variitulier  de  la  Terre. 

sin.  par.  noriz.  =  3^ — ^^^-rr^- .  i^rr»^,   - 

'^  dist.  de  1  aatre  au  centre  de  la  Terre 

i5ff8.  De  plus ,  (Ibid.  16^8;  , 

sin.  par  haut.  ==  sin.  par.  horîz.  X  cos.  hauteur  appar. 
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iSSg,  Et,  avec  une  approximation  suflBsante  dans  tous  les  cas, 

par.  hauteur  =  par.  horiz*  x  ces.  hauteur  appar. 

i5go.  Les  deux  dernières  formules  ont  cette  imperfection ,  qu'elles 
renferment  dans  le  second  membre  la  quantité  cherchée,  puisque 
hauteur  apparente  =  hauteur  vraie  —  par.  hauteur ,  et  que  la 
bauteur  vraie  est  la  chose  connue.  Il  n'en  résulte  que  l'inconvénient 
de  faire  deux  fois  (676)  un  calcul  très-court  :  cependant  je  vais  in* 
dlquer  des  moyens  de  faire  disparaître  ce  défaut» 

1691.  Nommons  D  la  distance  vraie  de  l'asfre  au  zénith,  ou 
le  complément  de  la  hauteur  donnée  par  les  Tables,  p  la  paral- 
laxe horizontale ,  ^  celle  de  hauteur.  Par  la  méthode  (676) ,  on 
tire  de  la  formule  (i588),' 

tang.  ^  =  Ç- ^. 

^  1  SlD.p  COS.  D 

1592.  Or  cette  équation  peut  se  calculer  par  les  logarithmes  ea 
deux  manières  j  d'abord  en  faisant  (455)  , 

COS.  A  =  ^  sin.  p  COS.  D  j  puis 

.  _  sin.  p  sin.  D 

Si  on  le  préfbre,  on  substituera  dans  cette  dernière  équation  la  va« 
leur  de  sin.^  tirée  de  la  précédente  ,  et  on  aura 

tang.^  =  tang.  D  cot.*A» 

159S.  L'autre  manière  consiste  à  retourner  la  formule  (iSgi), 
comme  nous  Pavons  enseigné  (  444  )  9  ^^  sorte  qu'elle  devienne 
tang.  (  s  D  +  'Tf  )  =  ^  -rwn.p  ^  ^^^g^  ^  jy  ^  éq^|^^Q^  q^j  3^  réduit 

(II.  9')  à  celle-ci  : 

tang.  (i D  +  <^)  =  tang  •  (45^  +  1;^)  tang,  l  D. 

i594*  Mais,  pour  revenir  à  notre  but,  (1587),  soit  Z  le  zénith ng.sf; 
de  la  Terre  sphérique  (i586)  ,  P  le  pôle  de  l'écliptique  ,  T  une 
planète  vue  du  centre  de  la  Terre ,  et  qui ,  vue  de  la  surface  du 
Globe,  paraît  plus  bas,  en  S  :  TS  est  la  parallaxe  de  hauteur; 
PZ  est  la  distance  du  zénith  au  pôle  de  Técliptique  j  c'est  ce  qu'on 
appelle  la  hauteur  du  nonagésime^  c'e$t*à-dire  du  point  de  Téclip^ 
tique  qui  marque  la  longitude  du  zéoilh  de  l'observateur  :  ZPXj 


À 
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Fig.  84.  est  la  distance  vraie  de  Vasire  au  nonagésimé ,  ou  la  dilFérence 
de  longîtudç. entre  l'astre  et  le  nonagésimé;  ZPS  est  la  distance 
apparente  de  Vasire  au  nonagésimé ,  et  TPS  la  parallaxe  de 
longitude ,  de  laquelle  nous  cherchons  d'abojpd  la  valeur. 

j5q5.  Le  côté  PZ  et  Tangle  adjacent  Z  sont  communs  aux 
triangles  ZPT  ,  ZPS,  et  par  conséquent,  en  faisant  (i3i5),  A=Z, 
B  =  P,C  =  T,  on  a  sin.  jiZT  :  sin.  ^ZPT  ::  sîn.  PT 
sin.(ZT  +  âZT)  :  sîn.  PZ  sin.  ( ZPT  +  ^ZPT).  Donc  (i433), 
'^ZT  :  âZPT,  ou  TS  :  TPS  ::  sin.  PT  sîn.  ZS  :  sin.PZ  sin,  ZPS. 

Mais  sin.  ZS  =  cos.  haut,  appar.  =  ^^°^'^  Tm^' ^  i}^^\  ctPT  est 
le  complément  de  la  latitude  vraie  de  Tastre.  Donc 

,  _         •» •      ^^  «n.  haut,  nonas,  X  sin.  dist,  appar.  nonae, 

par.  long.  =  par.  noriz.  x --^ — -n : — ^222 :^. 

^  ^  r  CO8.  laL  vraie. 

1596.  Pour  apoir  la  longitude  apparente  de  Castre ,  on  a}uutc 
la  parallaxe  à  la  longitude  vraie ,  si  l'astre  est  à  l'orient  du  nona- 
gésimé ;  on  la  soustrait ,  s'il  est  à  l'occident. 

1597.  Comme  le  second  membre  renferme  la  parallaxe  cherchée, 
puisque  dist.  appar.  nonag.  s=:  dist.  vr.  nonag.  ^  par.  long. ,  il 
faudra  faire  le  calcul  par  la  méthode  (675),  ce  dont  nous  donner 
rons  un  exemple  (1614);  ou  par  la  méthode  (676),  d'où  se  déduit 
la  formule  qui  suit. 

'  1598.  Si,  au  lieu  des  parallaxes,  on  emploie  leurs  sinus,  la  for- 

-^i/rrN^  •  r^  X*  sin.  TPS  sin.  PT  \ 

mule   (ioqd)  sera  rigoureuse.   On  en  tire  -: r— : — :— s^  =^ 

^      ^    ^  o  gxn,  ^fl^.  honz.  sm.  YL 

sîn.  (  TPZ  +  TPS  )  =  sin.  TPZ  cos.  TPS  +  cos.  TPZ  sin.  TPS  j 
et,  en  divisant  par  cos.  TPS  la  première  et  la  dernière  de  ces  trois 
valeurs  égales , 

.  TPQ  — .  sin .  -par,  horiz,  sin .  PZ  sin ■  TPZ  . 

^'  ^  ^^  sin.  PT  —  sin. par.  horiz.  sinTPZ  cos.  TPZ' 

ïSgg.  En  imitant  les  transformations  (tSg^) ,  je  résous  ainsi 
celte  équation  : 

n   a    A   •—  f    y^^^'  P^^*  horiz.  sin.  PZ  cos.  TPZ 

cos.  A  —  1^  ^-^  ; 

tang.  TPS  =  tang.  TPZ  cot.*A. 

•  1600.  La  parallaxe  de  latitude  est  ^PT  ,  ou  PT  —  PS,  Pour 
la  déduire  de  la  parallaxe  horizontale,  ou  emploiera  l'analogre 
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(t335) ,  laquelle ,  en  changeant  les  lettres ,  comme  je  l'ai  fait  (iSgS) , 
devient  sin.  ^ZT  :  sin.  ^PT   :;  sin.(ZT  +  ^ZT)  :  cos.PZ 

•     /DT_l_QPT^       »in-  P2  COS.  (ZPT  +  l^ZPT)  cos. (PT+  g,PT)    „ 
Sin.(PTH-âPT) cos.i^ZPT     ' •  ^*" 

..  .  sin.  5iZT  sin.  par.  hauteur  .  ,       . 

,'observe  q^^e^  (ZT+  ^ZT)  =  co3./rauteurappar.  =  ^^°'^^^'^^^^^'> 

(i588)-,  de  plus,  que  cos.  \  ^ZPT  =  cos.  i  par.  long.^  quantité 
que  sans  scrupule  on  peut  faire  égale  à  Tunité  dans  tous  les  cas  ; 
enfin  qu'on  peut  de  mèoie  mettre  les  arcs  au  lieu  de  sin.  ^PT 
et  de  sin.  par.  horiz.  Cela  posé  >  j*ai 

par  ail.  latit.  =  par.  horiz.  (cb$.  haut,  nonag.  cos.  laU  appar.  — * 
sin.  haut,  nonag.  sin.  lat.  appar  ^  cos.(dist.  vr.  nonag.^\par.  long.)). 

1601.  Pour  ai^oir  la  latitude  apparente  de  P astre  ^  la  parallaie 
de  latitude  s'ajoute  toujours,  avec  le  signe  qu'elle  porte ,  à  la  dis- 
tance vraie  de  l'astre  au  pôle  visible  de  l'écliptiquc. 

Cretce  Tormuie  cumient  a  la  veme  Uans  le  second  membre  la  quan*. 
tité  cherchée^  néanmoins  le  calcul  en  est  facile,  comme  qn  le  verra 
dans  l'exemple  (i6i4). 

i6o2.  Si  P  est  le  pôle  de  l'équateur ,  on  écrira  dans  les  formule» 
(1595 ,  xQoo)  y  par.  ajsc.  dr.  au  lieu  de  par.  long,  y  campL  hauteur 
du  pôle  au  lieu  de  haut,  nonag. ,  angîe  horaire  au  lieu  de  distance 
'  au  nonag.  >  déclin,  au  lieu  de  lat.  -,  et  on  aura 

T  1.      •      w  ^  C08.  haut,  dupâle'X  sin.  ans,  horaire  anpar, 

par,  asc.  dr,  =par.  horiz,  x  \^.àéd.v^ ^^' 

par.  décl.  ^=:Lpar.horiz.(%\n.haut.dup6leco%.décl.appar. — cos.  hautm 
du  pâle  X  sin.  décl.  appar.  cos.  (ang.  hor.  vr.  +  ^  par.  asc.  dr.)\ 

i6o5.  Le  Calculateur  ne  doit  jamais  oublier  que  pour  tenir  compta 
de  l'ellipticité  de  la  Terre,  il  faut,  dans  toutes  les  formules  (i5d8 
et  suiv.)^  employer  la  parallaxe  horizontale  qui  convient  au  lieu 
pour  lequel  se  fait  le  calcul;  et ,  dans  les  deux  dernières ,  la  liau- 
teur  du  pôle  diminuée  de  Tangle  de  la  verticale  (i586). 

i6o4«  Trouver  la  distance  apparente  des  centres  de  deux  astres i 

Il  7  a  trois  cas  principaux  et  très-impôrtans  dans  lesquels  on 

cherche  la  distance  appparente  des  centres  de  deux  astres  ;  ou  ,  co 

qui  revient  au  mème^  dans  lesquels  on  conclut  de  la  dist^ce  ap^ 
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parente  la  distance  vraie,  c'est-à-dire  celle  qui  serait  observée  da 
centre  de  la  Terre  :  i*.  dans  les  éclipses  et  dans  les  occultations  ; 
2*.  dans  les  passages  sur  le  disque  du  soleil;  3°.  sur  mer ,  pour  en 
déduire  la  longitude  du  vaii^seau. 

Je  ne  connais  rien  de  mieux  que  la  méthode  de  De  la  Lande 
pour  le  second  cas  -,  et  celle  de  Borda  pour  le  troisième ,  quand  on 
n'a  point  les  grandes  tables  anglaises  ^  ou  celles  qui  servent  à 
la  méthode  de  Dunthorn.  Pour  le  premier  cas ,  la  voie  la  plus 
expéditive  est  certainement  celle  du  nonagésime  (si  on  veut  l'ap- 
peler ainsi),  mais  en  usant  de  la  méthode  suivante,  qui  a  obtenu 
le  prix  proposé  par  TAoadémie  de  Copienhague  (^Méthode  pour 
calculer  les  longitudes^  géographiques ,  etc.  Vérone ,  chez  Ra- 
manzini^  ï7S9)» 

i6o5.  Soit  P  le  pôle  du  Monde ,  £  celui  de  l'écliptique ,  Z  \e 
^ig-se  zénith  de  ^a  Terre  supposée  sphérique  (i586),  L  le  lieu  vrai  de 
celui  des  deux  astres  gui  gnnfTrft  la  pl"^  grati^ft  pflrAlLucA..rii»nc 
le  triangle  P£Z,  on  connaît  toujours  trois  parties  ^  savoir  PE  ou 
Vobliquitdk apparente  de  Vécliptique ^rZ  ou  le  complément  de  la 
hauteur  du  pâle  diminuée  de  l'angle  de  la  verticale  (i586) ,  et 
ZPE  qui  est  l'angle  horaire  du  pôle  de  réch'ptique»  ou  la  diffé- 
rence entre  l'ascension  droite  du  zénith  et  celle  du  pôle  de  Véclip-i 
tique.  L'ascension  droite  de  ce  pôle  est  toujours  de  ^70"*;  celle  du 
zénith  f  qu'on  nomme  V ascension  droite  du  milieu  du  Ciel ,  est 
égale  à  la  somme  de  l'ascension  droite  du  soleil  et  du  temps  vrai 
(  au  moment  pour  lequel  on  fait  le  calcul  )  réduit  en  degrés  ou 
çn  parties  de  l'équateur  >  soustraction  faite  de  36o%  lorsque  celte 
somme  est  >  SGo*".  On  cherchera  £Z^  ou  la  hauteur  du  nonagé- 
sime ;  et  P£Z ,  qui  est  la  différence  entre  la  longitude  du  zénith 
ou  du  nonagésinoee  et  celle  du  pôle  de  l'équateur ,  laquelle  est  tou« 
jours  de  go''. 

iÇo6.  Dans  le  triangle  PEZ,  connaissant  d^ux  côtés  PE,  PZ, 
et  l'angle  intçrcepté  ZPE  =  90*  +  asc.  dr.  milieu  du  Ciel ,  on 
cherchera  d'abord  la  valeur  du  côté  EZ ,  et  de  l'angle  PEZ  =  90*. 
v-«  long,  nonag* ,  au  mojren  des  formules  (1097, 1096) ,  qui  donnent, 
en  faisant  AscZ,  B«P,  C  =  E,  x%  tang. a?  =3 cos. P tang* PZ 
ff=-"  sin.  asc.  dr.  milieu  du  Ciel  cot.  haut  du  pâle  y  a\y  ;==  PE  — ;» 
es;  obliquité  -^  cr}  5\  cos.  EZ  ss  cos.  haut,  nonag.  ss  cos.  PZ  x 
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S2L1.  =  sin.  haut,  dupôle  x  ~^;  4'*«  cos.PEZ  =  sin.  long,  nonag. 

C08*  OC  \*\JO*  lA^ 

=  cot.  EZ  tang.  y  =  cot*  haut,  nonagé  tang.  j^*  Le  calcul  de  ces 
équations  devient  plus  con^mode^  si  on  change  le  signe  de  x, 
comme  je  l'ai  fait  (i449)*  ^^  Longitude  du  nonagésime  ^  donnée 
par  la  4*  9  ^ûit  se  prendre  dans  les  signes  ascendans ,  ou  dans  les 
descendans  y  suivant  que  l'ascension  droite  du  milieu  du  Ciel  se 
trouve  dans  ceux-là  ou  dans  ceux-ci.  £n  retranchant  cette  lon- 
gitude de  celle  de  Pastre  L>  on  connaît  l'angle  ZEL,  ou  (1594) 
la  distance  vraie  de  Vastre  au  nonagésime. 

.  J'avertis  qvie  quand  l'ascension  droite  du  piilieu  du  Ciel  se  trouve 
à-peu*prà9  entré  80*  et  100^ ,  ou  entre  aSo*  et  390* ,  la  difFérenc« 
entre  EZ  et^  peut  être  si  faible^  que  les  petites  erreurs  sur  ces 
quantités  se  multiplieraient  excessivement  dans  l'équation  4*  $  ce 
qui  altérerait  d'autant  PÊZ.  En  pareil  cas,  il  faut  renoncer  à  cette 
équatipn  >  et  employer  la  3* ,  (1086)  ,  laquelle,  en  faisant  A  i=  Z  j, 


B  =  E,  Ces  P,  donne  tasg.  E  =:  tang. P  x  -A-^,  ou,  en  chan- 
géant  le  signe  de  a: ,  cot.  long,  nonag.  =:  cot.  asc.  dr^  milieu  du 


Sin. 


♦> 


1 

1607.  Les  valeurs  de  EZ  et  de  ZEt  étant  déterminées,  du  à' 
tout  ce  qu'il  faut  pour  calculer  les  parallaxes  de  longitude  et!  de 
latitude  de  Pastre  L,  au  moyen  des  formules  (iSgS,  1600) ,  dans 
lesquelles  on  emploiera  pour  parallaxe  horizontale  la  di£férence  des 
parallaxes  hotissontalles  des  deux  astres;,  ce  qui  est,  non  pas  rigoù* 
r eux,  mais  adopté  éommunémènt,  et  d'une  exactitude  suffisante 
dans  tous  les  cas.  '      > 

f  , 

Ayant  ainsi  appliqué  l'effet  des  deux  parallaxes  au  seul  'astre  Xr , 
et  connaissant^  dans  cette  hypothèse,  iâ?  longitude  et 'la  latitude 
apparentes  de  cet  astre  ;  si  Ton  suppose  à- présent  que  l'aufret  astre 
sbit  S  ^  et  que  le  tfian^le  i£V  soit  ip  «mêmei  que  leitriangle  ZEL  pig  97, 
de  la  fîg.  96 ,  de  sorte  que  YL  soit  la  parallaxe  de  hauteur  ;.  on 
connaîtra,  daii^.le  triangle  ELS,  le  côté  I.E, distance  apparepte 
de  l'astre  L  au  pôle  de  l'écliptique,  le. côté  ES. distance  vraie  de 
l'astre  S  à  ce  pôle ,  et  Tangle  LES  qui  est  la,  différence  entre  la 
longitude  vraie  de  l'astre  S  et  la  longitude.  ap|)arjente  de  raslreX. 
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rig.97.Avec  ces  données,  il  reste  à  chercher  le  côté  LS  qui  est  la  dis- 
tance apparente  des  centres  des  deux  astres,  et  dont  la  détermi- 
nation est  le  but  du  problème.  Ce  côté  ,  à  cause  de  sa  petitesse,  ne 
peut  s'obtenir  avec  précision  par  la  dernière  équation  (VIII.  8*). 
Mais  prolongez  EL ,  de  sorte  qu'on  ait  E;7isr=ES,  et  conduisez  l'arc 
de  parallèle  S/72;  vous  pourrez,  sans  erreur  d'un  centième  de  seconde 
(1198)  résoudre  le  petit  triangle  L/wS  comme  rectiligne  et  rec- 
tangle en  m,  connaissant  dans  ce  triangle  Lm  =  ES  —  EL ,  et 
Sm=:ljES  sin.  ES,  (gSS).  Et  comme,  au  lieu  d'alonger  EL,  on 
pourrait  couper  ES ,  en  r ,  de  sorte  qu'on  eût  Er  =  EL ,  puis  mener 
l'arc  de  parallèle  Lr,  et  résoudre  le  triangle  LrS  j  il  sera  mieux  ^ 
en  embrassant  les  deux  cas ,  de  prendre  Sm  ss  LES  sin»  j  (  ES 
rf-EL). 

i6o8.  Pour  faciliter  les  opérations  précédentes,  je  les  réduirai 
(1613)  en  une  espèce  de  tableau.  Je  placé  à  la  fin  de  ce  Traité 
la  table  (CC)  que  j'ai  annoncée  (iSSy,  i559,  i586) ,  et  de  laquelle 
on  a  besoin  pour  ces  mômes  opérations.  Elle  est  construite  d'après 

l'hjpothèle  a  :  *  ::  i  :  fH,  (i555). 

1609.  Voici  quel  est  l'usage  de  cette  table.  Pour  avoir  la  paral- 
laxe horizontale  d'un  astre  pour  un  lieu  de  la  Terre,  on  prendra 
c)ans  la  table  le  logarithme  du  rajon  terrestre  correspondant  à  la 
latitude  de  ce  lieu,  et  on  l'ajoutera  au  logarithme  de  la  parallaxe 
horizontale  de  l'astre  sous  l'équateur. 

.  i6io.  Si  au  lieu  de  cette  parallaxe  on  avait  la  parallaxe  pour 
un  lieu  hors  de  l'équateur ,  comme  il  arrive  lorsqu'on  fait  usage 
des  Tables  de  la  Lune  de  De  la  Lande,  qui  donnent  la  parallaxe 
pour  Paris  j  alors  on  aurait  la  parallaxe  horizontale  pour  l'équa- 
temr ,  en  retranchant  du  logarithme  de  la  parallaxe  donnée  le  loga* 
rithme  du  rajon  terrestre  au  lieu  pour  lequel  elle  est  donnée. 

161 X.  Et  si  l'on  voulait  le  logarithme  du  nombre  de  toises  d'un 
rajron,  on  ajouterait  log.a,  (i556),  ou  6,5i5o345  à  celui  de  la 
table. 

i6ia.  TABZ^Jijj  ou  CALCUL  pour  trouutr  la  distance 
apparente  des  centres  de  deux  astres ,  S,  L ,  en  supposant  connues 
les  parallaxes  horizontales  équatoriales ,  et  les  longitudes  et  lati- 
tudes  vraies^  c'est-à-dire  telles  qu'on  les  aurait,  si  on  voyait  le« 


i 


DES  CENTRES  DE  DEUX  ASTRES>  ^65 

deux  ai^tres  du  centre  de  la  Terre ,  et  en  tenant  compte  de  Taber- 
ration  et  de  la  nutation.  Je  suppose  de  plus  que  la  parailaxe  hori- 
zontale de  Tastre  L  soit  plus  grande  que  celle  de  l'astre  S.  Oa 
comprendra  facilement  qu'il  est  inutile  d'indiquer  ce  que  sont  les 
arcs  Ay  B,  etc.  qui  ne  sont  ici  que  des  arcs  subsidiaires.  Mais  je 
recommande  toujours  l'observation  des  règles  des  signes  (73  ,  yS^ 
i45i). 

A  =  ascens.  dr.  O  +  temps  vrai  en  parties  de  l'équateur* 
B  =  hauteur  du  pôle  —  angle  de  la  verticale* 
tang.  C  =  cot;  B  sin.  A. 

Si  A  est  >  S6o* ,  prenez  A  —  36o*,  au  lieu  de  A» 

D  =  C  +  obliquité  apparente  de  l'écliptique» 

-»^«     t*  •         T>  Ç08.D 

COS..  F  =  sin.  B  X  7;. 

COS.  G 

sin,  G  =  tang.  D  cot.  F. 

Quand  A  est  entre  80^  et  100*,  ou  entra  a5o*et  a^o^  alors  au  lieu  d» 
cette  équation  employez  la  suivante  : 

cot.  G  =  cot.  A  X  ^î^o 

Prenez  G  ou  dans  les  signes  ascendans,  ou  dans  les  signes  dçscendans  1 4eIoK 
que  A  est  ou  dans  les  premiers  ou  dans  les  derniers* 

H  =  longitude  vraie  de  l'astre  L  —  G. 

Ajoutez  3So^  au  premier  terme  du  second  membre ,  quand  ce  premier  terma 
est  plus  petit  que  G. 

K  ==  rayon  de  la  Terre  x  (par»  horiz.  ëquat.  L*~  par.  horiz.  équat.  S)« 
M  =  K   X  "" -^^ 7; (" +?*), 

COS.  lat.  vraie  L 


N  =  K{co%.F  COS.  lut.  app.Lr^sin.F  co%.Ç3.+{in)ûn  Jat.  app.h)^ 
Longitude  apparente  de  l'astre  L  s=  longitude  vraie  +  M« 
X^atitude  apparente  de  l'astre  L  ;=  latitude  vraie  d=  N. 

Le  signe  -f-  a  lisu  si  la  latitude  yraie  est  australe ,  le  signe  — »  si  elle  eit^ 
boréale  ;  c'est  l'opposé  quand  N  est  négative. 

Q  s  loiifg.  app.  de  l'astre  L  co  long,  vraie  de  Tastre  S. 
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X  =  lat.  app.  de  Tastre  L  oo  lat.  vraie  de  Tastre  S. 
Y  =  lat,  app«  de  Tastre  L  +  lat,  vraie  de  Tastre  S. 

tang.  U  = r^ • 

T 
Distance  apparents  des  centres  =:  — ==. 

COS.  t) 

i6iS.  La  promptitude  de  la  méthode  précédente  a  ponr  causes 
principales  le  petit  nombre  et  la  simplicité  des  règles,  l'avantage 
de  ne  point  avoir  besoin  de  construire  une  figure,  et  surtout  celui 
de  pouvoir  faire  les  calculs  des  sept  premières  équations  en  négli- 
geant les  secondes,  ou  au  plus  en  tenant  compte  seulement  des 
dixaines  de  secondes ,  sans  que  Inexactitude  du  dernier  résultat  en 
soit  nullement  altérée  :  d'où  il  suit  encore  qu'on  peut  de  même 
négliger  les  secondes,  en  prenant  les  lignes  trigonométriques  con- 
tenues dans  les  équations  qui  donnent  la  valeur  de  M  et  celle  de  N» 

s. 

i6i4«  Appliquons  cette  méthode  à  la  recherche  de  la  distance 
apparente  d'Antarès  au  centre  de  la  Lune ,  au  moment  de  Vim- 
mersion  observée  à  Paris  par  De  la  Lande,  le  6  avril  1749*  J^ 
prends  les  élémens  donnés  par  lui  {Asir.  1973). 

A  =  i5'  58'  +  195**  20'  =:  21  !•  18'. 

L'angle  de  la  verticale  donné  par  la  table  (CC)  pour  la  latitude 
48*  5o'  est  1 1'  23*  I  ;  et  par  conséquent 

'^^  B  =  '43^  5o'  10*  ^  11'  ao'  t=  48«  58'  5a^ 

L'obliquité  apparente  de  l'écliptique  pour  le  commencement  d'avril 
«749 ,  s^on  mes  observations ,  {SocUtà  Ital.  Tom.  Y,  pag.  ^^^)f 
est  2:5**  a8'  aa\  Cela  posé , 

log.  cet.  B  =  9>  944^6  log.  sin.  6  =  9,  ^544 

log.  —  sin.  A  =  9, 7i56a       compK  log.  —  ces.  C  =  0,04125 

]og»—^ tangue  «=s  9>  66016  Jog.  —  cos.  D  s=  9^9999^ 

log.  cos.  F  =  9, 91659 
.  C  =sr  i55*25'  40'  I» 

4-  obliqn^  s=5    aS*  28'  aa*"  log.  —  taog.  D  =  8, 28352 

©  =  178*  54'  log.  cot.F  =  o,  1647a 

•    F  fe    54-  %V  la"  loç.  —  siû.  G  =  8^  44804 
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A  éfant  dant  les  signes  descendans  »  on  a  donc  G  =  iSi""  36'  5o\ 
La  longitude  vraie  de  la  LuAe  était  ^4^**  3i'  4^%4*  P^r  coasé-* 
quent 

H  =  245-  Sr  4o'  —  i8i*  56'  5o'  =  63«  55'  io\ 

La  latitude  vraie  de  la  Lune  était  australe  et  de  5^  4?'  ^^'>  7  î  ^^ 
la  parallaxe  horizontale  dans  l'équateur  était  de  57'  22'|  7.  Mais  dans 
ce  csispar.  horiz.  S  3=  o^  puisqu'AjQtarès  n'a  pas  de  parallaxe.  Dono 

log.  57'  aa%  7  se  5, 5369a 
(CC) log.  du  rayon  pour  Paris  :=  9, 99918 

■I     h.      I  ■     I         II  M  M 

log.  K  =  5, 536o8 
logsin.  F  =  9,75187 

log.  (K  sin.  F)  =  5,38795 
cotnpl.  log.  COS.  laU  vr.  C  =  o,  00096 

Somme  >  ou  log.  constant  =5  5^:3889x 
log.  sin.  (H  +  M  ,  estimé  64*  10')  =  9, 954^17 


log.  M  à  très-peu-près  s:  3^34^18  ss  log.ag'  iiT 

log.  constant,  porté  ci-dessus,  =  3,38891 
log.  sin.  (  H  -f-  M  =  64*  a4'  ao')  =  9, 955i6 

log.  M  =  5, 34407  =  log,  39'  i4',  a 

log.  COS.  F^  porté  ci-dessns,  =  9, 91659 
log.  K^  porté  ci-dessus  >  =  3^536o8 

log.  N ,  à  très^peiHprès  >  =  5, 45^67  sz  log.  47'  ï5*  ' 
d*où  log.  COS.  (/a/,  app.  C  :=  4"*  ^^)  =  9f  99^i 

log.  I*  partie  de  la  valeur  de  N  =  3^  4^  1^8  s  log.    47'  6V7 

log.  —  (K  sin. F) ,  porté  cî-dessns ,  :=  5, 3879 

log.  COS.  (  H  +  i  M  =  64»  10'  )  =  9, 639a 

log.  —  «in.  (/<rt.  app»  C  =  4'  56')  =  8, 904a 

log* -f*  a*  partie  de  la  valeur  de  N  3=s  1,83 1 3    s=s  ]<^.    i'  7',  fi 

Donc  N  tes         48'  i4r;'5 
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long,  appar.  €  =  245*  5i'  42%  4  +  ag'  i4*,  2  =  246'  o'  56^  5 
lat.  appar-  (C  —      5-  4/  58',  7  +  48'  i4%-5  =   4«  36'  I5^  2 

En  prenant  le  milieu  entre  le»  position»  d'Antarès ,  déterminées 
par  Bradlej  ,  Mayer  et  La  Caille,  et  réduites  an  6  avril  1749, 
et  en  tenantcorapte  de  l*aberration  et  de  la  nutatîon  ,  ce  qui  donne 
avec  exactitude  la  position  apparente  (quei'appelle  cependant  vraie, 
pour  indî<|uer  qu'elle  est  exempte  de  parallaxe)^  je  trouve  /ong.  vr. 
Antarès  =  a46**  16'  19%  a,  et  lat.  vr.  Antarès  =  4*  Sa'  icT^Saustr. 
Donc 

Q  =  246-  o'  56', 6  00  246'  ï6'  19^,2  =  i5'  22%6 
T  =  4*  56'  i5',  2  c/^  4*  52'  10',  5  =  4'  2%  7 
y  =  4«  56'  4.  4*  32'  =  9*  8' 

log.  Q  =  2, 9650  X 
lag.  COS.  Cl  Y  =  4*  54' )  =  9, 99862 

compl.  log.  T  =  7,61495 

log.  tang.  U  =  o,  57856 

eomp  log.  COS.  17  =  0,  SySid 
J'ajoute  log.  T  =  a,  585o7 

Sojtnme    2, 97825 

Ca  logdritbme  donne ,  pour  la  distance  apparente  des  centres  i 
i5'5i',2. 

161 5.  Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  exige  la  recherche  de 
trente  logarithmes.  Je  ne  connais  point  de-méthode  où  il  ne  soit 
nécessaire  d'en  chercher  un  plus  grand  nombre ,  et  avec  une  perte 
de  temps  bien  plus  considérable ,  attendu  qu'il  faut  tenir  compte 
des  dixièmes  de  seconde  dans  tout  le  calcul .  si  on  veut  obtenir 
dans  Iff  dernier  résultat  la  précision  que  j'obtiens  par  la  méthode 
que  je  viens  d'exposer.  On  observera  de  plus,  si  on  compare  cette 
méthode  à  d*autres^  qu'elle  ne  demande  pas  que  Von  connaisse 
}*ascension  droite  et  la  déclinaison  des  deux  astres»  ou  de  Tun  de» 
deux,  ni  leur  hauteur^  ni  L'angle  parallactiqiie,  ni  celui  de  position^ 
et  qu'elle  permet  de  prendre  l'ascension  droite  du  soleil  dant  des 

iÉphéqiérides  ^  au  lieu  de  la  calculer  ngoureweinent» 
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1616.  Pour  comparer  avec  l'observation  la  distance  apparente 
des  centres,  donnée  par  le  calcul  (1612),  il  faut  augmenter  le 
diamètre  de  la  Lune  en  raison  de  la  hauteur,  et  de  plus,  s'il  s'agit 
d'une  éclipse  de  Soleil,  tenir  compte  de  Raccourcissement  produit 
par  la  réfraction  sur  les  phases  mesurées  avec  le  micromètre.  Pour 
ïa  première  de  ces  corrections ,  il  suffirait  de  prendre  la  hauteur 
dç  la  Lune  au  mojen  d'un  globe  :  pour  la  seconde  ,  il  est  nécessaire 
de  connaître  l'angle  formé  par  le  cercle  vertical  av^c  la  ligne  des 
centres.  Voyons  comment,  au  mojen  des  élémens  du  calcul  (1613)^ 
nous  pourrons  trouver  une  valeur  suffisamment  approchée  soit  pour 
cet  angle  y  soit  pour  la  hauteur  de  la  Lune. 

1617.  Soit  E  le  pôle  de  Técliptique,  z  le  zénith^  V  le  lieu  vrai fî^. 97. 
de  la  Lune 5  L  son  lieu  apparent,  S  le  lieu  vrai  de  l'autre  astre j 

SL  est  la  distance  apparente  des  centres,  donnée  par  le  calcul  (i6ia).  \ 
Qu'on  prolonge  zL  jusqu'en  n\  on  aura  L7;z;;=T,  I72S=?bQ  X 
COS.  1  Y ,  (1607),  et  TTiLS  =  U ,  (i6i3). 

Cela  posé^  on  observera  que  le  triangle  zYE,  en  se  changeant 
en  zLE ,  conserve  comme  constans  le  côté  zE  et  Tangle  z.  Donc» 
en  faisant  (laaS,  I3i3),  A=z,  B  =  E,  C  =  V,  onai*.  ^EV  : 
^£  ::  sin. EV  :  tang.zLE,  en  mettant  par  approximation  zLE 
au  lieu  de  V;  2%  ^zV  :  ^E  ::  sin-EV  :  sin.zLE.  Mais  ^zV. 
z=L  paraît,  hauteur  z=i  par  al  L  horiz.  cos.  haut,  appar.,  (i58g).  En" 
introduisant  cette  valeur  dans  la  dernière  analogie,  et  ^ÊV  X 
tang,  zLE  au  lieu  de  ^E  X  sin.  EV,  d'après  la  première  »  ces 
deux  analogies  donneront 

,,      .  par, Ions, cos, Iat,vr,       M  ,   . 

tang. ang.parallact. appar*7=L^ --=  —  x  cos,  lat. vr. 

y  par,  lat.  N 

co%Mauteurapparé=i 7 — ; — 77 ^=^^rTz — • 

'^'  par,nonz.co&,ang.paraUac.app,       K^cos, ang.par,app. 

Dans  les  éclipses  de  soleil  on  peut  toujours  mettre  i  au  lieu  de 
COS.  lat.  C-  L'angle  parallactique  apparent  (zLE=mL/7)  soustrait 
de  l'angle  (tj  =  /7iLS},  ou  ajouté  à  cet  angle,  selon  les  cas,  donne 
l'angle  cherché  SL/i ,  que  fait  la  ligne  des  centres  avec  le  cercle 
vertical. 

i6i8.  Quand  on  n'a  pas  besoin  de  cet  angle ,  on  peut  déduire 
immédiatement  des  élémens  du  calcul  (  161:2)  le  diamètre  de  la 


j 
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fig.  jj..  Lune  augmeDté  en  raison  de  la  hauteur  inconnue.  En  efiFet , 
soit  A  le  diamètre  horizontal ,  A'  le  diamètre  augmenté  :  on  a 
{De  la  Lande,  i5io)  ,  A  :  A'  ::  sin.  zV  :  sin.zL.  Or  (ïo5i), 

,-        sin.zEVsin.EV      .    .^    ^j  sin.gELsin.EL   ,^  ,        _^^- 

sin.zV  = :î— ; p  et  sin.  zL  = -r-— .  Donc  sin.JsEV. 

sin.  EV  :  sin.JsEL  sin.  EL  ::  A  :  A' j  et  par  conséquent 

,  A  sin.  (H  +  M)  cos.  lat.  app.  (^ 

""  sin.  H  COS.  lat.  vr,  (^ 

1619.  Celte  formule  est  de  Gertsner.  La  valeur  qu*elle  donne  n'est 
mi  finie ,  ni  sûre,  lorsque  la  longitude  lunaire  coïncide ,  ou  à-peu- 
près,  avec  la  longitude  du  nonagésime  :  mais  alors  la  hauteur  de 
la  Lune  est  connue ,  puisqu'on  a  zY  =  E  V  ^-  Ez ,  zL  =  EL — Ez  ; 
et  la  parallaxe  de  hauteur  est  égale  à  celle  de  latitude  ;  ensorte 
qu'on  emploie  ^  au  lieu  de  cette  formule ,  la  première  analogio 

1620.  Comme  Lévêque  a  donné  des  Tables  générales  de  la 
longitude  et  de  la  hauteur  du  nonagésime  pour  tous  les  pajs  de  la 
Terre  supposée  sphérique  (  à  Paris,  chez  Laporte),  je  crois  qu'il 
n'est  pas  inutile  de  faire  voir  combien  il  est  facile  d'introduire  dans 
ces  fables  la  correction  relative  à  l'aplatissement  de  la  Terre. 

Soit  F  le  pôle  du  Monde,  £  eelui  de  l'écliptique ,  M  le  zénith 
'  pour  la  Terre  aplatie ,  Z  le  zénith  pour  la  Terre  sphérique.  Les 
tables  deXévèque  sont  construites  sut  le  triangle  PZE;  elles  ont 
pour  argumens  la  hauteur  du  pôle  ou  le  complément  de  PZ ,  et 
l'ascension  droite  du  milieu  du  Ciel  ou  du  zénith  Z*  Or  on  peut 
observer  que  Taugmentation  ZM  égale  à  l'angle  de  la  verticale 
ne  change  point  l'ascension  droite  du  zénith  ou  du  milieu  du  Ciel  ; 
,ainsi  cet  argument  reste  constant.  Le  second  argument ,  c'est-à« 
dire  PZ ,  varie  seul  ;  et  par  conséquent  si  l'on  fait  usage  de  ces 
tables  en  diminuant  de  Tangle  de  la  verticale  l'argument  de  la 
hauteur  du  pôle,  elles  donneront  la  hauteur  ME  du  nonagésime  ^ 
et  la  longitude  du  nonagésime  ou  du  zénith  M  ^  telles  qu'on  doit 
les  avoir  pour  le  sphéroïde  aplati. 

163 1.  Trout^er  la  longitude  d'un  lieu  de  la  Terre. 
Les  éclipses  de  soleil  et  les  occultations  d'étoiles  par  la  lune 
sont  les  phénomènes  les  plus  sûrs  pour  déterminer  avec  précision 
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les  longitudes  terrestres.  On  calculera  la  distance  apparente  des 
centres  (i6ia)  pour  le  moment  de  l'observation,  en  supposant  la 
longitude  telle  qu'on  Testime  à  peu-près,  et  prenant  daus  les  tables, 
d'après  cette  supposition ,  les  lieux  du  Soleil  et  de  la  Lune.  Et  si 
la  distance  calculée  ne  se  trouve  pas  égale  à  la  distance  observée, 
je  vais  démontrer  que  de  cette  erreur  du  calcul  on  peut  déduire, 
avec  autant  d'exactitude  que  de  facilité  9  la  vraie  longitude 
cherchée. 

16:2a.  Soit  E  le  pôle  de  Técliptique,  L  la  Lune,  S  le  Soleil  ouFig.97. 
Pétoile,  LS  la  distance  apparente  des  centres  donnée  par  le  calcul , 
(161:2).  Je  n'attribue  l'erreur  sur  la  distance  des  centies  qu'au  lieu 
de  la  Lune  emplojé  dans  ce  calcul  j  car  l'étoile  est  immobile  , 
et  le  Soleil  peut  se  regarder  comme  tel  si  on  emploie ,  lorsque  je 
le  prescrirai  ,  le  mouvement  relatif,  c'est-à-dire  la  différence  des 
monvemens  du  Soleil  et  de  la  Lune.  Considérant  donc  ES  comme 
constant ,  il  s'agit  de  déterminer  dans  le  triangle  LES  les  erreurs 
de  l'angle  £  et  du  côté  EL  correspondantes  à  Terreur  du  côté  LS. 
Je  procède  comme  il  a  été  dit  (687)-,  je  suppose  d'abord  que  j*ai 
de  plus  comme  constant  le  côté  EL,  et  faisant  (i3o5),  A  =  E, 
B  =  S,  C  =  L,  j'ai  âSL  :  ^E  ::  sin.EL  sin.  L  :  i.  Faisant 
ensuite  l'angle  £  constant  avec  le  côté  ES,  j'ai  (i235),  ^SL  :< 
^EL  ::  cos.  L  :  i.  En  prenant  la  somme  des  deux  valeurs  par- 
tielles que  donnent  pour  ^SL  ces  deux  analogies,  je  trouve  ^SL 
=  âE  sin.  L  sin.  EL  +  ^EL  cos.  L. 

1623.  Je  nomm#  D  la  distance  LS  des  centres  donnée  par  le 
calcul  (1612),  £  la  longitude  apparente  de  la  Lune, /sa  latitude 
apparente ,  de  sorte  que  dans  la  dernière  formule  ci-dessus  je  sub* 
stituerai  â^à^E,  et^^à^iEL;  l'angle  L  ou  ELS  est  préci- 
sèment  l'angle  U,  que  l'avant-dernière  formule  (1613)  donne  tou- 
jours aigu ,  et  dont  on  doit  employer  le  supplément  dans  l'équation 
ci-après ,  toutes  les  fois  que  la  distance  apparente  de  la  Lune  au 
pôle  de  l'écliptique  sera  moindre  que  la  distance  de  l'étoile  ou  du 
Soleil  au  même  pôle.  On  aura  âonc 

^D  =s  ^i  sin.  U  cos.  /  +  ^/  cos.  U 

1624*  Dans  cette  formule ,  on  doit  donner  le  signe  négatif  à 
^  L ,  si  le  cas  auquel  on  l'applique  précède  la  conjonction  appa*> 


/^j2  CHAP.  XXIII.   TROUVER  LA  LONGITUDE 

Fig.  97,  rente  ,  parce  qu'alors  raccroîssemcnt  de  longitude  ^£  diminne 
l'angle  LES ,  tandis  qu'il  Taugmente  -après  la  conjonction  ;.  et  ce 
second  cas  est  celui  de  la  figure.  Si  donc  au  lieu  de  ^D  on  met 
dans  cette  équation  l'erreur  donnée  par  le  calcul  sur  la  distance 
des  centres  (1621),  ^L  et  ^/seront  les  erreurs  sur  la  longitude 
et  la  latitude  apparentes  de  la  Lune  emplojées  dans  le  calcul , 
erreurs  qui  ont  donné  lieu  à  l'erreur  ^D.  Il  s'agit  de  détermineri 
par  la  connaissance  de  cette  erreur,  la  valeur  de  ^L  et  celle 
de  ^/- 

lôaS.  Si  on  suppose  exact  le  lieu  de  la  Lune  donné  par  les 
tables  y  les  erreurs  ^L  tt  ^l  dépendent  alors  uniquement  de  l'hj« 
potbèse  de  la  longitude  terrestre.  Ces  erreurs^  dans  ce  cas,  sont 
entre  elles  en  raison  des  mouvemens  horaires  vrais  de  la  Lune  en 
longitude  et  en  latitude*  Je  dis  des  mouvemens  horaires  prais  p 
parce  que  le  changement  de  Thjpothèse  n'altère  en  rien  l'angle 
horaire ,  duquel  dépendent  essentiellement  les  parallaxes.  Cela 
posé  I  si  l'on  appelle  M  le  mouvement  horaire  vrai  relatif  en  lon- 
gitude ,  m  ce  mouvement  en  latitude  ,  r  le  rapport  -^  entre  ces 

mouvement >  on  aura  M  l  m  ::  ^L  :  ^/=  -^  =  r^L.  En 
substituant  cette  valeur  de  ^/dans  l'équation  (i6a5),  on  en  tirera 

^       '"*■  sin.  U  CO8-  Z  +  r  cos,  U  * 

et  le  signe  — >•  sera  adopté  avant  la  conjonction  apparente  (i6a4)* 
Après  avoir  déterminé  par  cette  équation  l'erreur  sur  la  différence 
des  longitudes  des  deux  astres,  on  aura  par  le  moyen  du  mouve- 
ment horaire  relatif,  la  correction  en  temps  qu*il  faut  faire  à 
Phypothèse  de  la  longitude  terrestre ,  et  cette  longitude  sera  ainsi 
connue  et  détçrpiin^. 

Si  Terreur  ^D  est  de  plusieurs  minutes,  Péquation,  déduite 
des  analogies  ii^fînitésipiales,  ne  donnera  pas  exactement  la  valeur 
de  â  £  ;  mais  par  cette  valeur  on  aura  toujours  une  correction 
approchée  de  la  longitude.  Avec  cette  longitude  ainsi  corrigée ,  on 
recommencera  le  calcul  (161:1)  ;  on  aura  une  autre  erreur  ^/>f 
mais  très-petite ,  et  on  tirera  de  l'^quatioii  une  seconde  correption 
très-ezçict0  4e  la  longitude^ 
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1626.  Mais  quand  on  veut  tenir  compte  de  V erreur  qui  peut 
se  trouf^er  dans  le  lieu  de  la  Lune  donné  par  les  tables  ,  et 
déterminer  cette  erreur  ^  une  observation  ne  suffit  pas  -,  il  est 
nécessaire  d'en  avoir  trois ^  dont  une  au  moins. ait  été  faile  d'un 
lieu  duquel  on^  connaisse  la  longitude*  Dans  une  éclipse  de 
Boleil  il  est  facile  d*en  réunir  plusieurs >  ce  qui  donne  un  résultat 
mojen  d'autant  plus  sûr  qu^on  a  rassemblé  plus  d'observations. 
Je  suppose  donc  qu'on  ait  trois  observations^  et  que  deux  de  ces 
observations  aient  été  faites  sous  le  méridien  qu'on  cherche  à  dé- 
terminer. Pour  chacune  de  ces  observations^  on  aura  une  équation 
de  la  forme  (i6a3).  Rappelle  E  l'erreur  des  tables  sur  la  longitude 
de  la  Lune ,  e  l'erreur  en  latitude  >  et  j'ai  ^  pour  les  troisobser- 
vatlons , 

CN),  • .   ^D  =  E  sîn.  U  COS.  l  ^  e  cos.  U. 
(O). . .   ^Zy  =  ^£  sin.  U'  COS.  /  +  ^Z  eos.  U'- 
(P). . .-  ^Z>'  =  ^L  sin.  U'  COS.  l  +  ^l  cos.  U^ 

16:27. L'équation  (N)  est  visiblemejit  celle  qui  répond  àTobservar 
tion  faite  sous  un  méridien  connu;  puisque  dans  cette  équation  l'erreur 
^D  dépend  uniquement  des  erreurs  des  tables.  Dans  les  deux  autres 
équatioas,  chacune  des  expressions  S^Let  ^l  contient  deux  erreurs 
qu'il  faut  démêler  et  distinguer  l'une  de  l'autre,  l'erreur  des  tables^ 
et  celle  de  l'hjpothèse  pour  la  longitude  terrestre.  Ces  erreurs  sont 
les  mêmes  dans  les  deux  équations,  parce  que  l'erreur  des  tables 
ne  change  pas  dans  le  court  intervalle  entre  les  deqx  observations, 
et  parce  que  les  calculs  pour  l'une  et  pour  l'autre  sont  faits  d'après 
}a  même  h/pothèse  pour  la  longitude  terrestre.  La  quantité  cos.  / 
suppose  que  U  latitude  apparente  de  la  Lune  est  la  même  dans 
les  trois  observations  ;  ce  qui  n'est  pas  exact  :  mais  le  changement 
de  cette  latitude  ne  peut  faire  varier  sensiblement  son  cosinus.  Au 
surplus  il  sera  facile  ^  lorsqu'on  le  voudra^  d'employer  dans  chaque 
équation  la  latitude  correspondante  1 Y  ,  (1612^. 

lôaS.  Nommons  6  l'erreur  sur  la  longitude  de  la  Lune ,  prové"- 
nant  de  Vhjpothèse  :  l'erreur  que  cette  hypothèse  produira  sur  la 
latitude  deja  Lune  sera  re,  (16^5)^  et  oja  a|irjEi 

(Q)...   ^L^E  +  i.  _ 
^B)...^   ^  l  Ts^e    -f-  ru 
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D'OÙ  l'on  déduit 

(S)...  rS^L^  ^if^/"^  —  ^• 

Substituant  les  valeurs  (Q),  (R)  dans  les  équations  (O),  (P), 
et  combinant  ces  équations  avec  la  précédente  (N) ,  pour  les  ré- 
soudre toutes  trois  par  les  méthodes  ordinaires,  on  trouvera  la 
valeur  de  chacune  des  trois  inconnues,  E,  c,  $. 

1639.  Tl  sera  plus  commode  de  diviser  ^opération,  comme  Tiu* 
diquent  les  équations  suivantes  : 

*  ^  008, /8m.(U'd-U")       • 

^  ^      —  8in.(U'±U0 


4- 


JE  _  ^D  +  cos>V(r^L-^^iy 
sio.  U  008.  /  -^  r  008.  L' 

r^Z>— sin.U  cos. /(r^^L — ^t) 


sin.  U  COS.  l-^-r  cos.  U 

5*  €  z=z  gL  -^  E. 

i63o.  Les  équations  i*  et  2*  sont  tirées  des  équations  (O),  (P). 
On  emploiera  les  signes  supérieurs  lorsque  les  deux  observations 
auront  été  faites ,  comme  il  arrive  le  plus  souvent ,  Pune  avant 
et  Pautre  après  la  conjonction  apparente ,  parce  qu^alors  Terreur 
^L  doit  être  négative  (16^4)  ^^^^  Tune  ou  dans  Tautre  des  équa- 
tions (O),  (P).  Quand  on  emploiera  les  signes  inférieurs,  on  se 
souviendra  que  sin.  (U'— U')  devient  négatif  (75),  si  U'est>  U^ 

Les  équations  S*  et  4*  sont  tirées  des  équations  (N) ,  (S)  ;  la 
5*  de  Téquation  (Q). 

i63i.  Il  nous  restei.  prévenir,  relativement  aux  équations  i*.  *  •  4% 
que  lorsque  la  distance  des  centres  calculée  est  moindre  que  la 
distance  observée ,  on  doit  faire  négative  Terreur  correspondante 
^Z)  ou  ^  /y,  etc.  Il  faut  aussi  changer  le  signe  de  r,  lorsque  le  mou- 
vement m  en  latitude  ,  substitué  k  ^l ,  approche  la  Lune  du  pôle 
-de  Técliptique^  puisque  ^  EL,  expression  au  lieu  de  laquelle  (i6a5) 
nous  avons  mis'  ^/,  suppose  que  la  Lune  s'éloigne  de  ce  pôle. 
Je  rappelle  de  plus  la  règle  (i6a3)  sur  Tusage  de  Tangle  U,  ou  de 
son  supplément»  Il  est  du  reste  inutile  d'indiquer  comment  oA 


D'UN  LIEU  DE  LÀ  TERRE.  ^«5 

reconnatfra  en  quel  sens  devront  se  corriger  les  erreurs  E,  e  ^  e, 
dans  les  différentes  circonstances  >  puisque  cela  se  distingue  à  la 
seule  inspection  des  deux  dernières  équations  (i6i^),  lesquelles  » 
après  les  corrections  faites^  doivent  donner  la  distance  apparente 
des  centres  absolument  égale  à  la  distance  observée* 

i632.  Pour  donner  un  essai  de  Tapplication  de  mes  formules^ 
je  prends  les  longitude  et  latitude  apparentes  de  la  Lune  dans 
l'exemple  que  donne  De  la  hsinde  (  ^siron.  1978),  et  la  position 
d'Antarès  (i6i4)  J  et  par  les  deux  dernières  équations  (161^),  j'ai 

pour  l'immersion  d'Antarès  observée  à  Paris,  Z7  =z=  i5'  5o^^2^ 
pour  cette  immersion  observée  à  Berlin,  IX  =  i5'  5o', :i6j, 
pour  l'émersion  observée  à  Berlin ,  D'  ^z  i5'  44%  ^o* 

Ces  trois  dîsfances  sont  toutes  trop  grandes ,  et  par  conséquen( 
les  erreurs  ^D,^  D',  ^  Lf  conservent  les  signes  qu'elles  se  trouvent; 
avoir  dans  les  équations  (1629).  En  effet  ces  distances,  comparées 
avec  les  demi-diamètres  apparens  respectifs  de  la  Lune,  tels  qu'ils 
sont  déterminés  dans  \* Astronomie  de  De  la  Lande ,  et  diminués 
de  5', 5  par  l'inflexion,  donnent  ^5iZ)=i3i%5i  ^Z)' =  i!i',  56; 
^  JD'  =  6',  o.  On  a  de  plus  U  =  yS^  x6',  U'  =  59*  34';  U'=* 
58**  19'  j  /  =  4"*  56'  pour  valeur  moyenne  ,  et  log,  r  =3  ; —  8^ 7640*. 
Avec  ces  élémens,  je  trouve  par  les  formules  (16^9)^  en  adoptant 
les  signes  supérieurs  dans  la  première  et  dans  la  seconde ,  ainsi 
que  la  question  l'exige  ,  ^  Z  =  4%  04  j  ^  /  =  17'  94  j  puis  E  ssa 

8%  5o  î  tf  ;=  17',  7  j  «  =  —  4%  ^6*  Il  ®**  ^^^  ^®  ^oi^  9  ®û  examinant 
le  calcul  de  la  distance  des  centres  fait  pour  Paris  ,  en  quel  sens 
doivent  s'appliquer  les  corrections  des  erreurs  E ,  c,  pour  fair» 
disparaître  Terreur  ^D.  On  reconnaîtra  alors  que  la  longituda 
de  la  Lunei  donnée  par  les  tables,  est  trop  petite  de  8', 5;  sa 
latitude  trop  grande  de  1 7'>  7 }  et  comme  la  valeur  de  €  a  un  signe 
contraire  à  celui  de  £ ,  il  en  résulte  que  la  longitudie  de  la  Lune 
donnée  par  l'hjpotbèse  de  la  longitude  de  Berlin ,  est  trop  grande 
de  4^  ^6.  Pour  diminuer  de  cette  quantité  la  longitude  de  la  Lune  , 
on  trouve,  par  le  mojen  du  mouvement  horaire ,  qu'il  faut  aug- 
menter de  7',  7  de  temps  l'hjpothèse  de  44^  4'i  ensorte  que  Ton 
a  44'  1^*  pour  la  différence  entre  les  méridiens  des  Observaloiret 
de  Paris  et  de  Berlin ,  déduite  de  ces  observations. 
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•  i653.  Si  deux  oF)serrations  eussent  été  faites  sous  lé  méridien 
connu,  et  Ja  troisième  seulement  sous  le  méridien  qu'on  veut  dé- 
terminer, on  appliquerait  alors  aux  deux  premières  les  équations 
/  I*  et  2*,  La  I*  donnerait  la  valeur  de  £^  la  2*  celle  de  e*  On  cor- 

rigerait de  ces  erreurs  le  lieu  de  la  Lune  donné  par  les  tables  ; 
puis  on  calculerait  la  distance  des  centres  relativement  à  la  troi- 
sième observation  ;  et  l'erreur  de  l'hypothèse  pour  la  longitude 
terrestre  se  trouverait  par  le  moyen  de  Téquation  (lôaS), 

J'ai  eu  pllis  d'une  occasion  d'éprouver  ces  méthodes  pour  con* 
dure  de  plusieurs  observations  la  longitude  de  Vérone^  qui  était 
très-mal  connue  (  Socletà  lialiana ,  Tom.  V). 

1634.  Corriger  les  erreurs  auxquelles  les  observations  sont- 
sujettes ,  à  raison  de  la  différence  entre  le  parallèle  vrai  et  le 
parallèle  apparent. 

Il  j  a  trois  causes  de  différence  entre  le  parallèle  vrai  et  le  pa- 
rallèle apparent  ;  i*.  le  changement  de  déclinaison  de  l'astre  -,  a*.'  le 
changement  de  la  parallaxe  de  déclinaison;  5\  le  changement  de 
la  réfraction.  Il  est  à  propos  d'évaluer  séparément  l'erreur  qui 
provient  de  chacune  de  ces  trois  causes.  On  ne  doit  tenir  compte 
d(*s  deux  premières  que  pour  les  observations  qui  concernent  la 
Lune. 

i635.  Quand  on  observe  avec  la  lunette  parâllactîque  la  diffé* 
rence  d'ascension  droite  et  de  déclinaison  entre  la  Lune  et  une 
étoile  qui  la  suit,  on  est  obligé  de  placer  le  micromètre  de  ma* 
*'î«-99'  "'^''^  S^®  ^®  hotà  de  la  Lune  rase  le  fil.  Soit  P  le  pôle  du  Monde^ 
BC  le  fil  horaire  du  micromètre ,  FM  un  autre  fil  perpendiculaire 
au  fil  horaire-,  et  soit  LU  le  mouvement  du  bord  de  la  Lune,  qm, 
en  traversant  la  lunette,  s'approche  ou  s'éloigne  du  pôle  par  l'une  des 
trois  causes  (i634).  Comme  il  £aut  mettre  le  fil  MF  dans  la  direction 
'  LU,  le  fil  horaire  se  trouve  dans  la  position  CS  j  et  par  conséquent, 

si  AN  est  le  parallèle  de  l'étoile  ,  le  passage  de  cette  étoile,  qu^on 
aurait  dû  observer  en  B ,  s'observera  en  S.  Comme  il  est  clair  que 
la  roule  du  centre  de  la  Lune  est  parallèle  à  celle  du  bord  qui  a 
rasé  le  fil  ,  et  comme  les  observations  des  bords  de  la  Lune  se 
réduisent  toujours  à  son  centre,  supposons  maintenant  que  LU  soit 
la  ligne  suivie  par  le  centre  de  la  Lune^  et  l'angle  BPS  sera  l'erreur 
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\vx  la  différence  des  passages  observés.  Or  le  triangle  CPS  donne 

sîn.PS  :  sia.PCS  ::  sin.  CS  :  sin.CPS,  ou  ::  CS  :  CPS,  vu  la 
petitesse  de  ces  quantités.  Mais  PCS  =  MCL  est  Tangle  formé  par 
le  parallèle  apparent  avec  le  parallMe  vrai',  CS  est  la  difi'érence 
observée  de.  déclinaison,  entre  Tétoile  et  le  centre  de  la  Lune* 
Donc  on  aura  par  Péquation  suivante  la  correction ,  en  tempsj 
du  passage  observé» 
T  ^.  1        1  r  diff.  appar.  rf^c/.  X  sin.ang,  des  parallèles 

La  correction  cherchée  = ^ — e 1/    >  \i   v'^  i  '   —  • 

i5  COS.  aecl.  de  1  etoue  , 

i636.  Cette  correction  s^ajoutera  au  passage  observé  de  l'étoile, 
lorsque  la  Lune ,  plus  éloignée  du  pôle  que  l'étoile  ,  s'en  rappro- 
chera ^  ou  que  y  plus  voisine  du  pôle  que  Tétoile^  elle  s'en  éloi- 
gnera. Dans  les  autres  cas,  la  correction  se  retranchera.  Mais  si, 
au  lieu  d'une  étoile  y  on  avait  observé  une  tache  de  la  Lune ,  alors , 
dans  la  règle  présente,  il  faut  substituer  la  tache  à  l'étoile,  si  on  a 
observé  le  bord  de  la  Lune  qui  précède  cette  tache.  On  substituera 
au  contraire  la  tache  à  la  Lune ,  et  la  Lune  à  l'étoile  ^  si  on  a 

• 

observé  le  second  bord  de  la  Lune. 

1637.  L'erreur  en  déclinaison,  ou  la  différence  de  CS  à  BC, 
peut  se  négliger  dans  les  deux  premiers  cas  (i634)«  Au  surplus  oa 
a  BC  =  CS  X  COS.  PCS. 

i638.  Pour  calculer  cette  équation  y  ainsi  que  la  précédente  ^ 
il  faut  connaître  l'angle  que  forment  entre  eux  les  parallèles.  Nous 

allons  le  déterminer  relativement  à  chacune  des  trois  causes  (i 634)* 

Appelons  m  le  mouvement  diurne  de  la  Lune  en  déclinaison  , 
pris  en  minutes;  la  formule  suivante  que  donne  De  la  Lande 
{Astr.  2540)  fait  connaître  promptement^  et  avec  l'exactitude 
suffisante,  la  valeur  en  minutes  de  Vangle  des  parallèles  produit 
par  le  changement  de  la  Lune  en  déclinaison  : 

angle  des  parallèles  = , .  f^,  ^ — • 

°  '^  CO8.  aecl,  de  la  Lune 

i63g.  Cherchons  maintenant  Vangle  des  parallèles  produit  par 
le  changement  de  la  parallaxe  de  la  Lune  en  déclinaison.  Le  seul 
énoncé  de  cette  question  fait  naître  l'idée  de  di£Péreiitier.la  foFUuItf 
qui  donne  la  valeur  de  la  parallaxe  en  déclinaisoi}. 
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fîg.  100  Soit  Z  le  zénith ,  P  le  pôle ,  LU  le  parallèle  apparent  de  la  Lune; 
5oit  PA  s=r  PL;  AU  sera  par  conséquent  le  changement  de  la  pa- 
rallaxe de  déclinaison.  Si  l*on  appelle  ^ cette  parallaxe,  p'  la  paral- 
laxe horizontale  en  miinuted ,  on  a  par  la  seconde  formule  (1602) 
convertie  en  infinitésimale  ^  dz=zp'  cos,  PZ  sin.  PU  —  ;;  cos.  PU 
tin.  PZ  cos.  ZPU.  En  difiérentiant  cette  équation ,  et  observant 
qu'indépendamment  de  p  et  de  PZ ,  PL  est  encore  une  quantité 
'  constante ,  parce  qulci  Ton  ne  considère  pas  le  mouvement  de  la 
Lune  en  déclinaison;  on  a  ^^  =  ^' cos.  PU  sin.  PZ  sin.  ZPU 
^  ZPU.  Mais  ^  ZPU  =  APL ,  ^  £/  =  AU  =  AL  tang.  ALU  =: 
APL  sin.  PL  tang.  ALU  =  p'  cos.  PU  sin.  PZ  sin.  ZPU  x  APL. 
De  cette  dernière  équation^  en  écrivant  PU  au  lieu  de  PL^  on  dé«* 
duit  tang.  ALU  =/?^  cot.  PU  sin.  PZ  sin.  ZPU.  Et  par  conséquent 
on  aura  en  minutes  Tangle  des  parallèles  par  l'équation  suivante  : 

1      y  .1, 1  /        COS.  haut,  du  pôle  sin.  antr.  hor.  app,  delà  Ltino 

angle  des  parallèles  =  ;;  x cot \iec/.  oppof.  de  la  Loue ' 

f  jg.  loi     1640.  Il  nous  reste  à  chercher  Pangle  des  parallèles  produit  par 
le  changement  de  la  réfraction. 

Soit  AS  le  fil  qu'un  astre  a  parcouru^  AE ,  FS  la  quantité  do- 
la  réfraction  dans  les  deux  points  A  >  S.  Si  on  prend  FR  =  AE  9 
BS  sera  la  difiPérence  des  deux  réfractions,  et  AR  le  parallèle  que 
l'astre  aurait  suivi  >  si  l'efiFet  de  la  réfraction  eût  été  uniforme  et 
constant.  L'angle  cherché  des  parallèles  est  donc  RAS. 

i64i.  Gomme  il  suffit  de  trouver  sa  valeinr  en  minutes,  j'em- 
ploierai indifféremment  dans  cette  recherehe  les.  angles  de  varia- 
tion (i463),  ZRP,  ZSP,  ZAP,  que  je  regarderai  comme  égaux;  et 
prenant  ZB  =:  ZA ,  ce  qui  donne  BS  pour  différence  des  hauteurs 
apparentes,  je  considérerai  comme  droits  les  angles  B  et  C,  parce  que 
dans  les  cas  où  ce  problème  se  présente  à  résoudre,  ZA  et  PA  ne 
diffèrent  jamais  assez  de  90"* ,  pour  que  l'erreur  (1:10a)  puisse  èlre 
sensible. 

164a.  Je£ai8RS  =  ^r,  BS  ==  ^A,  APR=  ^P  sin.  PA  = 
cos.  décl.  =  COS.  Z>,  RAS  =  a ,  ZRP  =  ZSP  =  ZAP  =  V. 

Or  tanff  û  ~  ^*  _  RS  cos. ZSP 3,r  cos.  r  -       -. 

Ut  tang.  ^  —  Je  =   AR-CR   ~  ^Pco8.Z^-^rsi«i.f^  >    ^^  ^^"^ 

dernière  valeur  de  tang.  a  est  celle  que  donne  Lexell.  Mais  cette 
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formule  ne  me  paraît  pas  la  pins  commode,  parce  que  les  tables  des 
réfractions  ne  contiennent  pas  le  rapport  ^,  mais  te  rapport^. 

1645,  Pour  employer  ce  dernier  rapport  qui  me  semble  préfé- 
rable,  je  considère  que  si  des  angles  droits  BAZ,  RAP  je  retranche 
la  partie  commune  RAZ,  il  reste  BAR  =  PAZ  =  ^.  Or  AR  =2 

BR  ,  .T5         B\h  +  ^r    «  .  ^   «  •   AT3        SRsin.ASR 

j^3^  :  donc  AR  =  ^^/^.  Max»  on  a  aussi  AR  =    ,^.^^3 

81D.  RA;S  s)n.  a  ^  •     ^ 

Donc  ^^,^J'''  —  Sir  COS.  ?^cot.  a  +  ^^  sin.  V-,  d'où  Ton  déduit 

.  ^rsin.^cos.T^ 

tang.a=  5^^+ ^rcos.'f  ' 
1644*  £t  l'on  a  enfin,  en  négligeant  le  ferme  insensible  ^r 

COS,*^  , 

tang.  a  =  ^  X  sin.  V  cos.  K  =  |^  X  1  sîn.  !i  K. 

.r  Au  lieu  de  tang.  a ,  on  peut  sans  scrupule  mettre  sin.  a ,  et  sub- 
stituer la  valeur  que  donne  cette  formule ,  au  lieu  de  sin.  ang.  des 
^parallèles  dans  la  formule  (i635).  Mais  du  reste  il  faut  observer 
qu'en  construisant  cette  dernière  formule  ^  nous  avons  supposé  sans 
déviation  le  chemin  apparent  de  l'un  des  deux  astres ,  c'est-à-dire 
de  l'étoile  qu'il  s'agissait  de  comparer  à  la  Lune  :  or  la  réfraction 
influe  sur  le  chemin  apparent  de  l'un  et  de  l'autre  des  deux  astres*, 
d'où  il  suit  qu'on  doit  prendre  le  double  de  la  correction  donnée 
par  la  formule  (i655).  Alors  ^  et  en  faisant  la  substitution  dont 
je  viens  de  parler^  la  formule  (i635)  sera  la  même  que  celle  de 
,De  la  Lande  ÇAstr.  ^2545). 

1645.  Il  est  évident  par  la  fig.  ici  ,  qu'à  l'occident  le  change^ 
ment  de  là  réfraction  rapproche  les  astres  du  pôle ,  et  qu'à  l'orient  il 
les  en  éloigne.  On  fera  donc  usage  de  la  règle  que  nf)us  avons  donnée 
(i636)  ,  en  appliquant  à  Tastre  qui  passera  le  premier  ce  que  nous 
avons  dit  de  la  Lune ,  et  faisant  la  correction  sur  le  passage  do. 
second  astre. 


y        /i 


1646.  J'ai  dit  qu'on  doit  prendre  le  double  de  la  correction 
(i655)  ;  c'est  ce  qu'il  est  à  propos  de  démontrer  :  car  Lcxell,  suivi 
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en  cela  par  Trerablej^  le  nie  positivement  dans  les  Mémoires  de^ 

Pétersbourg  pour  1774* 

De  la  tig.  10 1  il  est  facile  de  conclure  (1645)  que  dans  lous 
les  cas  le  fil  horaire  de  la  luneite  est  toujours  entre  le  cercle  ho- 
figioa-raîre  vrai  et  le  vertical-  Cela  posé ,  soit  NQ  le  fil  horaire  de  la 
lunette  ,  P  le  pôle  ,  Z.le  zénith-,  RR'  le  fil  parcouru  parle  premier 
astre ,  MN  le  fil  parcouru  par  le  second  -,  ZS ,  CA,  deux  verticaux  ; 
SE  la  réfraction  de  l'astre  le  plus  bas,  MA  la  réfraction  de  l'autre-, 
enfin  soient  les  petits  arcs  AB,  £U  perpendiculaires  à  FU^  et  le 
petit  ar&  MF  sensiblement  perpendiculaire  à  CA  et  à  ZS. 

1647.  On  a  PSN  =  a ,  PSZ  =3^=  PMC  sensiblement,  NS 
r=  diff.  appan  décL  ,  quantité  que  je  nommerai  ^X>  *,  SE  =  r.  Je 
fais  MA*=:  /•  Par  D  j'entends  toujours  la  déclinaison ,  mais  de 
l'un  ou  de  l'autre  astre  indifféremment.  On  pourra,  si  l'on  veut, 
pour  plus  d'exactitude  ,  employer  dans  le  calcul  la  quantité  inoyenne 
entre  les  deux  déclini^isons  ^  et;  faire  la  m$me  chose  pour  Tanglo 
de  variation  ^, 

1643.  Lors  de  l'observation  du  premier  astre  en  S,  son  Heu  vrai; 
ou  dégagé  de  la  réfraction^  était  en  £•  Donc,  pour  avoir  son  passage 
vrai  par  le  cercle  horaire  vrai  PU ,  il  fallait  ajouter  à  son  passage  ap- 

„     j     ^  EU  SEsin.ESU         rs\n:F'    U- 

parent  un  intervalle  de  temps  -? 5:  =  — ? rr-  =  -p y?.  En 

^  *       10  008.  Z>  l5C08.i^  l5C08.Z/ 

nommant  T  le  temps  du  passage  observé  en  S ,  Je  moment  du 
passage  dégagé  de  la  réfraction  sera  donc  T  +  ^5  ^^^  p- 

1649*  Lorsque  le  passage  du  second  astre  a  été  observé  en  N, 
son  passage  apparent  sur  le  cercle  horaire  vrai  avait  déjà  eu  lieu 

MN 

en  M.  La  différence  en  temps,  entre  ces  deux  passages ,  e«t  "^ç^g  jy 
«  ^^  T'g-  ^^^  =1  ^â£_  X  |£  gin.  F-cos.  ^,  (r644)^  Cette  «KfiFé- 

i5co8.  D  i5  COS.  D        ^h  '  ^     ^^' 

rence  doit  se  soustraire  du  passage  observé  en  N,  pour  avoir  le  pas-^ 
sage  en  M.  Mais  lorsqu'on  a  vu  l'astre  au  point  M,  son  lieu ,  dé* 
gagé  de  la  réfraction,  était  en  A*  PP»f  H^'i'^  atteignît  le  cercle  ho- 

AB 

raire  vrai  PU,  il  s'en  fallait  donc  d'un  intervalle  de  temps  ^^^^^[^ 
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passage  observé  en  N ,  le  moment  du  vrai  passage  qu'on  anrait'dit 
observer  en  B,  sera  T  ~   -^^  x  |tP  sin.  J^  cos.  V  +  'l'^.^, 

'  13  COS. 1/        ^/i  '  .'    i5co«*D 

La  difiPéretice  d'ascepsion  droite  en  temps  ^  entre  les  deux  astres  » 
dégagée  des  effets  de  la  réfraction ,  sera  donc  T"  —  -x— '75  X 

I  ,  ,    1»)  COS.  A^ 

(Il  X  ^fl  oos.^-  0  -  r-i^.  o»  T'  -  T- 
7F^(|i  X  a  -^  «■>'•  ^  +  r  -  '');  Mai.  r  _  ?  «l  I, 

différence  ^e  réfraction  correspondante  à  la  différence  de  hauteur 
des  deux  astres;  de  sorte  que  r  -r-  /  :  FS  ::  ^r  :  ^h^  De  plus  , 
FS  =  MS  COS.  J^=  ^27  COS.  V,  parce  (^u'au  lieu  de  MS  on  peut 
sans  scrupule  mettre  NS.  La  dernière  analogie  donne  doncr^-*/. 

=  4x  X  â^  COS.  ^.  Donc  l'erreur  de  U  différence  T  — <  Tdes 

passages  observés  se  réduit  à  -1^  X  îâE:S3:£^5:^j  «é  qui  ës€ 

précisément  le  double  de  î a. formule  (i 635)  i  daps  laquelle  on  aurait 
d'abord  substitué  la  valeur  ^e  sin.  a  prise  de  la  formule  (i644)* 
La  fîg»  loâ  supppose  l'astre  à  Porient  j  le  résultat  serait  le  même 
en  supposant  Tastre  à  roccident»  '     ^,     \' 

i65o.  La  vraie  différence,  d^  déqlinàisçn  «st  BU  =:  MS  -~  BM^ 
H-  SU*  En  mettant  NS  au  lieu  de  MS ,  on  aqra ,  pour.la  correç^, 
tion  de  la  différence  observée  NS  ,  SU  -^  BM  =  SE  cos.  ES  U 

»  ,  * 

—  MA  cos.  BMA  ss  rcos.  V  r^r^  cos.  Kj  et  prenapt.ci-desst^s  U 

valeur  de  r  —  />  on  aura  ^  X  ^Z>  co8.*J^,  pour  la  comcHorh 

^^  la  différence  ohservée  de  déclinaison ,  correction  qui  dans  tôlis 
les  cas  doit  s'ajouter.  '  ^ 

i65i.  Pour  avoir  par  les  tables  de  réfraction  le  rapport  ^j  il. 

suffit  de  connaître  à-peu-prës  ^  par  le  mojen  d'un  globe  ^  la  hau^ 
teur  moyenne  entre  les  hauteurs  des  deux  astres.  En  einplojant 
cette  hauteur^  on  aura  encore  Tangle  de  variation  avec  upe  exacti* 
tnde  suffisante  par  la  formule  sin.  V^  <><>«• -W^^p^WqfcV»^. 

i65a .  Trouver  le  moment  où  le  mouvement  d'un  ustre  en  ImuteuF 

est  le  plus  rapide. 

6t. 


^^ 


^8a  CHAP.  XXIIL   DU   PLUS  GRAND   MOUVEMENT 

rig.83.  Soit  P  le  pôle,  Z  le  zénith,  RS  le  parallèle  dun  astre.  Je  fai^ 
jpR  =  PS  ;  ce  qui  suppose  que  Vastre  ne  change  point  en  décli- 
naison, parce  qu*en  effet  ce  changement,  quand  il  a  lieu,  est  infi- 
niment petit  pour  l'intervalle  d*un  instant ,  du  moins  en  compa- 
raison du  mouvement  en  hauteur.  Le  triangle  PZR,  en  se  conver- 
tissant  en  PZS  ,  conserve  donc  comme  constans  les  deux  côtés 
PZ  ,  PR-,  et  par  conséquent ,  en  appelant  Z  l!angle  PZR  ,  R  l'angle 
PRZ,  et  faisant(i3o4,  i5o5),  A=:P,  B=Z,  C  =  R,  on  a 

^ZH  =  ^P  sin.  PZ  sin.  Z  =  ^P  «in.  PR  sin.R. 

D'où  îl  suit  que  la  plus  grande  valeur  de  ^ZR  ou  le  plus  grand 
mouvement  en  hauteur  dans  l'intervalle  d*un  instant  ^P ,  a  lieu 
lorsque  sin.  Z  ou  sin.  R^  est  le  plus  grand  qu'il  soit  possible,  c'est- 
à-dire'quand  razimuth  ,  ou  l'angle  de  variation  (i4^5),  est  de  90% 

»  -  -      '   ■  ■      . 

i65S.  Ces  deux  angles  ne  peuvent  être  tous  deux  droits  en 
même  temps,  ^ si  ce*^  n'est  quai^  RS  est  Péquateur  (1013).  Alora 
ils  sont  constans  (si  la  déclinaison  ne  change  pas),  et  par  conséquent 
Je  mouvement  en  hauteur  est  uniforme. 

i654«  Si  RS  n'est  pas  l'équa^eur,  PR  seca  ou  plus  grand  ou  plu& 
petit  que  90"* *,  quant  à  PZ,  il  ne  peut  jan^ais  excéder  90% 

Supposons  d'abord  PR  <;90*j  celui-là  seul  des  deux  angles  Z,  R, 
pourra'  être  un  angle  droit ,  qui  sera  opposé  au  plus  grand  côté , 
(1095,  5\  i  iOô5)/©onc*  si  la  déclinaison  boréale  de  Tastré  est 
moindfe  que  la  hauteur  du  pôle,  le  mouvement  le  plus  rapide  en 
hauteur  aura  lieu  lorsque  l'azimuth  sera  de  90'';  et  si  la  déclinaison 
botéldv  e3t  pjus.  gr^^nde.  que  la  h^tuteur  ^u,  pôle  y  le..n^o9ieot  du. 
plifS  gr^r)^  mpuvement  en  hauteur  sera  celui  où  l'angle  de  variation 
sera  de  90^. 

1655.  Soît  maintenant  PR  >  90**.  Alors  ni  l'un  ni  l'autre  àes 
angles  Z;  R,  ne  peut  être  droit.  En  effet,  si  on  avait  2  =  90^, 
on  auuait  ces.  PH  =3=  cosc  PZ  cos.  Z,R ,  (  YL  i5*;).  Mais,  on  a  ZR 
<90Cy  pul9i]u'ifci.  l'on  considèire  l'astre  au-dessus  de  l'hpr^on  :  donc 
l'éqnalion  préoâ(fen te  donnera it  une  valeur  pocÀtiso  de  cos.^PR,} 
ce  qui  serait  absurde,  puisqu'on  suppose  P]Çl  >  90*.  Demême, . 
si  l'on  avait  R  ==^90%  on  aurait  cos.  PZ  =  cos.  PR  cos.  ZR  , 
équ.«<ipq,qui4pwi«aitj  cçflt^e  la  vérité  ,r  une  valeur  négative  de 
cos,PZ. 
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i656.  Four  déterminer  le  moment  de  la  plus  grande  Valeur  de 
sîn.Z  ou  de  sin«  R,  quand  PR  est  >'§o*î  je  prends  Téquakioa 

(VII.  9*  )  q«^  d<'ï^°«  ^^  Z  «  ria.Pasia.'ZR ^^  ^^  «ap- 
position, cos*  FR  est  négatif}  Z  serti  donc  >  go"^  et  cet  angle  sera 
d'autant  moindre ,  c'est-à-dire  d'autant  plus  proche  de  go* ,  que 
la  valeur  de  cos.  Z  donnée  par  cette  équation  sera  plus  petite.. 
Or  la  moindre  valeur  de  cos.  Z ,  pour  une  valeur  donnée  de  PZ 
et  de  PR>  a  lieu  visiblement  lorsque  cos.  ZR  ==o. 

En  raisonnant  de  même  sur  l'équation  (VU.  ii*)  qui  dans  ce 
Cas  donne  j^ositif  le  rectangle  cos»PR  cos.  ZR,  on  trouvera  que  la 
moindre  valeur  de  cos»  R  a  lieu  dau  la  même  circonstance  ,  c'est- 
à-dire  lorsque  cos.  ZR'=o* 

Donc  le  mouvement  le  plus  rapide  en  hànf enr ,  des  astres  qui 
ont  une  déclinaison  mériâioiiale ,  a  Ueu  lorsque  ZR  ssgô"*^  c'est- 
à-dire  au  lever  de  l'astre; 

1657.  déduire  la  hauteur  méridienne,  des  hauteurs  observées 
près  du  méridien. 

Soient  ZR ,  ZS  deux  distances  au  zénith  observées  peu  avant 
ou  peu  après  le  passage  de  l'astre  au  méridien.  On  demande  la 
distance  ZT. 

Le  triangle  FZS  >  converti  en  FZR ,  conserve  comme  constant 
les  côtés  PZ  »  et  FS  =  FR.  Far  conséquent  appelant  F  l'angle 
ZPS^  on  a,  en  faisant  (i5o5)  A  =  F,  BsZ^  CssS, 

«;«    iQ'JQ m\^    1  nn  w.  sin.PZsîn.PS  8in.(P  +  l^P) 

Or  ^ZS  est  la  différence  des  deux  hauteurs  observées;  ^P  est 
l'intervalle  de  temps  entre  les  deux  observations ,  compté  en  par- 
ties de  l'équateur }  F  +  3^^  ^*  ZS  +  i^  ZS  sont  l'angle  horaire 
moyen  et  la  distance  au  zénith  mojennç^  entre  l'une  et  l'autre 
observation.  On  pebt  donc  par  cette  formule  vérifier  très-exacte- 
ment  la  différence  entre  les  deux  hauteurs  observées  ^  et  réduire 
successivement  un  nombre  quelconque  d^bb&ervàtions  à  une  seule, 
en  prenant  le  milieu  entre  les  divers  résultats. 

i658.  Je  suppose  toutes  les  observations  réduites  au  point  S , 
c^est- à-dire  à  l'observation  la  plus  prochaine  du  méridien.  Fonr 


/ 
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Fig.83.  sppiiqner  à  cette  observatioa  la  formule  ci-dessus ,  il  suffit  de  fairs 
^P  s=  ZPS  ,  et  P  =  o  ;  et  on  a 

sin. KZS ~ ZT)  =  «in.» i ZPS  x  -""PZsin.PS. 
et  quand  on  a  ZPS  <  a* ,  (6a8) , 

To  yT  —  (ZP^)'  s,        BÎn.  PZ  sih.  PS 

Lb  —  1.1    —  -jgï-  X    sin.  1  (  ZS  +  ZT  )  • 

équations  qui  font  connaître  ZT>  ou  la  distance  au  zénith  ^  que 
l'on  cherche*  . 

1659.  Ces  équations  et  la  formule  (1657)  m'ont  paru  très-com- 
modes pour  conclure  ,  avec  une  grande  exactitude ,  de  plusieurs 
observations,  la  hauteur  méridienne  du  soleil  dans  les  jours  voisins 
du  solstice»  Je  prenais  ordinairement  six  hauteurs  d'un  bord  avant 
le  midi,  et  six  du  bord  opposé  après  le  midi;  ce  qui  de  plus  me 
faisait  connaître  avec  grande  précision  le  diamètre  du  Soleil  tel 
<}ue  la  lunette  le  donnait.  D*autres  observations  ou  la  marche  ré- 
glée de  la  pendule  m*apprenant  le  moment  juste  du  midi  vrai  , 
j'avais  les  angleshoraires  correspondansàchacnhe  des  observations» 
J*empfojais  enfin  dans  le  calcul  du  second  membre  des  équations 
ci-dessus, la'déclinaison  et  la  distance  au  zénith  du  bord  observé^ 
en  négligeant  les  secondes»  . 

i.66o.  Réduire  au  solstice  une  hauteur  méridienne  du  Soleil , 
ohsers^ée  dans  un  jour  voisin  du  solstice. 

Fig.Ci,  Soit  BD  un.  quart  de  Técliptique ,  BE  un  quart  de  Téquateur, 
AC  la  déclinaison  du  Soleil  observée*  On  cherche  la  différence 
de  AC  à  DE. 

Le  triangle  BAC»  rectangle  en  A,  en  se  changeant  en  "SED f 
rec^tangfe  en  F.  «  conserve  deux  angles  consfans ,  savoir  l'angle  droit 
et  l'angle  B.  On  a  donc  (i5a3)  ,  tang.  |  ^  AC  :  tang.  i  ^BC  r: 
tang.(AC-{-i^AC)  :  tang-CBC  +  i^BC;.  MaisBC+t^BC 
=  BCH-  !  CD=BD  — i  CD  zrrgoo  — iCD  =  90"'  — ^^BC-, 
donc  taiig.(BC-f-|^BÇ)  =  cof.|^BC;  donc  alors  tang.  i^AC 
=  tang.'^^BC  tâng.  (AC  -{-  t^AC).  Mais  ^AC  n'étant  que 
de  quelques  secondés ,  ou  même  encore  étant  de  quelques  minutes , 

on  peut  (6?8)  supposer  tang.  ^^  AC  st  ^4r.  Par  conséquent  ^  AC 
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=  aRMang.'iâSC  tang.  ( AC  +  i  ^AC).  Maintenant  appe- 
lons D  la  déclinaison  du  Soleil  observée;  ^D  ^^  différence  de 
cette  déclinaison  à  la  déclinaison  solstitiale  ;  et  ^Z  la  distance 
du  Soleil  au  solstice,  en  longitude  ;  et  nous  aurons  enfin  . 

^D  =  aR^  tang.'i  B^L  tang.  (i)  +  i  S^D). 

• 

Cette  formule,  où  Ton  doit  faire  \^D  négatif  dans  les  obser- 
vations postérieures  au  solstice,  sera  d'un  usage  très-exact  pour 
dix  et  même  douze  jours  avant  et  après  le  solstice  ;  et  elle  est 
très-préférable  à  la  proportion  entre  les  changemens  de  déclinaison 
et  les  quarrés  des  temps ,  proportion  dont  on  ne  peut  se  servir  que 
pour  quelques  heures. 

1661.  Ayant  trais  hauteurs  d'un  astre  ^  et  connaissant  le  temps 
où  chacun."!  de  ces  liauteurs  a  été  observée ,  trouver  Vangle  ho^ 
raire  et  la  déclinaison  de  V astre ,  et  la  hauteur  du  pôle. 

Ce  problème ,  dont  la  solution  est  assez  pénible  par  les  méthodes 
emplojées  jusqu'à  présent,  se  résout  immédiatement  par  mes  ana- 
logies différentielles  finies. 

Soient  A' ,  A' ,  A^  les  trois  hauteurs  observées ,  A'  étant  la 
plus  petite.  A*"  la  plus  grande.  SoitT  l'intervalle  de  temps,  réduit 
en  parties  de  Téquateur ,  entre  les  observations  des  deux  moindres 
hauteurs  A',  A';  T'  l'intervalle  de  temps  entre  les  observations 
des  deux  plus  grandes  A",  A*;  O*  V angle  horaire  correspon- 
dant à  la  plus  grande  hauteur  A*",  L  la  latitude  terrestre ,  D  la 
déclinaison  de  Vastre. 

1662.  En  comparant  la  i*  et  la  5*  observation  ,  la  formule 
(1657)  donne  sin.  \  (A"  — .  A^  :  sin.  KT  +  T')  ::  cos.  L  cos.  D 
sin.  (O^+iT  +  ^T')  :  COS.  i(  A""  +  A'),  et,  en  comparant 
les  observations  des  deux  plus  grandes  hauteurs,  sin.  ^  f  A*  —  A'^} 
:  sin.iT'  ::  cos.  L  cos.  D  8in.(10^+ ^  T)  :  co8.^(A"'  +  A'). 

TV  T  T\  8in.i(A*  —  A')  ro8.i(A*  -h  A') 

Donc    COS.  L  COS.  D  =  ^in.  1 ,  T  +  T- )  .in.  (G-  +  -;  T  +  ;  1-)   = 

sin.  l  {A,"       A  )  COS.  ^  (  A    +  A''  )      jut    -       •       /  o*    i-  i  T  -i-  '  TM  — 

sin.  (O^+T  l'  )  COS.  {T  +  co^.  (O"  +  ^T  )  nn.  iT.  En  substi- 
tuant cette  valeur  dans  l'ét|nation  précédente  ,  et  multipliant  cette 
équation  par  sin.  (O*  +  |  T') ,  on  en  déduit 
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^..f  fC^JU  'T'^— cot  iW       8în  KA''  — A0co8.i(A^>f-A^)  sin.lT  v  , 

€Ot.(U  rhîl  ;— COI.,  1  V8ia..(A-'^A'')co8.i(A-+A'')8in.i(T+T)  co8.iT~  V' 

équation  qui  fait  connaître  Tangle  horaire ,  puisque  O*"  est  la  seule 
quantité  inconnue. 


i663.  Maintenant  y  faisons^  pour  abréger^ 


«.    o,  rin.ifA"'  — A'')co8.i(A*'  +  A')  ,  • 

P'g  83.  —  8ln.i-r  am.(0''  +  iT^) — ^ ~ '^^  ^^^^  aurons C08, L  COS. D  =  ;w. 
Mais  COS.  L  COS.  D  =  sin.  PZ  êin.  PS  =  co«»  zs  -  co8.  PZ  cos.  PS  . 

C08.  ZPS  ' 

•^TrTT      «N  8in.  A**— sin.  L  8in.  D  t\  .      t       .      t^ 

(VIL  7*)>  î= SôTÔ* ^^  '"•  ■*^^°^  sin.  L  sm.  D  = 

sin.  A^  —  m  cos.  O*.  La  somme  et  la  différence  de  cette  écjuation 
et  de  réquation  cos.  L  côs.  D  s:  m  donneront  (IL  4%  S"*) 

COS.  (L  to  D)  =  sin.  A^  +  m  (  i  —  cos.  O^) 
COS.  (L  +  D)s=/n(i-t-  cos.  OT)  —  sin.  A^, 

ou^  (L  7%  24*)»  pour  employer  les  logarithmes  plus  commodément^ 
cos.(L  co  D)  =  sin.  A^fi  +  ^=^-2!) 

COS.  (L  4-  D)  ;ss  sin.  A*  (     ^ f^^^'*^       -—  i  j. 

Au  moyen  de  ces  deux  équations  »  on  aura  les  valeurs  absolues  de 
L  et  de  D  ^  c*e8t-à-dire  de  la  latitude  et  de  la  déclinaison.  Il  est 
rrai  qu'il  faut  savoir  d'ailleurs  quelle  est  la  phis  grande  de  ces 
deux  quantités  )  mais  il  est  bien  rare  qu'on  ne  le  sache  pas  d'avance. 

1664.  Les  équations  suivantes,  déduites  de  celles  qiie  nous  venons 
de  donner ,  par  les  méthodes  exposées  (4^1  »  A^^)»  rendent  le  calcul 
de  cette  solution  prompt  et  facile^  et  n'exigent  que  des  tables  tri« 
gonométriques  en  logarithmes. 

_  sin.j ( A''—  AQ  COS. ^{AT  +  AQ 
'^  ~  sin.  i  T 

cos.a?œ|^  ^-—^,————^,^^,^ 
tang.  ( Cy  + 1 T)  5=  ta^g.  i;  T  cot.*« 

771  = 


ain.CO*  +  iT) 
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C08.  z  =  tang.  \  Çf  cet.  y 


•  Il 
COS.  (L  00  D)  =: 


C03.  J/ 

COS.  (  L  +  D  )  s=  sin.  A""  tang.*z. 

i665.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  plus  les  intervalles  seront 
grands  entre  les  observations  successives ,  plus  on  aura  d'exacti- 
titude  dans  les  résultats  ;  car  il  est  clair  que  les  erreurs  commises 
dans  les  observations  seront  d'autant  plus  sensibles  dans  le  calcul^ 
que  les  sinus  de  :î  (  A*  —  A")  et  de  \  T'  seront  plud^  petits ,  et  que 
cot.  ^  T  sera  plus  grande. 

Cette  solution  est  analogue  à  celle  de  Bezoutv  mais  la  démons- 
tration en  est  moins  pénible  :  et  quant  au  calcul  numérique^  mes 
formules  exigent  la  recherche  de  21  logarithmes^  celles  de  Bezout 
la  recherche  de  27.  Toutes  les  solutions  qui  me  sont  connues  jus*' 
qu'à  présent  demandent  encore  plus  de  travail. 

1666.  Connaissant  la  déclinaison  et  deux  hauteurs  d'un  astre  ^ 
et  les  momens  des  observations  des  hauteurs ,  troui^er  Pangle 
horaire,  de  l'astre  et  la  hauteur  du  pôle. 

Dans  le  triangle  isoscèle  SPR  >  les  côtés  et  Sangle  vertical  étant 
connus  9  on  trouvera  la  base  RS  et  les  angles  sur  la  base.  Dans  le 
triangle  RSZ,  connaissant  les  trois  côtés ^  on  cherchera  l'un  des 
angles  adjacens  à  RS  ,  par  exemple  ZSR.  On  aura  alors  ZSP  ou 
(ZSR  —  PSR).  Enfin  dans  le  triangle  PZS,  connaissant  ZS  et  PS, 
et  l'angle  compris,  on  trouvera  PZ  et  Tangle  ZPS. 

Si  on  connaissait  la  hauteur  du  pôle ,  et  qu'on  cherchât  la  dé- . 
clinaison  de  l'astre  y  on  suivrait  la  même  méthode;  mais  on  écri- 
rait Z  au  lieu  de  R  et  de  S,  et  S  au  lieu  de  2^.  ' 

1667  Ce  problème  sert  aussi  à  déterminer  la  latitude  en  mer,  en 
observant  au  même  moment  les  hauteurs  de  deux  astres  dont  on  con<- 
naît  l'ascension  droite  et  la  déclinaison.  Si  l'on  n'observe  qu*ua 
astre,  ou  que  les  observations  soient  faites  en  des  momens  diflTé- 
rens  ,  il  faut  tenir  compte  du  chemin  parcouru  dans  l'intervalle 
par  le  bâtiment ,  et  réduire  les  hauteurs  à  un  même  instant  et  k 
un  même  zénith. 
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fig-83.  1668.  Ayant  la  hauteur  du  pâle ,  la  déclinaison  et  deux  Tiau^ 
teurs  d'un  astre  ,  et  les  momens  des  ohsen^ations  des  hauteurs  , 
iroui^er  Vangle  horaire  de  Vastre. 

La   formule  (lôSy)  donne  sin.  (ZPS  +  i  SPR)  = 

'^"-  ^  ^^\  7pf  ^-  '"p.;  ^^\t  ^^^'  C«««  foTmxA^  est  celle  de  M.  Douwes, 

sin.  3  5PR  sin.  PZ  sin.  Po  ' 

le  numérateur  se  réduisant  (II,  a4*)  à  \  cos.  ZS  —  ^  cos.  ZR,  ou  à 
la  demi-diflPérence  des  sinus  des  deux  hauteurs* 

1669.  Si  les  observations  ont  été  faites  ptès  du  méridien  ,  il 
suffit  de  connaître  la  latitude  terrestre  à  quelques  degrés  près; 
l'erreur  sur  cet  élément  influe  peu  sur  l'angle  horaire  en  pareil  cas, 
sin,  PZ  étant  toujours  beaucoup  plus  grand  que  sin.  (ZPS  -f-fSPR). 
Au  surplus^  après  avoir  déterminé  à-peu-'près  la  valeur  de  Tangle 
horaire,  on  pourra  l'employer  dans  la  solution  (VIIT.  3*)  pour  cher« 
cher  et  connaître  plus  exactement  la  latitude  ,  avec  laquelle  on 
calculera  une  seconde  fois  la  formule  précédente^  qui  alors  don- 
nera  l'angle  horaire  avec  plus  de  précision. 

On  voit  que  les  hauteurs  prises  dans  le  voisinage  du  méridien 
sont  très-propres  à  déterminer  la  latitude  terrestre  quand  la  décli- 
naison de  l'astre  est  bien  connue  ,  et  réciproquement  à  déterminer 
la  déclinaison  quand  la  latitude  est  bien  connue. 

1670.  En  répétant  les  calculs,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
on  peut  obtenir  de  cette  solution  toute  l'exactitude  à  laquelle  les 
observations  permettent  d'aspirer  :  aussi  est*elle  très-supérieure  à 
la  méthode  de  La  Caille  (Traité  de  Nai^igation  de  Bouguer) 
fondée  sur  la  variation  des  distances  au  zénith ,  proportionnelle 
aux  quarrés  des  angles  horaires.  Cette  méthode  est  sujette  à  des 
erreurs  considérables,  ainsi  que  Pa  démontré  d'Alembect  (Opusc^ 
mathém.  Tom.  IV,  pag.  SSy). 

1671.  Connaissant  trois  longitudes  et  trois  latitudes  héliocen^ 
triques  ou  sélénocentriques  d'une  tache ,  trouver  Vinclinaison  de 
Véquateur  solaire  ou  lunaire  sur  Vécliptique,  le  lieu  des  nœuds 
de  cet  équateur ,  et  la  distance  de  la  tache  au  pôle  de  rotation. 

Mes  analogies  différentielles  finies  donnent  de  ce  problème  une 
toltrtion  immédiate ,  beaucoup  plus  simple  et  plus  fs^cile  que  celles 
qu'on  en  a  trou?ées  jusqu'à  présent* 
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Soit  E  le  point  du  globe  solaire  ou  lunaire  qui  correspond  auFig.xo3, 
pôle  de  Pécliptiquej  P  le  pôle  de  rotation  de  Tastre,  T,  A,  C  les 
trois  lieux  de  la  tache  observés. 

Les  trois  distances  TE^  AEj  CE  de  la  ti^olie  au  pôle  de  Téçlip^ 
tique ,  et  les  difiFérences  de  Iqngitude^  TEA^  AJEC  ^  sont  données 
par  l'observation. 

C(n  cherche  F£^  distance  des  deux  pôles^  la  longitude  du  pôle  P 
qui  est' à  96*  de  celle  des  ndsuds^  et  la  distance  XP  =  AP  ±=:  GP 
de  la  tache  au  même  pôle>  en  la  supposant  adhérente  àiï  diâ^o 
de  l'astre ,  et  dans'  une  même  situation  pendant  l'intervalle  des 
observatioùs*  i        \^       :  /    -,       .î 

1672.  Je  décris  trois  arcs  de  grand  cercle ,  TA,  AC ,  TC  : 
j'observe  que  le  triangle  PET  converti  en  PEA:  conservé  comme 
donstans  les  côtés  PE,  PT*;  ce  qui  me  donne,  en  faisant  daiis 
ràhalôgie  Ci'295);Â=^P;'''B'i=±E,  e=faT,  '  ^    •     '  '^'>    '-'  ni^ 

— sin.  lâ  ET  :  tang  -i  â  PET  ;  :.8m.(ET+ 1^1  ET)  :  coticP JE-f;  i^  PTE). 

1675.  Mais  âET  =  EA  —  ET,  ^PET  =  TÉA'i  (ET  + 
i  ^  ET  )  :=  1  (ET  +  E  A) ,  et  PTE  +  i  ^  PTÉ =i  (PTE-j-  P  AE).  ' 
Donc ,  en  écrivant  -ET  r-^  EA,,-  pour  Êûxq  ^li^euraîtce  de  sigoo 
négatif  du  premier  sians   (75)  ,  on  a 

8in.i(ET— EA);tatig.iTEA:;8in.i(ET+EÀ)icot.i(PtÉ+PAE); 

'•'  '<  '•-  f' 

t  •  ■ 

Dans  cette  analogie  tout  est  connu  >  à  l'exception  du  dernier  t^rô^e. 
Mai$  la  ccntëidération.  du  triangle  TPË  convei:ti  en  ÇPE ,  fournira , 
de  mèmeune  analogie  qui  donnera  la  valeur  de  cot.  5(PTE+PCE)  j^ 
et  le  triangle  APE  converti  en  CPE  oonduiraK  à  une  (an^lçgie  qui  ^ 
donnera  la  valeur  de  cot.  l  (PAE+PCE).  Connaissant  par,ces  tr^is 
analogies  les  demi-sommes  des  trois  angles  de  position PTÈ ,  PA^V, 
PCE ,  pris  deux  à  deux  ^  on  en  déduira  la  valeur  de  chacuû  ae'dei 
angles.  '  '  '.'''.'.  /'-  '  • 

1674.  Maintenant,  l'un  quelconque  des  ttoîà  trîa^gftîS  <^ùe  n'ôur 
venons  de  considérer,  par  exeoiple  l6  "triangle  !^CË  cotivbûi:  èri' 
PaE,  nous  donnera  (i3Ôè)'  ''         '        ;'"      •;''"'    .    ' 

tang.  i  â  PEG  :  tang-i^  PCE  :  :  tang.(PEC-Hf  ^  PÊC)1  tàng.(PCE+i  ^  PCE^ 

69 


490  GHAP.  XXIII.    DE  LA  SITUATION 

Fîg.io30U  (l4o4)* 

faiig-iCEA:tang.KPAE— PCE)  ::  tang,(PEC4.^CEA):taDg.i(PAE+PCE). 

Le  troisième  terme  de  cette  analogie  est  le  seul  inconnn  ;  elle 
donnera  donc  la  valeur  de  l'angle  P£C>  et  par  conséquent  la 
longitude  cherchée  du  pôle  P. 

1675.  Alors  connaissant  un  côté  et  les  angles  adjacens  dans  l'un 
quelconque  des  triangles  PEC ,  PEA  ^  PET  >  connaissant  f  par 
exemple ,  dans  le  premier ,  CE ,  PEC ,  PCE ,  on  trouvera  à-la- 
fois  ^  par  l'élégante  solution  de  Neper  (IX.  4*}i  '^^  àexxx  côtés 
cherchés  PE ,  PC. 

1676.  On  n'a  que  âi  logarithmes  i  chercher  pour  résoudre  de 
cette  manière  le  problème  dont  nou3  venons  de  nous  occuper.  La 
solution  du  P.  Pezeuas^  Taoe. des  inpins pénibles  de  celles  qu'on 
a  dçnnées  jusqu'à  présent,  demande  46  recherches  dans  deux  tables. 

'^  {l'observe  de  plus  que  ma  méthode  à*  l'avantage  de  donner  dans 
le  calcul  la  plus  grande  précision,  attendu  qu'on  détermine  io}XiG$ 
Içs  inconnuf  s  pjar  les  tapgentes. 

•  t  • 

"  Ï677;  La*  soïutîbtt  qu'on  vient»  de  lire ,  premier  essai  de  mes 
études  en  astronomie ,  se  trouve  dan^  le  Tome  X  des  Mémoires 
^  'présentés  à  TAcadimie  des  Sciences  de  Paris  :  j'jr. donne  en  même 
temps  des  règles  relatives  au  cas  où  le  cercle  des  limites  se  trouve 
entre  les  longitudes  observées,  lilais  si  Kon  suit  exactement  les  règles 
des  signes >  (75,  75),  on  peut  faire  usage ^  dans  tous  les  cas,  des 
analogies  ci-dessus,  sans  qu'il  soit  besoin  nijde  jBgure  ni  d'aucune 
attention  à  la  situation  du  cercle  des  limites. 

*^  Voici  le  détail,  du  calcul  réduit  à  la  simplicité  et  à  la  généralité 
la  plus  grande.  » 

1678.  Soit  U  la  première  longitude  observée  de  la  tac^e  ,  L" 
l^jeçondç,  \r,)A  tagisiè^nc}  D',  D',  D*  Ies.tro}s  distances  respec- 
tives, au  ^^j^^ç  de,récliptiqiiei  L  là  lôngîtiicïe  cterchéè'dupÔîe  de 
réquateur*  de  î'astre;  O  l'obliquité  de  récliptiqùe  relativement  à 
,  tcet  équateur  :  D  la  distance  de  la  tache  à  ce  pôle. 
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_  »in.^(iy~iy)cot.i(L'-L^) 

**°s-  ^ tin.i(iy+ï)') 

tang.  ^ 8in.i(iy  +  D-) 

sin.  i  (D' — ir  )  cot.  i  (  L'—  L') 

tang.  X  =s  tang.  ^  (L*'  —  L')  tang.  c  cot# {a  —  i) 
m  =  Z»coL'  n  =  (^  +  c)ooa 

Si  m  est  ^  180%  on  prendra  SGo*-— m^au  lieu  de  m.  De  mêmei  si  n  est^  i8o\ 
tto  prendra  36o^—  it,  au  lien  de  n.     . 


tang.^  : 

tang.  \  D*  sîn.  ^  (m  oo  ii) 

tang.  z  : 

tang.  \  D^  COS.  y  (m  </>  «^ 

""           COS.  i(m  +  ») 

0: 

=  z  00/              /?  sa 

is  si  n  est  >  90* , 

alors 

■ 

0  = 

s  ,8o'  — (z-fjr)        l 

«4-/: 


1679.  Dans  le  Tom.  VIII  des  Mémoires  de  la  Société  Italienne i 
j'ai  soigneusement  indiqué  diverses  remarques  Importantes  ^  sans 
lesquelles  les  observations  et  les  calculs  préliminaires  conduisent 
fort  loin  de  la  vérité  dans  la  recberclie  des  élémtos  de  la  rotation 
solaire  ou  lunaire. 


4q? 


CHAPITRE   XXIV. 

■-       . .    )    i    •        i       .  j       •  > 

s 

Des  Projections^  éVd^  Planisphères  géographiques  et 

. .  astronomicfues. 


•     « 


L»      '  

A  Trigonométrie  est  d'une  grande  utilité  pour  la  construction 
des  planisphères  et  pour  toute  espèce  de  projections;  et  nous 
crojons  ne  pas  devoir  terminer  cet  Ouvrage  saps  donner  au  moins 
une  idée  de  cette  application  importante  de  la  science  dont  nous 
traitons. 

1680.  On  entend  piir  la  projection  d'un  oh]pX,  la  représentation 
ou  l'apparence  de  cet  objet  sur  le  plan'de  perspective.  Si  des  diffé*- 
rens  points  d'une  figure  on  tire  âes  Jigpes'^  su^Vftot  une  même. loi 
donnée^  sur  un  plan  donné  autre (jue  celui  dans  lequel  est  la  figure > 
les  {ibintsrde  ce  plan  donné  àukquelrabotitiront'  ces  lignes  ,  forme- 
roi^t  la  projteetion.de  la| figure,  I^es  cartes.célestes  et  géographiques  ^ 
par^  exj^xpple  ».  pe  peuvçAt  être  que,  d*es  projections ,  puisqu'elles 
opt jppu^^.iut  de  représenter  wne, surrace  sur  la  ^uVfacè 

pW^' du  papier  ^  c'èst-àrdirp  de.  réauire  \  un. seul  plan  tous  les 
points  a'iinè  surface  sphériquéV lesquels  appartiennent,  daiis  cette 
surface  >  à  une  infinité  de  plans  difiérens.        '  ^  > 

168  u  De  ces  notions  il  résulte  que  l'art  des  projections  n'est  pas 
sans  difficulté.  Il  est  d'ailleurs  impossible  de  conserver  avec  exacti- 
tude sur  une  carte  géographique  les  distances  respectives  des  pays  ^ 
et  de  donner  aux  degrés  de  longitude  et  de  latitude  les  grandeurs 
relatives  qulls  ont  sur  le  globe  :  on  ne  peut  que  se  rapprocher  plus 
ou  moins  de  la  vérité. 

iGSa,  Dans  les  anciennes  cartes  on  faisait  les  méridiens  parallèles 
entre  eux^  et  les  degrés  de  longitude  tous  égaux»  Cescartes  se  nomment 
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cartes  plates  :  elles  sopt  absolument  défectueuses ,  sî  ce  n'est  pour 
une  très-petite  étendue.  En  effet,  soit  P  le  pôle  de  la  Terre ,  EQfig.ioi 
un  arc  de  Péquateut,  de  la^  par  excmplie.  Soit  A  la  ville  de  Paris, 
D  celle  de  Dublin ,  M  celle  de  Maroc.  Je  suppose  ces  deux  der- 
nières villes  sous  le  même  méridien,  leur  différence  en  longitude 
étant  très-petite  et  peut-être  nulle  ;  car  la  longitude  de  Maroc  n*est 
pas  encore  déterminée  avec  précision.  Au  lieu  de  faire  sur  la  carte 
les  méridiens  PE,  PQ  convergens,  de  sorte  qu'ils  aillent  se  ren- 
contrer au  pôle ,  conformément  à  leur  position  sur  le  globe  et  à  la 
vérité,  si  on  les  décrit  parallèlement^  comme  FQ,  GE,  Paris  se 
trouvera  sur  la  carte  au  point  H,  Dublin  en  K,  et  Maroc  en  L« 
C'en  est  assez  pour  faire  comprendre  combieii ,  dans  les  cartes  de 
celte  espèce ,  on  peut  errer  sur  les  distances  réciproques. 

i683.  Il  est  à  propos  de  remarquer  avant  tout,  que  les  degrés 
de  longitude  diffèrent  de  grandeur  sur  le  globe ,  suivant  les  dis- 
tances au  pôle.  L'arc  de  parallèle  AR  est  (985)  du  même  nombre 
de  degrés  que  Parc  EQ  :  mais  la  longueur  de  AR  comparée  à  celle 
de  EQ ,  est  d'autant  moindre  que  AR  est  plus  voisin  du  pôle  ; 
parce  que  la  longueur  des  degrés  de  longitude  diminue  (985)  en 
proportion  du  sinus  de  leur  distance  au  pôle. 

•  #  ^  ^ 

1684*  Pour  remédier  aux  inconvéniens  et.  aux  difficultés  que 
j'ai  exposés^  et  pour  approcher  de  la  vérité  dans  la  construction 
des  cartes  géographiques  et  célestes,  on  a  eu  recours  à  différentes 
sortes  de  projections. 

La  projection  la  plus  simple  est  celle  qu*on  nomme  orthogra- . 
phiquè.  Elle  est  fondée  sur  cette  loi,  que  les  lignes  tirées  des  divers 
points  de  la  figure  dont  on  demande  la  projection  ,  doivent  tomber 
à  angle  droit  sur  le  plan  de  projection.  Pour  avoir,  par  exemple, 
la  projection  orthographique  d'une  ligne  AB  sur  un  plan  repré-Fig.ioS 
sente  par  la  ligne  PI,  on  mènera  des  différens  points  de  AB  les 
lignes  BC,  FH,  etc.  perpendiculaires  à  PI  :  la  partie  AC  de  la  ligne 
PI,  comprime  enfre  les  perpendiculaires,  sera  la  projection  de  AB, 
Quelque  distante  du  plan  de  projection  que  soit  la  ligne  AB,  les 
perpendiculaires  BE ,  FG;  etc.  donneront  de  même  sur  un  plan  NO 
.la  projection  DE  =  AC  de  la  ligne  AB.  Mais  DE  ou  AC  =  AB 
cos.  A ,  (53o),  Donc  la  projection  orthographique  d'une  ligne  est 
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égale  à  cette  ligne  multipliée  par  le  cosinus  de  son  angle  d*in^ 
clinaison  sur  le  plan  de  projection. 

i685.  Si  la  figure  dont  on  demande  la  projection  est  un  arc  do 
cercle^  et  si  le  plan  de  Tare  est  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 
tion, alors  le  sinus  est  la  projection  orthographique  de  VarCf 
pourvu  que  l'origine  de  cet  arc  soit  le  point  de  circonférence  du- 
quel part  celle  des  perpendiculaires  qui  passe  par  le  centre*  Conce- 
Fig  loGvons  que  le  demi-cercle  DFH  soit  élevé  perpendiculairement  sur 
le  plan  du  papier,  le  diamètre  DH  restant  seul  dans  ce  même  plan. 
Si  Ton  abaisse ,  de  tous  les  points  de  la  circonférence  ,  les  perpen* 
diculaires  FC  ,  lE ,  etc. ,  la  suite  des  points  auxquels  elles  abou- 
tiront sur  le  plan  du  papier ,  formera  le  diamètre  DH.  Or  si  le 
point  C  est  le  centre ,  Tare  FH  sera  de  90"* ,  et  sa  projection  CH 
Bera  égale  au  rajon ,  c'est-à-dire  au  sinus  de  go"".  De  même  CE 
t=  LI  =  sin.FI  sera  la  projection  de  l'arc  FI«  Donc,  etc. 

x6d6.  Si  le  plan  du  cercle ,  au  lieu  d'être  perpendiculaire ,  est 
incliné  au  plan  de  projection;  alors  les  ordonnées  FC,  I£,  etc. 
qui  tombent  sur  celui  des  diamètres  qui  est  dans  le  plan  de  pro«- 
jection ,  feront  toutes  avec  leurs  projections  (1684)  respectives  CG, 
£K,  etc.,  un  angle  égal  à  l'inclinaison  des  deux  plans  ,  (976).  On 

aura  donc  (1684),  cos.  incL  s=  |^  =:  -=|-,  etc.  ;  et  par  conséquent 

FC  :  CG  ::  El  :  EK  ::  etc.  Mais  une  des  propriétés  de  l'ellipse^ 
c'est  que  %es  ordonnées  sont  proportionnelles  aux  ordonnées  cor" 
respondantes  du  cercle  dont  le  diamètre  est 'égal  à  son  grand  axe« 
Donc  DGKH ,  ou  la  projection  du  demi-cercle  DFH ,  est  une 
demi-ellipse.  Mais  ce  qui  se  démontre  pour  une  moitié  se  prou- 
verait de  même  pour  l'autre  moitié.  La  projection  orthographique 
d^un  cercle  incliné  est  donc  une  ellipse. 

1687.  Quelle  que  soit  la  distance  du  cercle  au  plan  de  projection  i 
l'efiFet  sera  toujours  le  même.  Car  on  peut  toujours  concevoir  un 
autre  plan  parallèle  et  passant  par  le  centre  du  cercle,  sur  leqn^ 
plan  la  projection  sera  une  ellipse,  comme  nou9;venons  de  le  voir; 
or  la  projection  sur  ce  plan  ne  peut  différer  en  rien  de  la  projection 
sur  le  plan  donné  :  les  lignes  qui  détermineront  Tune  et  l^autre  diif* 
féreront  seulement  en  longueur* 
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i688.  Un  cercle  pu  obliquement  et  de  quelque  distance  paraît 
donc  être  une  ellipse^  parce  que  les  objets  inclinés  et  éloignés  se 
représentent  à  nos  jeux  suivant  la  projection  orthographique  ; 
c'est-à-dire  comme  s'ils  étaient  dans  un  plan  perpendiculaire  aux 
rayons  visuels»  La  ligne  BC  vue  obliquement  d'un  point  O  ^  à  unepîg  107 
distance  telle  que  l'angle  O  puisse  se  considérer  comme  infiniment 
petite  paraîtra  de  la  grandeur  de  AB  =  BC  cos.  ABC  =:  BC  sin.  C. 
La  première  de  ces  deux  valeurs  de  AB  est  celle  déjà  trouvée  (1684)» 
La  seconde  fait  voir  que  la  grandeur  apparente  d'un  objet  incliné 
diminue  proportionnellement  au  sinus  de  l'inclinaison  de  cet  objet 
au  rajon  visuel.  Si  donc  on  suppose  que  DGH  soit  la  projection  Fig.io8 
orthographique  d'un  demi-cercle  DFH  vu  obliquement,  toutes  les 
ordonnées  CF,  £1  paraîtront  diminuées  dans  la  proportion  que 
nous  venons  dlndiquer.  Ce  rapport  constant  démontre  encore  que 
là  projection  d'un  cercle  incliné  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe 
DH  est  égal  au  diamètre  du  cercle ,  et  dont  le  petit  axe  est  moindre 
que  ce  diamètre  suivant  le  rapport  inverse  du  sinus  total  au  sinus 
de  l'angle  d'inclinaison  du  cercle  sur  le  rajon  visuel. 

i68g.  Tels  sont  les  élémens  de  la  projection  orthographique  i 
projection  peu  en  usage  pour  les  caries  géographiques ,  parce  qu'elle 
donne  lieu  nécessairement  à  des  erreurs  très-graves,  lorsque  les 
cartes  ont  de  l'étendue.  La  di£Pérence  d'un  petit  arc  FI  à  sa  pro-Fig.ioO 
)ection  CE  est  peu  importante ,  et  dès-lors  la  distance  FI  de  deux 
villes  F  ,  I  sur  le  globe  terrestre,  peut  sans  une  erreur  sensible  êtro 
représentée  sur  la  carte  par  la  distance  CE.  Mais  plus  le  point  I 
se  rapprocherait  du  point  H,  plus  les  accroissemens  de  l'arc  FI 
surpasseraient  les  accroissemens  correspondans  de  CE,  et  les  erreurs 
sur  les  distances  respectives  des  lieux  en  deviendraient  d'autant  plus 
considérables.  Supposons  IH  =  6o*  =  2  FI  :  alors  CE  ou  LI  =s 
sin.  Zo""  =  I  CH.  Donc  CE  =  EH;  et  par  conséquent  les  distances 
IH ,  FI,  dont  la  première  est  double  de  la  seconde  sur  le  globe, 
seront  représentées  sur  la  carte  par  des  lignes  égales. 

1690.  Quelque  grave  que  soit  cet  inconvénient  »  les  Astronomes 
se  servent  utilement  de  la  projection  orthographique  pour  repré- 
senter et  prédire  les  circonstances  des  éclipses^  parce  que  dans  ce 
cas  il  ne  s'agit  pas  des  distances  respectives  des  lieux  ^  mais  seule- 
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ment  de  décrire  sur  une  carte  géographique  les  courbes  et  les  zones 
qui  comprennent  à-peu-près  soit  les  contrées  qui  seront  plongées 
dans  l'ombre ,  soit  les  lieux  d'où  l'on  pourra  voir  ou  les  mêmes 
phases ,  ou  des  phases  différentes  entre  elles.  Les  principes  de  ces 
opérations  astronomiques  n'appartiennent  point  à  ce  Traité  :  on  les 
trouvera  exposés  avec  tous  les  détails ,  toute  la  clarté  qu'on  peut 
désirer ,  dans  le  Livre  X  de  l'Astronomie  de  De  la  Lande. 

1691.  La  projection  la  plus  commode  pour  les  cartes  qui  em- 
brassent une  grande  partie  du  globe  ^  et  surtout  pour  les  mappe- 
mondes  ^  celle  qui  défigure  le  moins  la  forme  naturelle  des  conti- 
ziens^  c'est  la  projection  stéréographique.  Dans  la  projection  or- 
thographique ,  la  surface  d'une  demi-sphère  ^  par  exemple ,  est 
représentée  sur  le  plan  du  grand  cercle  qui  lui  sert  de  base^  et 
auquel  tous  les  rajons  visuels  sont  censés  être  perpendiculaires  , 
parce  qu'on  suppose  Tœil  à  une  distance  infinie  de  ce  plan  :  dans 
la  projection  stéréographique,  la  même  surface  est  représentée  sur 
le  plan  du  même  cercle^  mais  en  supposant  Toeil  au  pôle  de  ce 
cercle  ;  ensorte  qu'un  seul  rajon  visuel  j  celui  qui  passe  par  lo 
centre^  est  perpendiculaire  au  cercle. 

yj  169a.  Si  BFD  représente  l'hémisphère  dont  on  veut  avoir  Id 

projection ,  le  diamètre  BD  représentera  le  plan  de  projection ,  et 
l'œil  sera  supposé  au  point  Q>  en  supposant  le  rayon  CQ  per- 
pendiculaire à  BD  et  le  centre  du  globe  au  point  C.  La  projection 
de  chaque  point  de  la  surface  de  l'hémisphère  BFD  sera  sur  le 
point  respectif  du  plan  BCD  >  par  lequel  passe  le  rajon  visuel 
partant  du  point  Q  et  terminé  à  la  surface  de  l'hémisphère.  Par 
exemple^  le  point  S  est  la  projection  du  point  H^  le  point  T  celle  du 
point  U,  la  ligne  ST  celle  de  l'arc  HU  ,  et  ainsi  de  suite.  Prenons 
l'origine  des  arcs  au  point  F  dont  la  projection  est  au  centre^  comme 
CT  =  tang.  CQT  =  tang- 1 FU ,  il  s'ensuit  que  la  projection 
stéréographique  d'un  arc  commençant  au  point  dont  la  projection 
est  au  centre,  est  égale  à  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  arc. 

iGqS.  La  plus  belle  propriété  de  la  projection  stéréographique 
est  de  représenter  par  des  cercles  tous  les  cercles  de  la  sphère  , 
grands  ou  petits ,  à  l'exception  de  ceux  dans  le  plan  desquels  l'œil 
»e  trouve  (1696,  1706^  etc.)*  Par  exemple jj  le  cercle  qui  «  pour 
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diamètre  la  corde  VH,,  a  pour  projection  un  cercle  dont  ST  est 
le  diamètre.  Pour  bien  comprendre  cette  assertion ,  il  faut  d*abord 
considérer  que  les  rajons  visuels  qui  vont  du  point  Q  à  chaque 
point  du  cercle  ayant  pour  diamètre  la  corde  UH^  forment  un  cône 
que  coupe  le  plan  BCD  de  projection.  Cela  posé^  il  s'agit  de  prou- 
ver que  la  section  représentée  par  ST  est  un  cercle» 

Or  l'angle  QST  =  iDQ  +  ^BH=:iBQ4-îBH=:iQH=s 
QUH.  Donc  les  triangles  QST ,  QUH ,  qui  ont  Pangle  Q  com- 
mun^ sont  semblables»  Mais  QUH  est  le  triangle  par  Taxe  du  cône 
ajant  pour  base  le  cercle  auquel  appartient  la  droite  UH  comme 
diamètre  :  donc  aussi  la  base  du  cône  dont  le  triangle  par  l'axe 
est  QST ,  doit  être  circulaire  ;  puisque  ces  deux  cônes  sont  sem- 
blables^ ajant  leurs  dimensions  homologues  proportionnelles ^  ou, 
ce  qui  revient  au  mena»,  leurs  triangles  par  Taxe  étant  semblables 
entre  eux. 

1694.  Si>Q  est  Pun  des  pôles  de  la  Terre  >  le  plan  de  protection 
BCD  sera  Péquateur,  Alors  les  projections  des  parallèles  sont  des 
cercles  concentriques ,  celles  des  méridiens  sont  des  lignes  droites* 

£n  effets  i*.  que  Ton  prenne  FG  â=s  FU;  la  projection  du  parais 
lèle  qui  passe  par  les  points  G^  .U  sera ,  comme  nous  venons  de 
le  voir,  un  cercle  décrit  du  centre  C  et  d'un  rayon  CT  =  CE, 
De  même  la  projection  du  parallèle  qui  passe  par  les  points  K,  H, 
en  supposant  FK  =  FH  s  sera  un  cercle  qui  aura  CS  pour  Tiyon 
et  C  pour  centre.  On  voit  que  le  point  C,  projection  du  pôle  F, 
est  le  eentre  de  tous  les  cercles  qui  sont  les  projections  des  parai*- 
lèles  de  réquateur# 

i6g5.  Four  décrire  un  parallèle  sur  le  plan  de  projection ,  on 
prendra  donc  pour  rajon  (1692)  la  tangente  de  la  demi-di$tance 
du  parallèle  au  pôle  :  ou  pour  décrire  graphiquement  les  parallèles  de 
degré  en  degré,  ou  de  cinq  en  cinq  degrés,  etc.,  on  divisera  îe  quart 
de  cercle  BF  en  go  parties,  ou  en  18  parties,  etc.;  par  chaque 
'division  on  mènera  une  droite  au  point  Q ,  et  les  intersections 
de  ces  lignes  sur  BD  donneront  les  points  T,  Sj.etc,  et  p^r 
conséquent  les  rayons  CT,  CS,  etc., des  projections  respectives 
des  parallèles. 

^696.  a*.  J'ai  dit  (1694)  que  les  projections  des  méridiens  soQt 

6$ 
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fig.io9des  lignes  droites.  En  eflFet,  puisqu'on  suppose  l'œil  à  l'un  des 
pôles  ^  il  est  dans  le  plan  de  tout  méridien  ,  le  pôle  étant  un  point 
commun  à  tous  les  méridiens.  L'œil  ne  peut  donc  appercevoir  la 
courbure  de  ces  cercles. 

1697.  Pour  décrire  les  projections  des  méridiens,  que  Ton  con- 
sidère BFDQB  comme  représentant  Péquateur  ou  le  plan  de  pro- 
jection. Chacun  des  diamètres  de  ce  cercle  dont  le  centre  G  est 
la  projection  de  Tun  des  pôles  ^  sera  la  projection  de  l'un  des 
méridiens. 

ï6g8.  Les  méridiens  et  les  parallèles  décrits,  plus  de  difHculté 
pour  placer  les  villes  ou  les  étoiles^  sur  un  planisphère  terrestre  ou 
céleste,  selon  leurs  longitudes  et  latitudes  respectives. 

C'est  de  cette  projection  polaire  que  Ptolomée  a  fait  usage  pour 
la  construction  de  son  Astrolabe ,  et  Robert  de  Yaugondj  pour 
certaines  cartes  de  la  Russie.  Elle  est  adoptée  dans  les  planisphères 
célestes  plus  que  dans  les  planisphères  terrestres-,  on  s'en  sert  sur- 
tout pour  les  cartes  qui  renferment  la  moitié  du  Ciel. 

1699,  Mais  cherchons  d'une  manière  générale  la  protection  sté- 
réographique  d'un  grand  cercle,  en  démontrant  le  théorème  sui- 
vant,  donné  pour  la  première  fois  dans  la  précédente  édition  de 
ce  Traité. 

t 

Dans  la  projection  stéréo^rapJiique  de  la  sphère ,  tout  grand 
cercle  a  pour  rayon  de  projection  la  sécante  de  son  inclinaison 
sur  le  plan  de  projection. 

Représentons  le  plan  de  projection  par  la  droite  BD  j  et  soit  RU 
le  diamètre  du  grand  cercle ,  de  la  projection  duquel  on  cherche 
le  rajon.  L'inclinaison  de  ce  cercle  sur  le  plan  de  projection  sera 
BCÙ ,  et  le  diamètre  de  ce  même  cercle  dans  le  même  plan  sera 
PT.  Maïs  PT  =  CT  +  CP  =  tang  CQT  +  tang.  CQP  = 

tang.  iFU+tang.  ^FR  ==  tang.  \  FU+cot.  iFU=  ^j^,  (T-oO. 

©ode  I*  PT  =  coséc.  FU  =  séc.  BU  j  ce  que  Vivais  à  démontrer» 

1700.  Ainsi,  pour  décrire  Técliptique ',  par  exemple,  dans  la 
projection  polaire,  soit  BFDQB  l'équateur  ou  le  plan  de  projec- 
tion ,  et  soieiit  Q,  F  les  points  marqués  o*  et  x6o*,  c'est-à-dire 
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c^ut  OU  récliptique  doit  couper  l'équateur.  Si  on  prend  pour  centre 
chacun  de  ces  points  successivement^  et  pour  rayon  la»  sécante  de 
l'obliquité^  il  sera  facile  de  trouver  le  point  m^  qui  est  le  centre 
de  l'écliptique  qu!il  s'agit  de  décrire» 

1701.  'On  raisonnera  de  la  même  manière  >  lorsqu^on  voudra 
tracer  sur  un  planisphère  céleste  la  projection  de  Thorizon  d'un 
lieu  quelconque  de  la  Terre.  Soient,  par  exemple ,  RU  le  diamètre 
de  cet  horizon^  Q  et  F  les  pôles  de  Téquatisur,  BFDQB  le  méri- 
dien du  lieu  dont  il  s'agit;  QR  ou  FU  sera  là  hauteur  du  pôle 
ou  la  latitude  de  ce  lieu.  Le  rajon  du  cercle  destiné  à  représenter 
l'horizon,  sera  donc  la  cosécante  de  la  latituidé.  Ce  cercle.se  fait 
ordinairement  en  carton,  et  serf  à  déterminer  sur  les  planisphères 
mobiles  le  lever  et  le  coucher  des  astres. 

1703*  La  projection  polaire,  dont  nous  venons  de  donner  une 
idée ,  est  de  toutes  la  plus  facile.  Mais  la  plus  usitée ,  surtout  pour 
les  mappemondes,  est  celle  qui  suppose  l'œil  dans  Téquateur ,  au 
point  de  370"*  si  l'on  veut  décrire  notre  hémisphère  ;  et  au  point 
de  90*,  s'il  est  question  de  décrire  l'hémisphère  opposé. 

1703.  Dans  cette  projection ,  que  je  nommerai  équaiorîàle  y  les 
méridiens  sont  des  cercles  ainsi  que  les  parallèles,  et  leurs  rajons 
sur  le  plan  de  projection  se  déterminent  comme  il  suit. 

Soit  BFDQB  l'équateur  ,  D  le  point  duquel  on  commence  à 
compter  les  longitudes  terrestres ,  Q  le  point  de  90^  où  l'on  suppose 
l'œil  placé ,  et  UR  le  diamètre  d'un  méridien  dont  la  longitude^' 
est  DR,  et  dont  on  cherche  la  projection  sur  le  plan  représenté' 
par  la  ligne  BD ,  qui  dans  ce  cas  est  le  p)at>  du  premier  iiiéâdien. 
On  a DR=BU  :  donc  (1699) >  dans taprojeclionéquaioriale,  le 
rayon  d'un  méridien  est  égal  à  la  sécante  de  la  longitude  de  ce 
méridien. 

Tout  méridien  passant  par  les  pôles ,  il  sera  toujours  facile  dé 
trouver  sur  la  carte,  de  la  manière  indiquée  (1700),  le  centre 
d'un  méridien  quelconque. 

1704*  Four  trouver  la  projection  des  parallèles;  soit  représenté 
ptir  la  ligne  QF  le  plan  de  l'équateur,  l'œil  étant  toujours  supposé 
au  point  Q,  à  90*  de  longitude.  Le  plan  de  projection  BCD  ser4 
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Fig.  109 encore  le  premier  méridien;  mais  dans  la  supposition  acfudlle^ 
B ,  D  seront  les  pôles  de  la  Terre*  Les  diamètres  des  parallèles 
seront  des  lignes  telles  que  GR>  perpendiculaires  à  BD.  Or  la 
projection  stéréographique  de  GR  est  PE=:  CP— CE  =  tang.iFR 
—  tang.  i  FG.  Mais  FR  =  180^  —  QR  =  i8o-  —  FG,  et  FG 
est  la  latitude  du  parallèle  dont  GR  est  le  diamètre.  DoncPE=s 
cot,  5  /a/,  —tang.  î  lat.  =  acot.  lat.  ,  (I.  38* ).  Ainsi  ,  dans  la 
projection  équaioriale ,  le  rayon  d^un  -parallèle  est  égal  à  la 
cotangente  de  la  latitude  de  ce  parallèle. 

Cette  règle  jointe  à  la  précédente  dispense  les  Géograpbes  de 
tout  calcul.  L'une  et  l'autre  sont  plus  simples  que  celles  qu'on  avait 
données  jusqu'à  la  première  édition  de  ce  Traité. 

Il  j  a  toujours  sur  la  circonférence  du  premier  méridien  deux 
points  par  lesquels  passe  un  parallèle  quelconque  :  de  sorte  que 
connaissant  le  rayon  d'un  parallèle  ^  il  sera  toujours  facile  d'oeil 
déterminer  le  centre  sur  le  plan  de  projection. 

1705.  Si  on  veut  tracer  sur  une  mappemonde  la  projection  d'un  ho-^ 
rizon^il  suffit  de  déterminer  l'inclinaison  de  cet  horizon  sur  le  premiei 
2r;g.„^  méridien,  C*699)*  Or  soitP  le  pôle,  PH  son  élévation  sur  l'horizon 
proposé  MH  ,  PM  le  premier  méridien  ,  et  par  conséquent  l'angle 
P  la  longitude  du  lieu  dont  on  veut  projeter  l'horizon  :  l'angle  M 
sera  l'inclinaison  cherchée.  Or  dans  le  triangle  PMH  (rectangle 
en  H,  on  a  (VL  la*) ,  cos.  M  =  sin.  P  cos.  PH,  ou  cos.  incl.  =3 
sin.  long.  cos.  lat.  =  3  sin.  ( long.  +  lat.  )  -f-  j  sin.  ( long.  —  /a/.)  ^ 
(IL  i5*).  Nous  verrons  (1709)  un  exemple  de  cette  projection» 

.  1706.  Pour  &ire  voir  combien  les  règles  précédentes  sont  com« 
r  111™^^^^  ^^^*  '^^  applications;  soit  AFR  le  premier  méridien  vu  da 
point  marqué  370*  sur  la  circonférence  de  l'équateur,  et  TCN  ce 
même  premier  méridien  vu  du  point  diamétralement  opposé ,  c'est* 
à^dire  du  point  marqué  go""  sur  la  circonférence  de  l'équateur  : 
et  soit  proposé  de  tracer  et  de  représenter  les  deux  hémisphères  sut 
les  cercles  AFR ,  TCN.  Que  par  le  point  de  contact  de  ces  deux 
cercles ,  oti  mène  la  droite  mn  formée  de  leurs  diamètres  j  que 
l'on  conçoive  que  cette  ligne  soit  la  projection  de  l'équaleur;  fa* 
quelle  doit  être  une  ligne  droite ,  puisque  l'œil  ne  peut  voir  la 
courbure  de  ce  cercle  dans  le  plan  duquel  naus  le  supposons  pl^év 
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Menons  ensuite  les  deux  dianoiètres  AR  ^  TN ,  perpendiculairea  à 
mn]  ils  seront  les  projections  des  méridiens  de  go"*  et  de  2jo*,  et 
leurs  extrémités  seront  les  pôles  de  la  Terre.  Si  A  est  le  pôle  arc- 
tique ,  T  sera  le  même  pôle.  Le  pôle  antarctique  sera  au  point  R 
ou  N . 

1707.  Cela  posé  ,  pour  placer  convenablement  les  différens  pays 
sur  la  mappemonde^  il  faut  tracer  les  cercles  de  longitude  et  de 
latitude.  Veut-on,  par  exemple,  décrire  le  méridien  de  5o*?  le 
rajon  de  ce  cercle  est  (1705)  la  sécante  de  Bo"* ,  qui  dans  les  tables 
est  de  1,5557  *  j^  suppose  que  le  diamètre  AR  de  la  projection  sôit 
de  400  parties  sur  une  échelle  de  parties  égales  ;  il  faut  (69)  multi-' 
plier  par  200  les  lignes  trigonométriques  prises  dans  les  tables,  et 
on  aura  séc.  So""  =s  3ii  ^  environ.  Cette  distance  prise  sur  Téchelle 
et  portée  de  Pun  des  pôles  A,  R ,  sur  Péquateur ,  donnera  le  point  r; 
qui  doit  servir  de  centre  pour  décrire  du  rayon  3ii  ^  le  cercle  de 
projection  du  méridien  de  5o%  Dans  la  figure ,  ADR  est  la  pro- 
jection de  la  moitié  de  ce  méridien.  Celle  de  l'autre  moitié  s'éten^^ 
drait  du  pôle  T  au  pôle  N,  en  coupant  Péquateur  au  point  de  riSo"*^ 
et  le  centre  d'où  on  la  décrirait ,  tomberait  dans  le  prolongement 
de  S/2.  Les  tables  donneront  de  la  même  manière  le  rayon  de  tout 
autre  méridien  ;  et  on  n'aura  aucun  calcul  à  faire  si  on  prend  pouc 
rayon  de  la  projection  une  ligne  qui  sur  l'échelle  des  parties  égales 
soit  exprimée  par  un  nombre  tel  qu'il  soit  une  puissance  de  ia«^ 

1708.  Pour  décrire  les  cercles  de  latitude,  si  on  veut  les  avoir 
par  exemple  de  dix  en  dix  degrés  ,  on  divisera  en  18  parties  égales 
chaque  demi-cercle  terminé  par  les  diamètres  AR ,  TN.  Je  suppose 
Tare  CN  =  BN  =  3o* ,  c'est-à-dire  égal  à  trois  de  ces  parties  ; 
le  parallèle  qui  passera  par  les  points  B,  G  sera  le  parallèle  de  6o*« 
de  latitude.  Le  rajon  de  ce-  parallèle  sur  le  plan  de  projection  est 
(1704)  la  cotangente  de  Go"",  laquelle  prise  dans  les  tables  et  mul« 
tipliée  par  200  (  en  supposant  toujours  de  4^0  parties  le  diamètre 
AR  de  la  projection),  donne  ii5  ^.  Cette  ouverture  de  compas 
prise  sur  l'échelle  ,  et  portée  de  l'un  des  points  B  ou  C  sur  le  dia- 
mètre TN  prolongé ,  donnera  le  centre  du  parallèle  BFC  de  60^ 
de  latitude  qu'il  s'agissait  de  décrire» 

On  décrira  de  même  les  pro}«ctions  des  autres  parallèlesr 
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170g.  Nous  avons  vu  comment  on  petit  tracer  lés  mappemondes. 
Actuellement,  soit  proposé  de  marquer  sur  ces  cartes  l'horizon  de 
l'hémisphère  éclairé  par  le  Soleil  à  un  moment  donné ,  par  exemple 
au  moment  où  Vénus  sortit  de  dessus  le  disque  du  Soleil  lors  de 
son  passage  sur  cet  astre  en  1769,  Le  Soleil  était  alors  dans  le 
plan  du  méridien  de  174%  et  il  avait  22'  36'  de  déclinaison  bo- 
réale: il  s'ensuit  (1705)  que  l'inclinaison  de  l'horizon  demandé, 
sur  le  plan  de  projection  ,  est  de  84*»  28'  ;  la  sécante  de  84**  28'  est 
donc  le  rayon  de  projection  de  cet  horizon»  De  plus,  on  voit  par 
les  données  que  ce  même  cercle  doit  couper  Téquateur  aux  points 
de  84''  et  de  264**,  et  le  méridien  de  174*»  à  67**  2^  de  latitude 
australe.  I^a  connaissance  de  ces  points  aide  à  savoir  de  quel  côté 
doit  être  le  centre  du  cercle  à  décrire.  Mais  pour  trouver  ce  centre, 
la  description  du  méridien  de  174*"  et  du  parallèk  de  67*  24', 
placés  dans  la  figure  pour  plus  de  clarté ,  n'est  pas  nécessaire  , 
et  elle  n'est  pas  aussi  utile^ue  la  détermination  des  points  F ,  G , 
ainsi  que  des  points  H ,  I ,  dans  lesquels  la  pro)ection  demandée 

Figiio^oit  couper  le  premier  méridien.  Or  le  triangle  PMH  (1705)  donne 
(VI.  lo"),  cot.  PM  =  cos.P  cot.PH  1=  COS.  long.  cot.  lat.  = 
COS.  1 74"*  cot.  âi""  36' ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit  >  d'où  résulte  PM 

rig.iii=  i57**  17'.  Et  telle  est  la  mesure  des  arcs  AG,  FR,  TH,  NI; 
ce  qui  donne  AF  =  GR  =  TI  =  NH  =  aa^  45'.  Puis ,  ajant  les 
points  F ,  G  >  et  pour  rajon  la  sécante  de  84''  38'' ,  on  trouvera  le 
point  qui  doit  servir  de  centre  pour  décrire  l'arc  F^G ,  qui  repré- 
sente la  moitié  de  l'horizon  cherché.  On  procédera  de  même  pour 
décrire  l'arc  ISH  qui  représente  l'autre  moitié.  Il  est  clair  du 
reste  que  les  points  I>  H  doivent  être  placés,  près  de  leur  pôle 
respectif,  en  sens  contraire  des  points  F  >  G ,  afin  qu'ils  coïncident 
lorsqu'on  replie  la  carte  de  manière  à  faire  joindre  ensemble  les 
bords  des  deux  hémisphères ,  comme  ils  se  joignent  en  effet  dans 

le  Globe  de  la  Terre. 

»  . 

Il  suit  de  tout  ce  qui  vient  d*être  dit  que,  dans  le  cas  proposé^ 
l'hémisphère  éclairé  se  compose  des  deux  portions  FAG  ^  IT  H 

1710.  Nous  avons  traité  de  la  projection  stéréographique  polaire 
et  équatoriale  des  méridiens,  des  parallèles  et  des  horizons/  Pour 
^voir  la  projection  stéréographique  d'un  petit  cercle  qui  ne  serait 
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ni  parallèle  ni  perpendiculaire  au  plan  de  projection  j  comme  on  a 
déjà  vu  (1695)  que  le  petit  cercle  dont  le  diamètre  est  par  exemple 
la  corde  UH ,  a  pour  projection  le  cercle  dont  ST  est  le  diamètre,  Fig.io<> 
il  ne  nous  reste  qu'à  déterminer  la  valeur  de  ce  diamètre  ST*  Oc 
ST  =  es  —  CT  =  tang.  i  FH  —  tang.  i  FU.  Que  Pon  mène  le 
rajon  CA  parallèle  à  la  corde  UH;  Pangle  ACD  sera  l'inclinaison 
du  petit  cercle  du  diamètre  UH  sur  le  plan  BCD  de  projection , 
et  AU  sera  la  latitude  de  ce  petit  cercle  par  rapport  au  grand 
cercle  qui  lui  est  parallèle.  J'appelle  A  cette  latitude^  >i  l'inclinaison 
ci-dessus  j  je  divise  l'arc  HU  par  le  milieu  ^  en  L  ^  et  j'ai  AL=ï 
90%  Donc  FH,  ou  FL  ^  LU,  =  90*  —  AF  +  90^  —  AU. 
Mais  AF  =  90^  —  >i ,  et  AU  =  A.  Donc  FH  =  >î  +  90*  —  A.  De 
même  FU  =  AU  —  AF  =  A  —  (90*  —  >ï)  =  A  +  >i  --^  90% 
Donc  (75) 

ST  =  tang,  (45- +^)  + tang.  (45--.  =4^)   ' 

1711.  Au  mojen  des  formules  (H.  lo*,  18%  2%  28*)  et  (I.  6*); 
on  peut ,  si  on  le  préfère ,  transformer  le  second  membre  de  cette 
équation ,  comme  il  suit  : 


COS.  w  +  sin.  K 


17I2,  Pour  décrire  les  cercles  qui  passent  sur  tous  les  points  de 
la  Terre  desquels  on  peut  voir,  à  un  instant  donnée  l'entrée 
ou  la  sortie  de  Vénus  lors  de  son  passage  sur  le  disque  solaire; 
De  la  Lande  a  donné ,  Liv.  XI  de  son  Astronomie  ,  des  mé- 
thodes fort  simples,  et  il  a  réuni  et  exposé  très-clairement  dans 
ce  même  Livre  tous  les  principes  nécessaires  pour  le  calcul  ou 
pour  la  représentation  graphique  de  toutes  les  circonstances  d'un 
passage. 

Comme  l'objet  de  ce  Traité  n'est  pas  de  former  un  Astronome 
ou  un  Géographe,  je  me  contenterai  d*avoir  donné  quelques  no- 
tions des  deux  sortes  de  projections  qui  sont  les  plus  connues  > 
dans  la  seconde  desquelles  l'application  de  mes  formules  contibuera 
beaucoup  à  abréger  le  travail. 

1715.  Du  reste  les  projections  ont  toutes,  plus  ou  moins,  le 


5o4  CHAP.  XXIV.   DES  PROJECTIONS; 

défaut  (1681)  de  ne  pouvoir  concilier  les  véritables  distances 
respectives  des  lieux  sur  la  Terre.  Aussi  les  Géographes  ont-ils 
imaginé  à  l'envi  d'autres  pratiques  ingénieuses.  Mais  aucune  jus- 
qu'à présent  n'ajant  encore  atteint  ce  but  (  De  la  Lande ,  ^str. 
4oyS),  j*ai  fait  un  essai  qui  me  paraît  mériter  la  préférence  pour 
la  plus  grande  partie  des  cartes,  c'est-à-dire  pour  celles  qui  ne 
fBomprennent  pas  plus  de  60  degrés  de  latitude.  On  peut  en  prendre- 
connaissance  dans  le  Tome  YIII  (Mem.  délia  Società  lialiana). 

1714.  J'avais  dessein  de  faire  voir  aussi  comment  on  applique 
la  Trigonométrie  à  la  Gnomonique.  Mais  tous  les  problèmes  de 
la  Gnomonique  peuvent  se  réduire  et  ont  été  réduits  en  e£Pet  par 
divers  Auteurs  à  la  résolution  des  triangles  rectilignes  rectangles. 
Il  wflBt  donc  f  pour  résoudre  ces  problèmes ,  d'emplojer  les  for- 
mules que  j'ai  données  ,  et  il  n'en  est  aucun  qui  m'ait  paru  mériter 
ou  exiger  la  recherche  d'une  solution  puticulière* 


Table    (AA). 


Fizleur  des  arcs  de  cercle  en  parties  du  rtyon ,  en  supposant  le  rayon  égal 

à  tunité.  Voyez  (  %/fi  ). 


a 
3 

4 

5 
6 

l 

9 
lo 

Ji 

13 

,1 

90 

ai 

33 

a3 
94 

35 
36 

3i 
3a 

33 


36 


:  0,017453 

o,o34Ô^ 
o,o5a35o 
0,069813 

0,087366 
0,104710 
<»,ia3i73 
o,i3g|636 

o,i570j9 
0,174533 


877559 
170079 

4fi»599 
755119 

$^ 

633679 
9»5i99 
317719 
510339 

803759 
005379 


307710733 
076947631 

846184538 

I 5431446 
38^658354 
i538g5a6i 


[89661    Q33i33i69 


0,396705 
o,3i4i59 
o,33i6i3 
0,349065 

o,3665iQ 
o,383 


860398 


809311 
535o6 


000070800 

^53^i5 
3o^79o533 

077037431 
846364338 
61 5501346 
384738i54 

153975061 
461685784 


653i58 


138760 
073066 
oi535i 

958647 


o,5o6i45 
o,5335g8 
0,541033 
o,5$85o5 

0,57 

0,593411 
0,61 
o,6383i8 

0,6^5771 
o,663335 
0,680678 
0,6981  di 

o,733o38 

0,750401  678357  5617 18  077187030 

0,767944  870877  5o5oi3  846433938 


833337 
116757 
408377 
700797 


461765584 
33 1001  ' 
0003: 

769470^)7 


17  676136  5387i33i5 
7  618433  3079501 33 


0,785398  163397 

o,8o385i  455Q17 

o,83o3o4  746437 
0^7758 


53 
$3 


56 


61 
63 
63 
64 

65 
66 


69 

70 

7« 
73 

81 
83 

83 
84 

85 
86 

IS 

«9 
90 
9» 

9; 
93 

% 


s  0,85531 1  333477 

0,873664  635997 

0,890117  918517 

0^907671  311037 

0,936034  5o3556 

o>94î>4:7  1^1^ 

0,9599^1  c^8596 

o>977364  38in6 

0,994837  673636 

1,^13390  906166 

1,039744  368676 

'»o47'97  551196 

i,o6465o  843716 

1,083104  '1J6336 

«,099557  438766 

1,117010  731376 

1,134464 
i,i5tQi7 

1,186833 


331 
164 

108^ 

o5i38o 


767868 

711164 
654450 
597746 


01; 

3o63î6 
598836 
891356 

183876 
7Ç89i? 


1,3043^7 
1,331730 

!)^5Ss37    061^5 

1,374000 
1,391543 

-â" 


534035 

8i6555 
1,378810  109076 
1,396363    401696 


54tu4i 

184337 
[37633 

^709^9 

314335 
367630 
300816 

144113 

087408 

o3o7o3 

973999 
917395 

860691 
8o3886 

247162 
690478 

633774 

53o365 
463661 


)33ga 
ooo3 19300 

769556102 
538793015 
3o8o3cg33 
077366830 

8465o323S 
6167406^8 
384977553 
i54Qi44ât 

933451: 

&36883 
4619361 
33116309a 


0773^ 
8465â3538 
61 5830446 
386057353 


361341893 
0004787991 


1,553343  03437 

1,670796  33679 

1,568349  61931 

1,606703  Qii83 

i,633i56  30435. 


709310 
736506 

669803 
613098 


385i37i53 
4o6r 

Q3JOIOQ6q 

693847876 

463084784 

331331693 

000668590 

"  )5^ 

(341I 

3o83fo333 

077600330 
846743138 
6i5( 
3853i< 


6^ 

99 

100 

lao 
iSo 
i8o 


1,7Î2!75  95947 

3,09439$  jo 

a,6i70Q3  87 

3,i4' 


386a8i  154453861 

339576  9^600769 

4^3^  3S^53 

793a38  46a643383 


j/=  o,oooago    888ao8 

o,oooSi 

o, 
o.ooi 


3 
3 

4 


'6 

■l. 

9 

10 

io 

k 

60 


o 
o 


Loooaoo  owaoo 

,001454  4<io|3 
,001745  »9Î2' 


66579 t 
33i4i3 


o,oo3ol6    a^ 
o^a3;i7  :  i© 


0^3612 
0,003908 

o;oô58i5  764173 

o,oo87;aa  646^ 

OyOïiGBS  Sui 

0,014544'  4ïo{ 

0^017453  aga^lid 


596153048 

7^184^ 
3846»5794 


3i443x 
971647 

6^98863 

386079 

943a^ 


36538553^ 
g6i5: 

& 
8076974^3 


aïo 
340 

33o 

36o 


3,6^191  43ûig  093111  53g25o6ii 

4,188790  304786  390984  6i68578( 

^713388  980884  68^57  6939650' 

5,75^;86  53i58i  38^6o3  8481205^, 

6,383 185  307179  586476  9353ÔD767 


1"  = 
3 

4 


5 

i 


9 

to 

901 


60 


o,ooooo4 
0,000009 

0,000014 
0,900019 

0,000034 

0,00003Q 

0}00oo3j. 
o,oooo38 

0,000043 
0,000048 

0|0009Q6 

0^000145 

o^ooojo3 
0,000343 
0,000390 


8481 36 
606373 


81 1095 
633190 
433386 
a4438ï 


340IS84 
088830 


78 


633331 
48i368 

î44*o4 


3 

719571 

079807007 

1S961S 


3998» 

110953 


Table    (BB). 

Logarithmes  des  nombres  premiers  ,  depuis  a  jusqu'à  1297.  (Voyez  4i3). 

Dam  cette  Table ,  les  caractéristiqnet  des  Logarithmes  sont  omise*. 


Nomb. 

a 
3 
5 

7 

II 
i3 

»7 
19 

d3 

3i 
37 


137 

■l3i 
16^ 

î?? 

^97 

199 
au 

aa3 

3^7 


a39 


3617a 


61^78 
63346 
67^09 
72427 

77085 
78532 

éiiêo 

85ia 

86332 
89762 

9^907 
94939 

98577 
00432 

01283 
<»938 


[o38o 
U727 

1367a 
t43oi 
17318 

^7897 

•9589 
aiaiS 
aaa7i 
i36o4 

a5a85 
85767 
ft8io3 
a8555 

^ 

3a4a8 
3483o 

356oa 
35983 
36735 

37M9 


Logarithmes. 

99956  63q8i 
ia5i7 
0004J 
80400 

2685 1 
33523 

00009 
78360 

1^ 

17240 
3856 


3boi8 
i4a56 

58225 
o6836 
78273 
52828 


2^ 

00066 


157 


22247 
37776 


372^ 


06671 

4800a 
69^684 

6947^ 

i 

oio3i 


58571 
54823 
59210 

79009 


aoi55 

9o44t 
76073 

4491a 

02642 
06172 
86209 

4d623 
8341Q 
55956 
65764 

564o6 

S4095 
iaa74 
93^69 


19621 

e3o 
o.  79 
83071 

0^076 

Is  ' 

87887 

08733 


i54 


19096 
o338o 
434i5 

?oio7 
9^ 

7847a 

86178 
574a& 
ao5ï7 
64o83 

63520 
72280 
86425 
a6o8i 

76856 
08046 
o38a6 
43687 


48137 


i%57 
5ioa9 

76060 

737 
010 
6^08 
67348 

7aoio 
994ï3 
?ai9 


38201 


/5178 

I87I3 

49376. 
955 

010 

51982 

52762 


66931 

68o33 

68762 
69108 
69810 
701 56 

'A 

71860 
73319 

75o5o 
755u 


Logarithmes. 

70425 

J7214 

3i23J   31294  53716 

57484   89757  '  86897 


384< 

i3( 

537i( 


22800 
92908 

63 199. 


43375 
9262a 

"79937 
99008 


66642 
883i8 


96013 
06067 


40929 
20968 
72701 

789M 

45902 
37262 
63410 
6aooo 

09953 

6^5 
55i34 


77823 

77i3a 
16888 
72661 


3a63 

961 
8^8 


t 


62448 

00079 
21290 

77100 
a6837 

46448 
17701 
75718 
7iâ38 

90873  ' 

59J79 
87822 

76319 

62089 
08687 
68072 
68622 

;5707 
63ii5 
20182 
07341 

66295 
35668 

53^ 

4ai2i 
23o6q 
03323 
69860 


896i8 
14563 


33430 


96071 


1478a 

33 

60; 

34m 
740, 

736 
o65 
3o654 
8o36i 

30985 
30744 
00075 
44270 

37063 
56o23 

«7 
a 

\^ 

i63o9 
aaoïo 

33246 

47976 

9«4^7 
39710 

î4652 

a 

4 

7738c 

9o«44 
22909 

1722]^ 


5o8 

]N^oinb. 
571 

593 

^ 
601 

607 

6i3 

617 
619 

641 


61 
659 

673 


691 
701 

7«9 
7"9 


781 
757 
701 

7^3 
787 


811 

8ai 
8a3 
837 

83g 
853 

857 

85o 
863 

883^ 

887 

911 

9»9t 
959 
^7 


75G63 

76117 
76863 
773o5 

7774^ 

783  lÔ 
78746 

79058 

iir 


8o685 

80891 
81090 

81888 

83030 
83801 

83o58 
83443 

85064 
85673 

86i53 
865io 
86864 
87098 


87563 


88593 
88817 


91855 
9^376 


93601 

94î99 
94497 


95951 


96601 
97»  73 


Logarichmef 

61083 
58i3i 
81013 
46933 


68333 

04745 
5i64o 


54145 


07036 

80473 

88903 


90794  853 16 


91750  55095 


08543 
3i57i 
98353 

S5M 


453o5 
19608 
9o3ii 
08319 

3i638 
07957 

^4 


72870 
83769 

55ii3 
5nil 


45848 
4263 


89311 
03739 

7§?^Z 

i84i5 

33341 

30117 

^^ 

34333 
68700 
75073 
94009 

8564o 
33976 


83o66 
83883 

59037 
41137 

'835 


04168 
00073 
70573 
01401 


50373 
38700 
67533 
33198 

31343 

l530Q 
66040 
13047 

77568 
31736 
60095 
72998 

861  II 
87778 


o5oo4 


37983 
53080 
58096 
03774 

68305 

3i3o3 
43335 


33665 
84648 
3i6oi 
5634o 

05706 
54385 
60777 

83631 

^ 

39343 

3to5 

^3637 
039Q0 


34737 
30433 

03069 

67071 

55313 
37500 
o3ooo 
16439 

3o363 
59366 
5i833 
91374 

58563 
34763 

36530 

763 18 

a63o3 


Nomb. 


133 

i5f 
i53 

i63 

\l\ 

187 

«93 

301 

3l3 

317 

333 
33Q 

33? 

337 

aj9 
359 

377 
^79 

383 

289 
391 
397 


•• 


97358 
97634 


9^ 

«^ 
00389 

oo56o 

00817 

00003 

oi335 

OfilO 

oid6i 
03077 

O3IO0 

03571 
03653 

^^ 

03633 

03783 


o5o37 
05969 
06107 
06183 


o685 
07331 
0744 


08539 

09035 
09336 

09656 

I0003 

10^9 

10687 

10833 

11035 

11093 

11393 


Logarith 

96334  37356 

99790  03373 

3Ç)nn6  38336 

64740  83ooi 

93399  08004 

45637  18773 

35178  39ii5 

36544  85375 

5i583  11655 

11663  3^10 

94i53  60380 

4io4o  06496 

57430  86qto 

86653  835i6 

o33i5  19630 

55475  57177 

54881  93557 

37160  38343 

53830  otSdo 

33645  33396 

77053  08778 


77053 

01619   497Ô3 


5   8854i 


66375 
55134 
i546f 
3i73r 


93073 


66563 
39173 
63433 
99360 


rSGl        61457 


S 
3 


989^6      i35i4 
07189     54591 

04436      70341 

00000 
05783 


36985 

3i3i6 
39130 

74i35 
07863 
634i5 
78653 


86280 
Sam 


18» 

3173 
28J5 


347^ 
54691 

57904 
41340 

85991 

39008 
6661a 

75697 
OT743 

79aa7 

l3339 

06471 
05702 

06114 
8of85 
02164 

4n38 

!«»£ 

799^ 
33046 

5378 
893 

l90 


46333 

68564 
30783 
65363 

5i3o3 

92364 

5o365 

fl7 


o8i4d 


se 


Facteurs  des  nombres  composés ,  depuis  l^<^jusqiûa  1273 ,  qui  nt 
sont  diifisibles  ni  par  2 ,  ni  par  3 ,  ni  par  5. 


Nomb.  Factenrt. 

49  =  7 

77  =  7 
9»  =  7 


319 

i33 

169 
187 

»>9 

aT7 
aai 
a47 

!i53 

a59  = 
387  = 

2189  = 
3oi  ^ 

3a3  = 
3a9  = 


=  7 
=  II 

=  7 
=  II 

=  ?3 


=  It 

=  7 
^  II 


=  II 

=  7 
=  7 


7 
II 

i3 


17 

II 

19 
i3 

33 

i3 

17 
«9 
19 


7  .  3i 
i3  .  17 
i3  .  19 


a3 

4» 


3 
3 

36i 
371 


i3  .  a3 
7  .  43 

Il  .  39 

ï7  •  "9 
7  •  47 

II  .  3i 

7-7-7 


143  = 


Nomb. 

377  =: 
391  = 
4o3  = 


Factenn. 
3  . 


Nomb.  Factenn.  Nomb.  Facteun.   Nomb. 


5^7 
533 

539 
55i 
553 

559 
58i 
583 

589 
611 

6^3 

639 


.  3i 
I  .  37 

.  61 

3  .  37 
7  •  «9 


;  '3 
1 .  47 

2  •  h 

3  .  a3 

3  .  41 

7.  II 

9  -  ^9 
•  79 

il 

.  53 
Q  .  3i 

7  •  37 


637 
l9 


7.7.13 
II  .  59 
a3  .  39 


671  =  11  .61 

=  17  .  Ai 
=  ig  .  37 


707  =  7 


7 

lOI 


7.3 

731 

73. 

737 

'fi 

767 

779 
761 

79i 
793 

799 

8o3 

81 


33  .  3i 

7  .  io3 
17  .  43 

Il  .  67 

7  •  "07 
7  -  109 


=  i3 

=  '9 
=  Il 


=  ?3' 
=  «7 


41 
7" 

ii3 
61 

47 


;  II  .  73 
=  19  .  43 
=  7-7-Ï7 


869=3 


39  • 
7. II 

a3  . 

XI  . 


II 

37 
79 


fi  =  i3  .  67 
=  7  .  137 

=  '9  •  47 

=  39  .  3i 
=  17  .  53 
a  XI  .  83 

=  7  .  i3i 

s=  i3  .  71 

=  7-7->9 

=:  33  .  4x 

=  i3  .  23 

=  7  •  "7 

=r  3i  .  3i 
=  7  ,  139 
=  11  .  89 


989 
100  f 

xoo3 

1007 
1037 
xo37 

1043 
1057 
X067 

1073 

io8x 
1099 


33  .  43 

7.11.13 

17  .  59 

iQ  .  53 
i3  .  79 
17  .  61 

7  -  ï49 
7  .  i5i 

"  •  97 

î?  !  8? 
33  .  47 

7  •  «^7 


m 

131 

137 

i33 
i39 
141 

147 
157 
i59 

169 

\ll 

'89 

«99 
307 


Facteurs. 

=  II  .  loi 
=  '9  •  5q 
5  7-7-M 

:  II  .  103 

:  3l  .  37 
:  l3  .  89 
=  19  .  61 


=  7 


7  •  «67 
.i3.i> 


^  •   4* 
Il  .  109 

17  .  71 


319  =  33  .  53 

341  =  17  .  7$ 

=  II  .  ii3 
=  39  .  43 

=  7  -  >79 

sr  i3  .  07 

=  2  .  >8i 

=  3i  .  4»> 

=  la  •  ^7i 


"v 


Table    (CC),  (iSSj); 


Angles  de  la  verticale ,  et  Logarithmes  des  rayons  de  la  TerrCé 


Hauteur 

du 

pôle. 

o» 

I 

3 

3 

î 

6 

7 

8 

9 
lo 

II 
i3 

lî 

i6 

\i 

19 
do 

31 
33 
33 

^ 

36 

37 

38 

3i 

33 

33 


36 
99 


Ansle  Logaridime  DiiFér. 

delà         du  rayon  des 

Terdc.  de  la  Terre.  logarit. 

</  o"         0,0000000  r 

o  34          9'999999^  -  A 

0  48          ^^^3  '^ 

1  13  9^99999^' 


10  18 
10  38 
10  38 
10  46 

10  54 

11  I 
II  8 
II  i3 


9»99997M 

9*9^9^9 
9>99995»7 

OtOQÛOd*?*? 

9»999937Q 

9.9999273 

9>9999i^ 
9»9^o38 

9»99^9o8 

9,9998638 
9*9998477 

9,99£§3î 

9»9998' 

9*9997 

9.9997Ç;» 
9.9997431 
9.9997*36 

9.9997035 


9.999542» 
9,999^183 

9*9995957 

9.9995729 

9.9995497 
9.9995361 

9.9995oa3 
9.999J7^ 

9.9^4^ 


65 

90 

•98 

106 
..4 

131 

i3o 
i36 

\n 

i58 
i65 

178 

184 

«92 
195 

301 

3o6 

311 
316 
330 

335 


Haatenr 

da 

pôle. 


63 


66 

69 

7' 

85 
9^ 


Angle 

delà 

vertic. 

n'ï3*' 
II  18 
II  33 

II  35 

II  37 
II  38 
ri  99 
Il  38 

tl  32 
II  35 
11  33 
II    19 

tl    14 

;;  i 

10  56 

ro  48 
10  39 
10  3o 
10  30 


5 
3 
3    o 
o    o 


Logarithme 

du  rayon 

de  laflcrre. 


9.999*2? 
9.999^3 

9.9992380 
9,9993038 

9.999«775 
9.999W36 

9.999"77 
9.9991  o5o 

9.99907?5 
9.9990542 

9.999o3o3 

9.9989601 
9»99?9374 


^7^ 

l52 


IK4 
9,9988730 

9.9985308 
9,9988111 
9.9987918 

9,9^7733 
M987553 
9.9987378 
9.99872" 

9,9987050 

^9986350 
9,^86611 

9.9986480 
0.0085400 


des 
logarit. 


337 

333 
318 
314 

309 
303 


186 

l83 

'^ 

161 

i53 
i47 
i39 

i3i 


Latît. 


I 

3 

3 


î 

6 

7 

8 

9 

lo 

II 


\i 


Table    (DD), 
Degrés  de  latitude  et  de  longitude ,  en  toise  s,  {  iSôa). 


DegrA 

de         Diff. 
laciiade. 


56:56 
56756 
56757 
56756 

56759 
56760 
56763 
5G764 

56767 
56770 
56773 
56777 

56781 
56785 
56789 
567^ 

i^ 

56810 
568i6 

568a!i 
56839 
56836 
56843 

5685o 
56857 
56865 
56873 

56881 


56906 

56915 
5(1934 
56Q.U 
56943 

56c)5a 
56963 


56991 
57001 
5701 1 
57031 

57030 
57040 
57050 
57060 


o 
I 
I 


7 
7 

7 

7 

l 

8 
8 
8 


9 

9 

10 

9 

9 

10 

9 
10 

10 

10 
10 
10 


10 
10 
10 


Degrés 
(Te  Différ. 

longitude. 


57136 
57138 
57103 
57058 

56998 

56930 
56835 
56713 

56584 
56437 

50093 

558g6 
55681 
55450 

55303 


53713 
53365 
53oo3 
53633 

53336 
5i8i4 
5i387 
50944 

5o485 
5ooia 
49533 

490Ï9 
)5oo 


8 
36 

44 

60 

78 
95 

113 
129 

lU 

181 


li 


710 

733 


Degrés 
Latit.         de 

laùiode. 

57060 
57070 
07080 
57090 

57100 
571 10 
571 19 
57139 

57138 
57148 

57I6& 

571Ô4 
57193 
57301 

57309 
57317 
57335 
57333 


69 
70 

7« 
75 

74 

81 

83 

83 
86 


89 
90 


57366 
57373 
57378 
57384 


57306 
57310 
573i3 
57316 

57319 
57331 
57333 
57334 

57336 
57336 
57337 
57337 


Degrés 
Diff.    de 
longitude. 


10 
10 
10 

10 

10 

9 
10 

9 

10 

9 
9 

9 

î 

9 
8 

8 
8 

7 

7 

7 
7 
7 

6 

6 
6 
6 

5 
5 

i 

4 
I 

3 

3 
a 
I 


o 
I 

o 


3qo36 
383o3 
32556 

3^99 

36o3o 
3535o 

33845 

33034 

3ii 
3o3; 


^59 

>4o 
26894 
36009 

35ii5 
34313 
333o5 

3338q 
31466 
3o536 

19599 
18657 

15798 

14835 
13866 
13893 
11917 

'S 

797» 
6986 

5993 

3999 

3ooo 

aooo 

1000 

o 


Difi; 


757 

769 
780 

ë< 

81  a 

831 
833 
^43 

85i 

8 


878 
885 

«94 
903 

908 

916 

9^3 
930 

937 

94» 
948 

958 
963 


976 
980 

989 
992 


997 

999 

1000 
1000 
1000 


FIN. 


Jrii^ojwmeirté' 


I 


l 


TrùfoTwme'trie  . 


ftf.il. 


JT^^onorrteirze/ . 


J^.^5  O/Sj. 


-Pi^-  ^' 


Tr(çono7mtrie . 


J*\^'67  à  80. 


luf.So 


Jji^onoméêrîe  . 


FU'  8i  (v^3. 


Fi^.^5 


Tri^OTiomeùrie  . 


^/    3^     (T 


—A 


y 


M^.^4  à^  io3. 


M^,  io3 . 


/ 


•y 


X 


'K. 


N 


J^.ja4  km.. 


J^.  m. 


